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3.8 In questa immagine si può vedere come il prodotto scalare tra

i vettori e1 = N(t) e γ(t) si mantenga costante e risulta essere
uguale alla lunghezza OP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

4.1 Funzione radiale r(t) racchiusa tra due corone circolari m e M 119

5.1 Zaha Hadid, designer, architetto (1950-2016) . . . . . . . . . . 123
5.2 Morpheus Hotel l’edificio ”da sogno” . . . . . . . . . . . . . . 123
5.3 Morpheus Hotel: particolare dell’interno. . . . . . . . . . . . . 124
5.4 L’Oceanografic di Felix Candela a Valencia . . . . . . . . . . . 126
5.5 Il Guggenheim Museum in Bilbao. . . . . . . . . . . . . . . . . 127
5.6 Un blocco della programmazione in Grasshopper . . . . . . . . 128
5.7 Un blocco della programmazione in Grasshopper . . . . . . . . 129
5.8 Veduta d’insieme dell’algoritmo Area e Perimetro Gaussiano. . 130
5.9 Generazione della geometria, parte 1. . . . . . . . . . . . . . . 131
5.10 Valutazione della curva, funzione to polar e calcolo della fun-

zione radiale, parte 2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

viii



ELENCO DELLE FIGURE

5.11 Parte 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
5.12 Parte 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
5.13 Parte 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
5.14 Curva scelta (rettangolo), area e perimetro gaussiano. . . . . . 133
5.15 Parte dell’algoritmo “parametrico” e rappresentazione della

forma. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
5.16 Nuovo parametro e forma. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
5.17 Popolazione sul panorama fitness. . . . . . . . . . . . . . . . . 135
5.18 Il landscape viene popolato da una serie di geni secondo una
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Introduzione

[...]dux femina facti.
Devenere locos, ubi nunc ingentia cernis

moenia surgentemque novae Karthaginis arcem,
mercatique solum, facti de nomine Byrsam,
taurino quantum possent circumdare tergo.

(Virgilio, Aeneis, Liber I)

Il problema isoperimetrico ha costituito oggetto di studio nell’ambito della
ricerca scientifica per molti decenni ed è stato affrontato in parallelo alla sua
origine che risale all’antichità, ma che continua ad avere rilevanza nei bisogni
contemporanei dell’umanità.

Un riferimento a tale problema, detto anche delle “disuguaglianze isope-
rimetriche”, si trova già nella mitologia. ≪Didone regina di Tiro, costretta
all’esilio dal fratello Pigmalione, si rifugiò in Nord Africa, nelle terre di Iarba,
re dei Getuli, cui chiese non solo asilo ma anche della terra per costruire una
nuova città: la futura Cartagine. Iarba, re ospitale ma piuttosto geloso dei
suoi possedimenti, concesse alla regina tutta la terra che ella fosse riuscita a
ricoprire con una pelle di bue. Didone non si perse affatto d’animo: presa
una pelle di bue, iniziò a tagliarla a striscioline sottili, le legò tra di loro e
costrùı una lunga corda≫. Ora la questione è: quale forma dare a questa
corda per racchiudere la maggior superficie possibile?

Questo problema riguarda la ricerca della figura geometrica che, con lo
stesso perimetro, ha l’area più grande possibile. È un tipico problema di
“calcolo delle variazioni”, che consiste nella determinazione dei valori minimi
e massimi. La soluzione a questo tipo di problema dipende dalle condizioni
al contorno specifiche: ad esempio, se si considera un ambiente terrestre
interno, la forma ottimale sarebbe un cerchio, mentre in situazioni in cui la
terra si affaccia sull’acqua, come nel caso di Didone, è preferibile optare per
un semicerchio (come illustrato nella fig.1). Il problema di Didone può essere

xi



INTRODUZIONE

formulato in due modi equivalenti. È possibile stabilire una lunghezza fissa
per la corda e chiedersi quale sia l’area massima che può essere racchiusa
dalla figura, oppure fissare un’area specifica e cercare la lunghezza minima
della corda necessaria per racchiuderla. Nella seconda formulazione, questo
problema diventa un classico esempio di “ricerca del minimo”.

I primi matematici a investigare questa questione furono gli antichi Greci,
attorno al IX secolo a.C. Sebbene abbiano intuitivamente trovato una solu-
zione, è stato solo nel 1800 che si è riusciti a dimostrarla in modo rigoroso
e completo. Tra gli antichi Greci, non è possibile stabilire con certezza chi
sia stato il primo a interessarsi del problema, anche se alcuni testi fanno ri-
ferimento ai Pitagorici. Tuttavia, figure come Archimede (287 a.C. circa -
212 a.C. circa) e soprattutto Zenodoro (seconda metà del II secolo a.C.) sono
stati citati come possibili precursori nelle ricerche su questo argomento.

Le scoperte di Zenodoro sono rimaste rilevanti fino al 1700 circa, quando
Jacob Steiner (1796-1893) ha presentato dimostrazioni geometriche innova-
tive ma piuttosto approssimative. Queste dimostrazioni sono state successi-
vamente perfezionate da matematici come Dirichlet (1805-1859) e Ennio de
Giorgi (1928-1996) [24], contribuendo cos̀ı a portare il problema isoperimetri-
co verso una forma più precisa e moderna. Quest’ultimo, insieme al sostegno
del matematico Renato Caccioppoli (1904-1959), ha continuato a lavorare su
questo problema nel 1953/54, mostrandoci quanto sia ancora rilevante nella
matematica contemporanea

Figura 1: Ricostruzione di Cartagine; si noti la forma semicircolare della
città

xii



La Teoria della Misura, introducendo i concetti di area e perimetro per
una più ampia varietà di insiemi, inclusi quelli di dimensioni superiori a 2,
ha fornito gli strumenti necessari per estendere queste generalizzazioni anche
a spazi con misure diverse.

Ad esempio la disuguaglianza isoperimetrica nello spazio di Gauss affer-
ma che tra tutti gli insiemi con una data misura gaussiana il semispazio ha il
perimetro gaussiano più piccolo. Questo risultato è stato dimostrato per la
prima volta da Borell [11] e indipendentemente da Sudakov-Tsirel’son [67].
Da allora sono state proposte molte dimostrazioni alternative, ma la que-
stione della caratterizzazione completa degli estremali è stata risolta solo più
recentemente da Carlen-Kerce [19], stabilendo che i semispazi sono le uni-
che soluzioni al problema isoperimetrico gaussiano. Questo risultato è stato
chiarito e rafforzato nel corso degli anni nei lavori [12], [40], [41], [10], [16],
[13], [49], [50], [30], [47], [5] che però sembrano “non riuscire” a gestire il
vincolo aggiuntivo che l’insieme Ω sia simmetrico cioè che Ω = −Ω. Nel
2001 è stato suggerito da Barthe [6] che l’insieme simmetrico Ω di volume
gaussiano fissato e superficie minima poteva essere una striscia simmetrica
limitata da due iperpiani paralleli. Viene espresso in [20], [54] che una palla
Euclidea centrata nell’origine o il suo complemento può minimizzare la su-
perficie gaussiana. Un calcolo in [34] permette di dimostrare che la striscia
simmetrica non minimizza l’area superficiale gaussiana per certi vincoli di
volume.

Struttura della tesi
Nel primo capitolo vengono introdotti alcuni concetti propri della teoria

della misura e dell’analisi funzionale. Viene inoltre richiamata la definizione
di spazio di Gauss e quindi di perimetro e di frontiera di sottoinsieme. Infine
vengono ripresi alcuni concetti di calcolo delle variazioni come il Lemma
Fondamentale e il Teorema di Rademacher.

Il secondo capitolo si apre con una parte storica sul problema isoperime-
trico in R2 passando in rassegna le varie risoluzioni di Steiner, l’applicazione
ai poligoni, il problema di Didone fino alla disuguaglianza di Wirtinger. Vie-
ne fatto un cenno alla dimostrazione del teorema isoperimetrico in Rn n ≥ 3.
La terza sezione del capitolo è interamente dedicata al problema isoperime-
trico nello spazio di Gauss. Si dimostra come strumento essenziale il lemma
di Poincaré , poi la disuguaglianza isoperimetrica sulla sfera Sn−1 e la dimo-
strazione del teorema nello spazio di Gauss in particolare quella proposta da
Borell. Inoltre, a conclusione del capitolo, viene riportata una dimostrazione
che utilizza un approccio più analitico-funzionale sviluppata da Bobkov.

Nel terzo capitolo si prendono in esame sistemi vincolati in particolar
modo con vincolo isoperimetrico e si vede che se r è la funzione radiale
di un minimo del problema vincolato ed è sufficientemente regolare allora
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INTRODUZIONE

è soluzione di un’opportuna equazione differenziale di tipo Euler-Lagrange.
Nella sezione 3.3 sono presentati alcuni risultati per via numerica con l’uso
del software MATLAB-MathWorks per alcuni valori del moltiplicatore di
Lagrange λ.

Nel quarto capitolo abbiamo provato alcuni risultati originali come l’esi-
stenza di un minimo per il funzionale di tipo perimetro con area fissata per
la classe di funzioni radiali (quindi per insiemi stellati) facendo riferimento
al procedimento dei metodi diretti e inoltre l’esistenza di un minimo nella
classe degli insiemi convessi.

Nell’ultimo capitolo abbiamo rivolto la nostra attenzione a qualche “ap-
plicazione” della ricerca della forma: il form finding, partendo dal problema
isoperimetrico. Successivamente ci siamo soffermati a parlare di ottimizza-
zione matematica e quindi della progettazione parametrica con Rhinoceros e
Grasshopper per la ricerca della forma ottimale nel problema isoperimetrico
gaussiano. Abbiamo introdotto gli algoritmi evolutivi, la funzione fitness, il
meccanismo di selezione e quindi la plug-in Galapagos di Grasshopper e il
suo solver. Nell’ultima sezione del capitolo abbiamo riportato alcune osser-
vazioni su Ottimizzazione vs Adattamento, ottimizzazione Multi-Parametro
e abbiamo aggiunto qualche problema aperto.
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Capitolo 1
Definizioni e risultati preliminari.

“La matematica non è solo una disciplina che studia le quantità e le figure,
ma è anche un linguaggio universale che ci permette di descrivere e

comprendere il mondo che ci circonda.”
Gaetano Fichera

1.1 Notazioni e definizioni

Il nostro ambiente di lavoro è lo spazio euclideo Rn≥2 che utilizza la norma
∥ · ∥ e il prodotto scalare (·, ·).
Per rappresentare l’interno, la chiusura e il bordo di un sottoinsieme A di Rn

useremo rispettivamente int(A), Ā e ∂A. La palla unitaria centrata nell’ori-
gine in questo spazio sarà denotata come Bn, definita come l’insieme di tutti
i punti x in Rn tali che ∥x∥ sia inferiore o uguale a 1. Inoltre la sfera unitaria
in Rn indicata come Sn−1, è l’insieme di tutti i punti x in Rn tali che ∥x∥ sia
uguale a 1.

Per quanto riguarda le definizioni e le proprietà utili per il proseguimento
del nostro lavoro, un insieme A in Rn è considerato convesso se per ogni
coppia di punti interni x e y in A, il segmento [x, y] che li unisce è contenuto
in A. Questo concetto è descritto dalla seguente equazione:

(1− λ)x+ λy ∈ A, per ogni x, y ∈ A, e per ogni 0 ≤ λ ≤ 1.

Un insieme che è sia convesso che compatto e non è vuoto viene chiamato un
corpo convesso. Chiameremo Kn l’insieme di tutti i corpi convessi in Rn.
Tratteremo anche gli insiemi stellati. Un insieme Ω si dice che è stellato se
esiste un x0 ∈ Ω tale che per ogni x ∈ Ω il segmento di estremi x0 e x è
contenuto in Ω. In tal caso si dice che Ω è stellato rispetto a x0.
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CAPITOLO 1. DEFINIZIONI E RISULTATI PRELIMINARI.

La definizione di lipschitzianità, che è essenziale per comprendere i risultati
successivi, verrà ora presentata in un contesto più ampio che coinvolge spazi
vettoriali normati. L’applicazione di questa definizione al caso più semplice
dei numeri reali è diretta e semplice.

Definizione 1.1. Siano (X, ∥ · ∥X), (Y, ∥ · ∥Y ) spazi vettoriali normati, e sia
A ⊂ X. Una funzione f : A → Y si dice lipschitziana se

∃L > 0 t.c.∥f(x)− f(y)∥Y ≤ L∥x− y∥X ∀x, y ∈ A.

La più piccola costante L per cui valga questa proprietà è detta la costante
di Lipschitz e si denota con

Lip(f) = sup
{∥f(x)− f(y)∥Y

∥x− y∥X
: x, y ∈ A x ̸= y

}
.

Definizione 1.2. Una funzione f : Rn → Rm è differenziabile in x ∈ Rn se
esiste una mappa lineare T : Rn → Rm tale che:

lim
y→x

|f(y)− f(x)− T (y − x)|
|x− y|

= 0.

o equivalentemente

f(y) = f(x) + T (y − x) + o(|y − x|) per y → x.

Se tale T esiste, è unico e si denoterà con Df(x).

1.1.1 La misura di Lebesgue

Richiamiamo alcune definizioni e risultati riguardanti la misura di Lebesgue.
Per fare ciò ci riferiamo a [45]

Se I = [a1, b1]× · · · × [an, bn] è un intervallo di Rn, poniamo

m(I) = m(int(I)) = misura di I = (b1 − a1) · · · (bn − an).

Se P è un plurintervallo allora si potrà scrivere che P =
⋃n

j=1 Ij dove int(Ij)∩
int(Ik) = ∅ per j ̸= k. Si definisce allora

m(P ) = m(int(P )) =
n∑

j=1

m(Ij).

Questa definizione non dipende dalla particolare decomposizione di P ; è
chiaro inoltre che se P e Q sono pluriintervalli

m(P ∪Q) = m(P ) +m(Q) se int(P ) ∩ int(Q) = ∅ (1.1.1)
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1.1. NOTAZIONI E DEFINIZIONI

In generale si ha, per ogni P e Q,

m(P ∪Q) +m(P ∩Q) = m(P ) +m(Q),

e quindi
m(P ∪Q) ≤ m(P ) +m(Q). (1.1.2)

Infatti, dato che P = P \Q ∪ (P ∩Q), Q = Q \ P ∪ (P ∩Q) e P ∪Q =
P \Q ∪ (P ∩Q) ∪Q \ P , si ha: 1

m(P ) +m(Q) = m(P \Q) +m(P ∩Q) +m(Q \ P ) +m(P ∩Q) =

m(P ∪Q) +m(P ∩Q) ≥ m(P ∪Q)

dato che ognuna di queste unioni è fra pluriintervalli con interni a due a due
disgiunti.
Se A ⊆ Rn è un aperto definiamo

m(A) = misura di A = sup{m(P ) : P pluriintervallo, P ⊂ A}. (1.1.3)

Teorema 1.3 (Subadditività ed additività sugli aperti). Sia {Ak}k∈N una
successione di aperti tutti contenuti in un intervallo I di Rn. Allora

• m(
⋃
k∈N

Ak) ≤
∑
k∈N

m(Ak)

• m(
⋃
k∈N

Ak) =
∑
k∈N

m(Ak) se Am ∩ Ak = ∅ per m ̸= k.

Definiamo a questo punto la misura esterna (di Lebesgue) di un insieme
limitato E ⊂ Rn. Si può porre :

me(E) = misura esterna di E = inf{m(A) : A aperto, A ⊇ E}.

Invece se K è un compatto, poniamo per definizione

m(K) = inf{m(P ) : P plurintervallo, int(P ) ⊃ K}.

È evidente che se P è un plurintervallo chiuso, allora la misura di P come in-
sieme compatto è la stessa della misura del plurintervallo P precedentemente
definita.
Sia E ∈ Rn un insieme limitato. Si pone per definizione:

mi(E) = misura interna di E = sup{m(K) : K compatto ⊆ E}.
1Tutti gli insiemi coinvolti sono pluriintervalli.
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CAPITOLO 1. DEFINIZIONI E RISULTATI PRELIMINARI.

Teorema 1.4 (Subadditività della misura esterna). Sia E1, . . . , Ek, . . . una
successione di insiemi limitati di Rn tutti contenuti in un intervallo. Allora
risulta che:

me(
∞⋃
k=1

Ek) ≤
∞∑
k=1

me(Ek).

Ora passiamo a dare una caratterizzazione degli insiemi limitati misurabili
secondo Lebesgue. Sia E ∈ Rn limitato e siano K ed A un compatto ed un
aperto tali che K ⊆ E ⊆ A. Dato che

K ⊂
⋃

{int(I) : I intervallo, I ⊂ A, int(I) ∩K ̸= ∅} ⊆ A

e che K è compatto, esiste un numero finito di intervalli I1, . . . , In ⊂ A tali

che K ⊂
n⋃

k=1

int(Ik).

Posto P =
n⋃

k=1

Ik, P è un plurintervallo e K ⊂ Int(P ) ⊂ P ⊂ A. Perciò

m(K) ≤ m(P ) ≤ m(A)

e dunque vale per ogni E la disuguaglianza

mi(E) ≤ me(E).

Si dice allora che un insieme limitato E ⊂ Rn è misurabile secondo Lebesgue
se mi(E) = me(E); in questo caso si pone

m(E) = misura di Lebesgue di E = mi(E) = me(E).

Osservazione 1.5. Gli insiemi aperti o chiusi limitati possono essere mi-
surabili secondo la teoria di Lebesgue e la loro misura coincide con le defi-
nizioni precedenti. Ad esempio, se consideriamo un insieme aperto A, pos-
siamo costruire una successione crescente di plurintervalli chiusi Pn tali che
m(A) = limn→∞m(Pn). Ogni insieme Pn è compatto e contenuto in A, quin-
di m(Pn) ≤ mi(A). Questo implica m(A) ≤ mi(A).
Si può inoltre osservare che m(A) = me(A). In modo altrettanto analogo si
dimostra che m(K) = mi(K) = me(K).

Lemma 1.6 (Superadditività finita). Siano H,K ⊂ Rn compatti e disgiunti.
Allora

m(H ∪K) ≥ m(H) +m(K)

In particolare, se E ed F sono insiemi limitati e disgiunti, allora

mi(E ∪ F ) ≥ mi(E) +mi(F )
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1.1. NOTAZIONI E DEFINIZIONI

e, se E ed F sono anche misurabili, si ha che anche E ∩ F è misurabile e

m(E ∪ F ) = m(E) +m(F )

Teorema 1.7 (Primo principio di Littlewood). Condizione necessaria e suf-
ficiente perchè un insieme limitato E ⊂ Rn sia misurabile secondo Lebesgue
è che per ogni ϵ > 0 esistano un compatto K ed un insieme F tali che

K ∪ F = E e me(F ) < ε

Teorema 1.8. Sia E ⊂ Rn misurabile e contenuto in un intervallo I. Allora
anche I\E è misurabile e risulta che m(I\E) = m(I)−m(E).

Teorema 1.9. L’intersezione di un numero finito o di un’ infinità numerabile
di insiemi limitati misurabili è misurabile.

Teorema 1.10 (Subadditività e additività numerabile). Sia {Ek}k∈N una
successione di insiemi misurabili e tutti contenuti in un intervallo I. Allora
l’insieme E =

⋃
k∈N

Ek è misurabile e

m(
⋃
k∈N

Ek) ≤
∑
k∈N

m(Ek).

Se inoltre gli insiemi Ek sono a due a due disgiunti, si ha:

m(
⋃
k∈N

Ek) =
∑
k∈N

m(Ek).

Passiamo ora alla misurabilità di insiemi non limitati: un insieme non limita-
to E ⊆ Rn si dice misurabile secondo Lebesgue se per ogni r > 0 è misurabile
l’insieme (limitato) E ∩Q(0, r), dove Q(0, r) rappresenta il cubo di lato r.
Se E è misurabile si pone per definizione

m(E) = lim
r→+∞

m(E ∩Q(0, r)).

Teorema 1.11. Siano E ed E1, . . . , Ek, . . . sottoinsiemi misurabili di Rn.
Allora

1. Rn\E ,
⋃
k∈N

Ek e
⋂
k∈N

Ek sono misurabili

2. risulta
m(
⋃
k∈N

Ek) ≤
∑
k∈N

m(Ek),

e inoltre, se gli Ek sono a due a due disgiunti,

m(
⋃
k∈N

Ek) =
∑
k∈N

m(Ek).
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CAPITOLO 1. DEFINIZIONI E RISULTATI PRELIMINARI.

Il prossimo teorema dimostra che anche quando si tratta di insiemi non limi-
tati, la misura di un insieme misurabile costituisce l’elemento separatore tra
due classi adiacenti di numeri reali.

Teorema 1.12. Se E ⊆ Rn è misurabile (anche non limitato) allora

m(E) = inf{m(A) : A aperto, A ⊇ E} = sup{m(K) : Kcompatto,K ⊆ E}

1.1.2 σ-algebre e misure esterne

Prima di dare la definizione e le principali proprietà della misura di Hau-
sdorff in Rn iniziamo col definire qualche notazione, richiamando qualche
fatto elementare di teoria della misura necessario nella trattazione.

Definizione 1.13. Sia X un insieme, una famiglia di insiemi M ⊆ P(X) è
detta σ-algebra se vale:

• ∅ ∈ M.

• se E ∈ M allora Ec ∈ M, con Ec si è indicato il complementare
dell’insieme E.

• se {Ek}∞k=1 ⊆ M allora ∪∞
k=1Ek ∈ M.

Definizione 1.14. Una funzione µ : M → [0,∞] dove M è una σ-algebra è
detta misura se

• µ(∅) = 0.

• µ(∪∞
k=1Ek) =

∑∞
k=1 µ(Ek) per ogni successione di insiemi tali che Ek ⊆

M e Ej ∩ Ek = ∅ per k ̸= j.

Un approccio frequente per la costruzione di misure è iniziare con una fun-
zione definita per tutti i sottoinsiemi di un insieme X, che possiede cer-
te proprietà desiderate, e successivamente limitarla o restringerla solo ai
sottoinsiemi in cui questa funzione si comporta in modo adeguato.

Definizione 1.15. Una funzione µ : M → [0,∞] dove M è una σ-algebra è
detta misura esterna se

• µ(∅) = 0.

• µ(E) ≤ µ(F ) se E ⊆ F .

• µ(∪∞
k=1Ek) ≤

∑∞
k=1 µ(Ek).
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1.1. NOTAZIONI E DEFINIZIONI

Teorema 1.16. (Primo teorema di Caratheodory). Sia µ : M → [0,∞] una
misura esterna e sia

M = {E ⊆ X | µ(A) = µ(A ∩ E) + µ(A ∩ Ec) ∀A ⊆ X}.

Allora M è una σ-algebra, detta dei misurabili, e µ ristretta a M è una
misura.

Il primo teorema di Carathéodory stabilisce che è sempre possibile trovare
una σ-algebra su cui una misura esterna può essere considerata una misura,
ma purtroppo questa σ-algebra potrebbe essere limitata o poco ricca. Tut-
tavia, il teorema successivo fornisce un criterio utile per determinare quando
questa σ-algebra sarà sufficientemente ricca.

Teorema 1.17. (Secondo teorema di Caratheodory). Sia X uno spazio me-
trico. Sia µ : M → [0,∞] una misura esterna con la proprietà che

µ(E ∪ F ) = µ(E) + µ(F )

per ogni E,F ⊂ Rn tale che d(E,F ) > 0. Allora µ è una misura di Borel.

1.1.3 La misura di Hausdorff

Applichiamo ora la precedente procedura teorica per ottenere una misura
con rilevanza geometrica. Possiamo notare che oggetti come curve e super-
fici hanno una misura di Lebesgue nulla. Il nostro obiettivo è costruire una
misura che generalizzi il concetto di area (o lunghezza) ma che dia risultati
consistenti su insiemi ragionevolmente generali, ovvero senza troppe ipotesi
di regolarità a priori. In modo intuitivo, possiamo riassumere la costruzione
nel seguente modo: supponiamo di voler calcolare la lunghezza di una curva
in R3. Possiamo coprire questa curva con una serie di piccole sfere di rag-
gio ri numerate da 1 a k e pensare che la lunghezza totale della curva sia
approssimativamente la somma delle lunghezze dei diametri di queste sfere,

cioè l[γ] ∼
n∑

i=1

2ri. Analogamente, se riusciamo a coprire in modo accurato

una superficie S con una serie di piccole sfere di raggio ri, possiamo pensare

che l’area totale di S sia approssimativamente A(S) ∼
n∑

i=1

πr2i

L’idea fondamentale è approssimare la misura di oggetti geometrici complessi
scomponendoli in parti più semplici e sommando le misure di queste parti.
Questo concetto di approssimazione è alla base della costruzione di misure
con significato geometrico.
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CAPITOLO 1. DEFINIZIONI E RISULTATI PRELIMINARI.

Figura 1.1: Ricoprimento di 1-,2-, e 3-dimensionale di sottoinsiemi di R3

Figura 1.2: esempi di δ-ricoprimenti
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1.1. NOTAZIONI E DEFINIZIONI

Per ogni s ∈ R, s ≥ 0 poniamo 2

ωs :=
π

s
2

Γ
(s
2
+ 1
) ,

dove Γ indica la funzione gamma di Eulero definita, per s > 0, nel modo
seguente:

Γ(s) =

∫ ∞

0

e−xxs−1dx

Per ogni sottoinsieme non vuoto B di Rn poniamo

r(B) :=
1

2
diam(B) :=

1

2
sup{∥x− y∥ : x, y ∈ B}.

Poniamo inoltre ms(∅) = 0, e se B ̸= ∅,

ms(B) = ωsr(B)s.

Definizione 1.18 (δ-ricoprimento). Se A è un arbitrario sottoinsieme di Rn

e se δ è un numero reale positivo, si chiama δ-ricoprimento di A una famiglia
(Bk)k∈A di sottoinsiemi di Rn tale che:

1. A è finito o numerabile,

2. diam(Bk) ≤ δ per ogni k ∈ A ,

3. A ⊆
⋃

k∈A

Bk.

Definiamo

Hs
δ (A) := inf

{∑
k∈A

ms(Bk) : (Bk)k∈A , δ − ricoprimento di A

}
.

Se 0 < δ′ < δ ogni δ′ ricoprimento di A è anche un δ-ricoprimento di A;
pertanto

Hs
δ (A) ≤ Hs

δ′ .

Definizione 1.19 (misura di Hausdorff s-dimensionale). Si chiama misura
di Hausdorff s-dimensionale di A il numero reale esteso

Hs(A) := lim
δ→0+

Hs
δ (A) = sup

δ>0
Hs

δ (A)

con “esteso” si intende che si può avere Hs(A) = +∞.

2Se n è un intero positivo ωn coincide con il volume della palla unitaria di Rn.
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CAPITOLO 1. DEFINIZIONI E RISULTATI PRELIMINARI.

Osservazione 1.20. Nei casi regolari, ad esempio per curve parametriche
piane C1 (oppure Lipschitziane)

H1 =

∫ b

a

|γ′(t)|dt.
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1.1. NOTAZIONI E DEFINIZIONI

1.1.4 L’integrale di Lebesgue

Si caratterizza l’integrabilità di Riemann di una funzione in termini di ap-
prossimazione per funzioni a gradini. Questa caratterizzazione ci dice che le
funzioni a gradini sono gli “elementi costitutivi” delle funzioni integrabili di
Riemann. Per definire l’integrale di Lebesgue, considereremo una generaliz-
zazione delle funzioni a gradino chiamate “funzioni semplici”. Una funzione
sarà integrabile secondo Lebesgue se può essere approssimata da queste sem-
plici funzioni in qualche modo appropriato. Per iniziare la nostra discussione
sull’integrale di Lebesgue, dobbiamo lavorare con le funzioni misurabili di
Lebesgue non-negative. Notiamo che si permette alle funzioni di assumere il
valore ∞.

L’integrale di Lebesgue di funzioni non-negative

Sia (X,M, µ) uno spazio di misura e sia s : X → [0,+∞) una funzione
semplice, ovvero

s =
k∑

i=1

ciχEi

con ci ≥ 0, i = 1, . . . k,
⋃k

i=1Ei = X e Ei ∩ Ej = ∅ per i ̸= j. Se E ∈ M è
misurabile, si pone per definizione:∫

E

sdµ =
k∑

i=1

ciµ(E ∩ Ei)

dove si considera ciµ(E ∩ Ei) = 0 se ci = 0, anche se µ(E ∩ Ei) = ∞
Sia f : X → [0,∞] misurabile; l’integrale (di Lebesgue) di f su E (rispetto
alla misura µ) è definito da∫

E

fdµ = sup

{∫
E

sdµ : s semplice, 0 ≤ s ≤ f in E

}
Se l’integrale di f è finito, si dice che f è sommabile in E.

Proposizione 1.21. Siano f, g : X → [0,∞] funzioni misurabili ed E,F ∈
M. Allora

(i)
∫
E
fdµ =

∫
X
fχEdµ;

(ii) se f ≤ g in E, si ha
∫
E
fdµ ≤

∫
E
gdµ;

(iii) se E ⊆ F , si ha
∫
E
fdµ ≤

∫
F
fdµ;
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CAPITOLO 1. DEFINIZIONI E RISULTATI PRELIMINARI.

(iv) se f = 0 in E, si ha
∫
E
fdµ = 0;

(v) se µ(E) = 0, si ha
∫
E
fdµ = 0.

Lemma 1.22. Siano E1, · · · , Ek, · · · insiemi misurabili di X, a due a due
disgiunti e tali che E =

⋃∞
k=1Ek Se s è una funzione semplice non negativa,

allora ∫
E

sdµ =
∞∑
k=1

∫
Ek

sdµ

Detto in altri termini, la funzione ϕ : M → [0,+∞] definita da

ϕ(E) =

∫
E

sdµ, E ∈ M

è una misura.

Teorema di Beppo Levi e Lemma di Fatou

Il seguente teorema si può definire come “passaggio al limite sotto il segno
di integrale”

Teorema 1.23. (di convergenza monotona o di Beppo Levi). Sia {fk}k∈N
una successione crescente di funzioni misurabili e non negative su X. Allora∫

X

lim
k→∞

fkdµ = lim
k→∞

∫
X

fkdµ.

Osservazione 1.24. Applicando la (1.21)(i), il teorema si può estendere a
successioni di funzioni misurabili in un insieme misurabile E.

Lemma 1.25. (Lemma di Fatou). Sia {fk}k∈N una successione di funzioni
misurabili e non negative su X. Allora∫

X

lim
k→∞

inf fkdµ ≤ lim
k→∞

inf

∫
X

fkdµ

.

Linearità dell’integrale di funzioni non-negative

Teorema 1.26. Siano f : X → [0,+∞] misurabile e c ≥ 0. Allora∫
X

cfdµ = c

∫
X

fdµ.
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Lemma 1.27. Siano s e t funzioni semplici. Allora:∫
X

(s+ t)dµ =

∫
X

sdµ+

∫
X

tdµ.

Teorema 1.28. Siano f, g : X → [0,∞] funzioni misurabili. Allora∫
X

(f + g)dµ =

∫
X

fdµ+

∫
X

gdµ.

Inoltre, se ogni funzione fk : X → [0,∞], k ∈ N è misurabile, si ha che∫
X

∑
k∈N

fkdµ =
∑
k∈N

∫
X

fkdµ.

Vale anche un risultato del Teorema di Beppo Levi per successioni decrescenti
di funzioni non negative.

Corollario 1.29. Sia {fk}k∈N una successione decrescente di funzioni misu-
rabili e non negative in un insieme misurabile E e sia∫

X

f1(x)dµ < ∞

Allora

lim
k→∞

∫
X

fkdµ =

∫
X

lim
k→∞

fkdµ.

Tutti i risultati dimostrati valgono se le proprietà in gioco sono verificate
quasi ovunque. Ad esempio, se ogni fk : E → [0,∞] è definita quasi ovunque
e la disuguaglianza fk ≤ fk+1, k ∈ N è verificata quasi ovunque, posto

Ek = {x ∈ E : fknon è definito},

Fk = {x ∈ E : fk(x) > fk+1(x)},

si ha che µ(Ek) = µ(Fk) = 0, k ∈ N. Poniamo allora Z =
⋃

k∈N(Ek ∪ Fk) e
risulta che µ(Z) = 0 e che ogni fk è definita in E \ Z ed inoltre fk ≤ fk+1 in
E \ Z.
Per il Teorema 2.21 di passaggio al limite sotto al segno di integrale, si ha∫

E

lim
k→∞

fkdµ =

∫
E\Z

lim
k→∞

fkdµ = lim
k→∞

∫
E\Z

fkdµ = lim
k→∞

∫
E

fkdµ.
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CAPITOLO 1. DEFINIZIONI E RISULTATI PRELIMINARI.

L’integrale di Lebesgue di funzioni sommabili

Sia (X,M, µ) uno spazio di misura e sia f : E → R una funzione misurabile.
Dove abbiamo indicato con R l’insieme R ∪ ±∞. Si dice che f è sommabile
se ∫

X

|f |dµ < ∞

Teorema 1.30. La classe L∞(X) delle funzioni sommabili in X è uno spazio
vettoriale. Inoltre, l’integrale di Lebesgue su X è un’applicazione lineare di
L∞(X) in R

Proposizione 1.31. (Una funzione sommabile e q.o. finita). Sia f : X → R
sommabile. Posto E∞ = x ∈ X : |f(x)| = ∞ risulta che µ(E∞) = 0.

Proposizione 1.32. Sia f : X → R misurabile. Se∫
E

fdµ = 0

per ogni E ∈ M, allora f = 0 q.o. in X.

Il teorema della Convergenza Dominata

Riportiamo adesso un teorema dovuto a Lebesgue che ci sarà molto utile nei
successivi capitoli della tesi e in particolar modo nel capitolo 4 (nei teoremi
di esistenza di minimi per funzioni radiali e per convessi).

Teorema 1.33. (di Lebesgue, della convergenza dominata). Siano fk : X →
R, k ∈ N sommabili. Supponiamo che

(i) per q.o. x ∈ X

f(x) = lim
k→∞

fk(x);

(ii) esiste una funzione g sommabile in tale intervallo tale che |fk(x)| ≤
g(x) per q.o. x ∈ X e per ogni k ∈ N. Allora

lim
k→∞

∫
X

|fk − f |dµ = 0.

In particolar modo

lim
k→∞

∫
X

fkdµ =

∫
X

fdµ.

14
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Corollario 1.34. Siano fk : X → R, k ∈ N, sommabili e tali che∑
n∈N

∫
X

|fk|dµ < ∞.

allora
∑

k∈N fk(x) converge assolutamente per q.o. x ∈ X ad una funzione
sommabile in X e si ha che:∑

k∈N

∫
X

fkdµ =

∫
X

∑
k∈N

fkdµ.

Il teorema di Fubini-Tonelli

Il teorema che segue assieme al Teorema delle sezioni sarà utile ade esem-
pio nella dimostrazione della conservazione della misura del simmetrizzato
secondo Steiner del capitolo 2.

Teorema 1.35. (delle sezioni). Sia E ⊆ Rn × Rm misurabile. Allora, per
quasi ogni x ∈ Rn, l’insieme

Ex = {y ∈ Rm (x, y) in E}

è misurabile. Inoltre la funzione Rn ∋ x 7→ mm(Ex) è misurabile in Rn e
risulta che

mn+m =

∫
Rn

mm(Ex)dx.

Teorema 1.36. (Fubini-Tonelli). Sia f : Rn × Rm → R misurabile.

(i) Se f ≥ 0 allora la funzione y 7→ f(x, y) è misurabile in Rm per q.o.
x ∈ Rn, la funzione x 7→

∫
Rm f(x, y)dy è misurabile in Rn e si ha:∫

Rn

(∫
Rm

f(x, y)dy

)
dx =

∫
Rn×Rm

f(x, y)dxdy. (1.1.4)

(ii) Se f è sommabile, allora la funzione y 7→ f(x, y) è sommabile in Rm

per q.o. x ∈ Rn, la funzione x 7→
∫
Rm f(x, y)dy è sommabile in Rn e

vale anche in questo caso (1.1.4).
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1.1.5 Gli spazi Lp

Per completezza richiamiamo anche alcune definizioni che ci saranno utili nel
seguito della trattazione sugli spazi Lp e sugli spazi di Sobolev W 1,p facendo
riferimento ai testi [45], [46].

Definizione 1.37. Sia 1 ≤ p < ∞ sia Ω un aperto di Rn. Si indica con
Lp(Ω) lo spazio delle funzioni misurabili tali che

∥u∥p =
{∫

|u|p dx

} 1
p

< ∞ (1.1.5)

e con L∞ lo spazio delle funzioni misurabili tali che

|u(x)| ≤ C q.o. x ∈ Ω (1.1.6)

con la norma definita da:

∥u∥∞ = inf{C : |u(x)| ≤ C q.o. x ∈ Ω}. (1.1.7)

Osservazione 1.38. Osserviamo che gli elementi di Lp non sono propriamen-
te funzioni ma classi di equivalenza di funzioni: due funzioni son equivalenti
se differiscono su un insieme di misura nulla.

Teorema 1.39 (Disuguaglianza di Hölder). Siano u ∈ Lp e v ∈ Lq con

1 < p, q < ∞ e
1

p
+

1

q
= 1 allora uv ∈ L1 ed inoltre vale la seguente

disuguaglianza: ∫
Ω

|uv|dx ≤
{∫

|u|pdx
} 1

p
{∫

|v|qdx
} 1

q

. (1.1.8)

Richiamiamo alcune proprietà fondamentali degli spazi Lp cfr. [14], [46].

• Lp(Ω) è uno spazio di Banach munito della norma (1.1.5) se 1 ≤ p <
+∞ e della norma (1.1.7), quando p = +∞

• Se m(Ω) < +∞, allora per 1 ≤ p ≤ r vale che Lr(Ω) ⊂ Lp(Ω), con
inclusione in senso topologico, ovvero che la topologia di Lr(Ω) è più
fine della topologia di Lp(Ω). Dalla disuguaglianza di Hölder segue in
particolare che:

∥u∥p ≤ (m(Ω))
1
p
− 1

r ∥u∥r
dove m(Ω) denota la misura di Lebesgue di Ω.
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• Per 1 ≤ p < +∞, lo spazio C0
0(Ω) delle funzioni continue a supporto

compatto contenuto in Ω, è denso in Lp(Ω) e quindi per ogni u ∈ Lp(Ω)
e τ > 0 esiste g ∈ C0

0(Ω) tale che ∥u− g∥ < τ .

• Per 1 ≤ p < +∞, lo spazio Lp è separabile.

Nozione di convergenza debole in Lp(Ω).

Definizione 1.40. Siano p ∈ (1,+∞) ed Ω ⊂ Rn un insieme misurabi-
le secondo Lebesgue. Diciamo che una successione fn ∈ Lp(Ω) converge
debolmente a f ∈ Lp (e si scrive fn ⇀ f inLp(Ω)), se:∫

Ω

fn(x)g(x)dx →
∫
Ω

f(x)g(x)dx ∀ g ∈ Lq(Ω)

dove,

q :=
p

p− 1
.

Più in generale, dato uno spazio di Banach B, si dice che una successione
un ∈ B converge debolmente a u ∈ B (e si scrive un ⇀ u), se

T (un) → T (u) per ogni T ∈ B′

dove B′ è lo spazio duale di B

1.1.6 Gli spazi di Sobolev W 1,p

Prima di definire gli spazi di Sobolev e per semplicità in dimensione n = 1,
introduciamo il concetto di derivata debole. Sia I un intervallo aperto di R
di estremi a, b e C∞

0 (I) lo spazio delle funzioni indefinitamente derivabili con
supporto compatto contenuto in I.

Definizione 1.41. Data u ∈ L1
loc(I) diremo che v ∈ L1

loc(I) è la derivata
debole di u se ∫ b

a

uφ′dx = −
∫ b

a

vφ, per ogni φ ∈ C∞
0 (I). (1.1.9)

A questo punto possiamo dare la seguente definizione:

Definizione 1.42. Per 1 ≤ p ≤ +∞, indichiamo con W 1,p(I) lo spazio
vettoriale delle funzioni u ∈ Lp(I) con derivata debole in Lp(I). Lo spazio
W 1,p(I) si chiama spazio di Sobolev sull’insieme I.
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Lo spazio W 1,p(I) è uno spazio vettoriale normato con la seguente norma

∥u∥1,p = ∥u∥p + ∥u′∥p (1.1.10)

e dalle proprietà degli spazi Lp(I) segue che:

• Se 1 ≤ p < +∞, W 1,p(I) è uno spazio di Banach.

• Per p = 2, W 1,2(I) è uno spazio di Hilbert con il prodotto scalare:

(u, v)1,2 = (u, v)2 + (u′, v′)2 =

∫ b

a

u′v′dx+

∫ b

a

uvdx

• Per 1 ≤ p < +∞ W 1,p(I) è uno spazio separabile.

Proprietà delle derivate deboli

Teorema 1.43. Derivazione di un prodotto. Siano u, v ∈ W 1,p con 1 ≤ p ≤
+∞ allora uv ∈ W 1,p e

(uv)′ = u′v + uv′.

Inoltre ∫ x

y

u′vdt = u(x)v(x)− u(y)v(y)−
∫ x

y

uv′dt.

Teorema 1.44. Derivata debole di una funzione composta. Sia G ∈ C1(R)
con G(0) = 0 e u ∈ W 1,p. Allora la funzione composta di G e u appartiene
ancora a W 1,p e vale

(G(u(x))′ = G′(u(x))u′(x).

1.2 Lo spazio di Gauss

Lo spazio di Gauss si distingue dallo spazio euclideo per il modo in cui misura
gli insiemi, differenziandosi dall’approccio classico basato sulla misura eucli-
dea degli intervalli in R (dove la misura è data da m[a, b] = b− a). Invece, il
concetto di misura in questo spazio proviene da una definizione alternativa,
più legata ai principi della probabilità o alla misurazione della stessa. Si può
definire la misura di Gauss su Rn come una misura di Borel su uno spazio
euclideo finito dimensionale, avente come σ-algebra gli insiemi di Borel su
Rn (misurabili secondo Lebesgue) e avente come misura di Gauss la misura
di probabilità γn con densità normale standardizzata f data da:

f(x) =
1

(2π)
n
2

e−
∥x∥2

2 .
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1.2. LO SPAZIO DI GAUSS

. Ad esempio la misura di un intervallo [a, b] nello spazio di Gauss (R, γ1) è
quindi:

γ([a, b]) =

∫ b

a

f(x)dx =
1√
2π

∫ b

a

e−
|x|2
2 dx.

In generale dato un insieme boreliano B ⊂ Rn si definisce la misura di Gauss
di B come

γn(B) =

∫
B

f(x)dx =
1

(2π)
n
2

∫
B

e−
∥x∥2

2 dx

dove x ∈ Rn è una variabile (vettore) n-dimensionale ed ∥x∥ è il valore del suo
modulo nello spazio (ovvero la norma euclidea). γn è detta misura canonica
di Gauss su Rn. Si osserva che per la definizione data γn(B) ∈ [0, 1].

Definizione 1.45. Dato un sottoinsieme E di Rn, misurabile secondo Lebe-
sgue, si definisce “volume” di E e si indica con V olume(E) la misura canonica
di Gauss dell’insieme E, ovvero la quantità

V olume(E) = γn(E) =

∫
E

f(x)dx =
1

(2π)
n
2

∫
E

e−
∥x∥2

2 dx. (1.2.1)

Osservazione 1.46. Specializzando la formula in R2 si ottiene:

Area(E) =
1

2π

∫
E

e−
∥x∥2

2 dx.

1.2.1 Il perimetro Gaussiano

Ora e nel proseguo della trattazione considereremo solo insiemi con bordo
sufficientemente regolare per definire il perimetro Gaussiano.

Definizione 1.47. Si definisce insieme con bordo lipschitziano: se per ogni
punto x ∈ E esiste un intorno B tale che ∂E ∩ B coincide con il grafico di
una funzione Lipschitziana di (n− 1) variabili.

Definizione 1.48. Sia E un insieme aperto con bordo lipschitziano. Si
denota con Pγn(E) il perimetro gaussiano definito da:

Pγn(E) =
1

(2π)
n−1
2

∫
∂E

e−
∥x∥2

2 dHn−1(x)

dove Hn−1 è la misura di Hausdorff (n− 1) dimensionale.
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Osservazione 1.49. In particolare se n = 2 il perimetro assume la forma

Pγ2(E) =
1√
2π

∫
∂E

e−
∥x∥2

2 dH1(x).

Esempio importante:
Supponiamo che ∂E sia il supporto di una curva parametrizzata
δ : [a, b] → R2 semplice e chiusa e Lipschitziana allora

H1(δ([0, 1])) =

∫ 1

0

∥δ′(t)∥e−
∥δ(t)∥2

2 dt

1.2.2 Contenuto di Minkowski e disuguaglianza isope-
rimetrica nello spazio di Gauss

Indichiamo con Ar l’insieme ottenuto “ingrassando” A nel seguente modo:

Ar = {x ∈ Rn t.c. dist(x,A) ≤ r} (1.2.2)

dove con “dist(x,A)” si intende la distanza euclidea del generico punto x
dello spazio di Gauss dall’insieme A. Ar rappresenta quindi l’insieme dei
punti di Rn che appartengono ad A o che distano da A meno di r.

Definizione 1.50. Sia A un boreliano di Rn il contenuto di Minkowski
rispetto alla misura di Gauss di A è definito come segue:

γ+
n (∂A)) = lim inf

r→0

1

r
[γn(Ar)− γn(A)]. (1.2.3)

Per fissare le idee scegliamo come direzione sempre ζ = (1, 0, · · · 0) e indi-
chiamo con

H(λ) = {x ∈ Rn : x1 > λ}

un semispazio di Rn.
Vale il seguente teorema:

Teorema 1.51. Sia A un boreliano di Rn ed H un semispazio di Rn tale che
γn(A) ≥ γn(H). Allora

γn(Ar) ≥ γn(Hr). (1.2.4)

Per la dimostrazione si rimanda a [32].
Definiamo la funzione di distribuzione normale Φ : R → R

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

t2

2 dt
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Osserviamo che

γn(H(λ)) = Φ(λ).

Dal teorema (1.51) abbiamo, per ogni boreliano A,

γn(Ar) ≥ Φ(λ− r). (1.2.5)

Se indichiamo con Φ−1 : [0, 1] → R la funzione inversa di Φ, dalla (1.2.5)
segue che per ogni boreliano A ⊂ Rn ed r ≥ 0

Φ−1(γn(Ar)) ≥ Φ−1(γn(A))− r. (1.2.6)

La (1.2.6) è conosciuta come disuguaglianza di Borell e ci fa comprendere che
la disuguaglianza isoperimetrica rispetto alla misura di Gauss è indipendente
dalla dimensione dello spazio. Avendo introdotto il concetto di contenuto di
Minkowski rispetto alla misura di Gauss si può usare la (1.2.4) per legare la
misura gaussiana di un insieme a quella della sua frontiera.

L’equazione (1.2.3) ci consente di riscrivere la 1.2.5: se γn(A) = γn(H) =
Φ(λ), allora

γ+
n (∂A) ≥ γ+

n (∂H). (1.2.7)

Poichè
d

dt
Φ(t) = −(2π)

1
2 e−

t2

2 , il contenuto di Minkowski rispetto alla misura

di Gauss di un semispazio H è

γ+
n (∂H) = lim inf

r→0

1

r
[Φ(λ− r)− Φ(λ)] = (2π)

1
2 e−

λ2

2 , (1.2.8)

quindi la (1.2.7) diventa

γ+
n (∂A) ≥ (2π)

1
2 e

−
Φ−1(γn(A))

2

2 . (1.2.9)

La funzione al secondo membro della (1.2.9) è detta funzione isoperimetrica
rispetto alla misura di Gauss e nell’origine.

Concludiamo questa sezione con una proposizione sul perimetro di Gauss e
quindi sulla disuguaglianza isoperimetrica.

Teorema 1.52. Sia E un insieme misurabile di Rn con frontiera (n − 1)-
rettificabile, allora

Pγn(E) ≥ Pγn(H), (1.2.10)

dove H è un semispazio che ha la stessa misura di Gauss di E.
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1.2.3 Alcuni esempi nel piano di Gauss: il cerchio e la
striscia.

A titolo d’esempio calcoliamo esplicitamente l’area e il perimetro del cerchio
centrato nell’origine e della striscia nel piano di Gauss che ci saranno utili
nel proseguo della trattazione.
Consideriamo l’insieme C = {(x, y) : x2 + y2 ≤ R2} dove con R > 0 si è
indicato il raggio del cerchio. Scriviamo tale insieme in coordinate polari:

C = {(r cos t, r sin t) : r ∈ [0, R], t ∈ [0, 2π]}

Usando la forma del cambio di coordinate per gli integrali doppi, si ha:

Area(C) =

∫∫
C

e−
√

x2+y2

2 dxdy =
1

2π

∫∫
C

e−
r2

2 rdrdt

=
1

2π

∫ 2π

0

dt

∫ R

0

re−
r2

2 dr =
[
−e−

r2

2

]R
0
,

(1.2.11)

e quindi

Area(C) = 1− e−
R2

2 . (1.2.12)

Parametrizziamo ∂C con la curva γ = γ(t) = (R cos t, R sin t) t ∈ [0, 2π].. Il
perimetro gaussiano del cerchio risulta essere uguale a:

Pγ2(C) =
1√
2π

∫ 2π

0

|γ′|e−
γ2

2 dt =
1√
2π

∫ 2π

0

e−
R2

2 Rdt

=
1√
2π

2πe−
R2

2 R =
√
2πRe−

R2

2 .

(1.2.13)

Passiamo ora a calcolare l’area e il perimetro della striscia R2. Dato che γn è
invariante per rotazioni senza perdere di generalità consideriamo una striscia
parallela all’asse delle ascisse. Siano a, b ∈ R con a ≤ b; definiamo

Sa,b =

{
(x, y) ∈ R⊭|x ∈ R, a ≤ y ≤ b

}

Area(Sa,b) =
1

2π

∫
[a,b]×[−∞,∞]

e−
x2+y2

2 dxdy =
1

2π

∫ b

a

dy

∫ ∞

−∞
e−

x2+y2

2
dx =

=
1

2π

∫ b

a

√
2πe−

y2

2
dy =

1√
2π

∫ b

a

e−
y2

2
dy
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1.2. LO SPAZIO DI GAUSS

Figura 1.3: Calcolo del perimetro gaussiano della striscia simmetrica di spes-
sore 2d.

Inoltre possiamo ottenere la misura del semipiano come caso limite della
striscia per b → +∞ di

1√
2π

∫ ∞

a

e−
y2

2
dy

Osservazione 1.53. Si può osservare che se a = −∞ e b = ∞ si ottiene:

1√
2π

∫ ∞

−∞
e

−y2

2 dy = 1

che corrisponde alla misura di Gauss di tutto R2.

Calcoliamo ora il perimetro della striscia. Per semplicità ci limitiamo al caso
simmetrico a = d, b = −d, con d > 0. Facendo riferimento alla figura 1.5.
Consideriamo i punti H e K sulla retta r; la lunghezza del segmento HK
risulta essere uguale a:

1√
2π

∫ K

H

e−
t2+d2

2 dt =
1√
2π

e−
d2

2

∫ K

H

e−
t2

2 dt

Se H → −∞ e K → ∞, la lunghezza della retta r diviene

l(r) =
1√
2π

e−
d2

2

∫ ∞

−∞
e−

t2

2 dt = e−
d2

2

quindi il perimetro gausssiano della striscia simmetrica rispetto all’origine di
“spessore” 2d risulta essere uguale a:

Pγ2(Sd,d) = 2e−
d2

2
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1.2.4 Osservazioni

Utilizzando anche la funzione

erf(x) :=
2√
π

∫ x

0

e−t2dt,

possiamo andare ad esprimere la lunghezza di striscia, cerchio e semipiano
in funzione delle rispettive aree gaussiane come segue .

Dimostreremo che nel caso della striscia simmetrica la lunghezza gaussiana
del bordo è :

l(A) = 2e−[erf
−1(A)]

2

(1.2.14)

Nel caso del cerchio la lunghezza gaussiana del bordo come funzione dell’area
è :

l(A) = 2
√
π
√

− ln(1− A)(1− A). (1.2.15)

Nel caso del semipiano H ⊆ R2, definito nel seguente modo :

H =
{
x ∈ R2, x = (x1, x2) t.c. x2 ≤ h

}
3 (1.2.16)

la lunghezza gaussiana del bordo si esprime in funzione dell’area :

l(A) = e−[erf−1(2A−1)]2 (1.2.17)

Passiamo ora quindi a dimostrare la (1.2.14), la (1.2.15) e la (1.2.17).
Nel caso della striscia simmetrica di spessore 2h si ha:

A(h) =
2√
2π

∫ h

0

e−
y2

2 dy

Ponendo t2 =
y2

2
, dt =

dy√
2

A(h) =
2√
π

∫ h√
2

0

e−t2dt (1.2.18)

= erf

(
h√
2

)
(1.2.19)

3La scelta di H cosi come in (1.2.16) non è restrittiva perchè la misura di Gauss ha
simmetria radiale e quindi è possibile, partendo da un generico sottospazio di R2, riportarsi,
attraverso un opportuno cambio di variabili, nella forma (1.2.16)
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Invertendo la (1.2.19) si ha :

h(A) =
√
2 erf−1(A) (1.2.20)

Ora passiamo a valutare la lunghezza gaussiana l della striscia in funzione

dell’area gaussiana. Sappiamo che l(h) = 2e−
h2

2 , sostituendo al posto di h
l’espressione trovata in (1.2.20) si ottiene che

l(A) = 2e−
[
√
2 erf−1(A)]

2

2

= 2e−[erf−1(A)]
2

.

Nel caso del cerchio l’area e la lunghezza gaussiana come abbiamo già visto
sono uguali a 3.2.2 e 3.2.1.
Passiamo a ricavare h in funzione di A

e−
h2

2 = 1− A (1.2.21)

h =
√
−2 ln(1− A) (1.2.22)

Ora per ricavare la 1.2.15 si sostituisce ad h il valore trovato e si ha che :

l(A) =
√
2π
√

−2 ln(1− A)eln(1−A)

= 2
√
π
√

− ln(1− A)(1− A)

Nel caso del semipiano l’area gaussiana è uguale a

A(h) =
1√
2π

∫ h

−∞
e−

y2

2 dy

=
1√
2π

∫ h√
2

−∞

√
2e−t2dt

=
1√
π

∫ h√
2

−∞
e−t2dt

Scomponendo l’integrale si ha:

A(h) =
1√
π

[∫ 0

−∞
e−t2dt+

∫ h√
2

0

e−t2dt

]

=
1√
π

[√
π

2
+

√
π

2
erf

(
h√
2

)]
.
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possiamo andare a ricavare h in funzione di A

A =
1

2
+

1

2
erf

(
h√
2

)
quindi

2A− 1 = erf

(
h√
2

)
ovvero

h =
√
2 erf−1 (2A− 1) (1.2.23)

Ora passiamo alla lunghezza. La lunghezza gaussiana del semipiano è uguale
a:

l(h) = e−
h2

2 ,

sostituendo ad h l’espressione trovata in (1.2.23) si ha che

l(A) = e−[erf−1(2A−1)]2 (1.2.24)

Osservazione 1.54. Si può osservare dal grafico di figura 1.4 che ad area
gaussiana fissata il semipiano ha sempre perimetro minimo il che va d’accordo
con la risoluzione del problema isoperimetrico nello spazio di Gauss che sarà
trattato ampiamente nella sezione 2.3 della presente tesi.
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Figura 1.4: Grafico del perimetro di striscia simmetrica, semipiano e cerchio
in funzione della rispettiva area
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1.3 Insiemi stellati e funzione radiale

In questo paragrafo consideriamo sottoinsiemi stellati rispetto all’origine, del-
lo spazio Rn con la misura γn, e dimostriamo due formule che permettono
di calcolare area e perimetro gaussiani di questi insiemi in termini della loro
funzione radiale.

Definizione 1.55. Sia Ω ⊆ Rn non vuoto . Diciamo che Ω è stellato se esiste
un x0 ∈ Ω tale che per ogni x ∈ Ω il segmento di estremi x0 e x è contenuto
in Ω (cioè se ∀t ∈ [0, 1] : x0 + t(x − x0) ∈ Ω). In tal caso si dice che Ω è
stellato rispetto a x0.

Figura 1.5: Insieme stellato. r(t) rappresenta la lunghezza del segmento di
estremi l’origine e il punto sul bordo di Ω

Esempi:
Ogni palla Br(x0) di centro x0 e raggio r > 0 in Rn è considerata un insieme
stellato rispetto a x0. Questo perchè per qualsiasi punto x all’interno della
palla, è possibile tracciare un segmento che connette x al centro x0 della palla,
e questo segmento è completamente contenuto nella palla stessa. In effetti,
qualsiasi punto all’interno della palla può essere collegato a qualsiasi altro
punto della palla attraverso un segmento che rimane interamente all’interno
della palla. Questo attribuisce all’insieme una caratteristica “stellata”.
Ogni insieme convesso è stellato rispetto a ogni suo punto.
D’altra parte non tutti gli insiemi sono stellati; ad esempio una corona cir-
colare non è un insieme stellato. Questo perché se si prendono due punti x
e y sulla corona circolare che sono simmetrici rispetto al centro, il segmen-
to che li congiunge attraversa l’esterno della corona circolare, quindi non è
interamente contenuto all’interno dell’insieme.
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Definizione 1.56. Sia Ω un insieme stellato rispetto all’origine. Si definisce
funzione radiale rΩ, la funzione

rΩ : Sn−1 → R

definita da
rΩ(u) = sup{r ≥ 0 | r · u ∈ Ω}

Osservazione 1.57. Per n = 2 si identifica S1 con [0, 2π] e quindi la defini-
zione di funzione radiale rΩ : [0, 2π] → R+diventa:

rΩ(t) = sup{r ≥ 0 | (r · cos(t), r · sin(t)) ∈ Ω}, ∀t ∈ [0, 2π].

1.3.1 Area e Perimetro Gaussiani di insiemi stellati
piani

Sia Ω ⊆ R2 un insieme stellato rispetto all’origine e sia rΩ la sua funzione
radiale, rΩ : [0, 2π] → R+. Supponiamo che r sia strettamente positiva e che
sia Lipschitziana in [0, 2π]. In particolare per il Teorema di Rademacher che
verrà ricordato nel paragrafo (1.6.4) la derivata di r, r′(t), è definita q.o. in
[0, 2π] ed è limitata. Supponiamo inoltre che Ω sia chiuso. Dunque Ω può
essere scritto nella forma

Ω = {(ϱ · cos(t), ϱ · sin(t))| t ∈ [0, 2π], 0 ≤ ϱ ≤ rΩ(t)},

Area(Ω) =

∫
Ω

e−
(x2+y2)

2 dxdy.

Passando a coordinate polari

x = ϱ · cos(t), y = ϱ · sin(t),

otteniamo

Area(Ω) =

∫ 2π

0

∫ r(t)

0

e−
ϱ2

2 ϱ dϱdt =
1

2π

∫ 2π

0

(
1− e−

r(t)2

2

)
dt

Nelle ipotesi precedenti ∂Ω è il supporto di γ, dove γ(t) = (r(t) · cos(t), r(t) ·
sin(t)) con t ∈ [0, 2π]. Allora

||γ′(t)|| =
√
r2(t) + r′2(t).

Il perimetro gaussiano di Ω è quindi

Pγ2(Ω) =
1√
2π

∫ 2π

0

√
r2(t) + r′2(t)e−

r(t)2

2 dt.
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Se l’insieme Ω è inoltre simmetrico rispetto all’origine come in figura 1.5 si
ha:

Area(Ω) =
2

cA

∫ π

0

(
1− e−

r(t)2

2

)
dt

e

Pγ2(Ω) =
2

cP

∫ π

0

√
r2(t) + r′2(t)e−

r(t)2

2 dt.

1.4 Funzione supporto di insiemi convessi

Facendo riferimento al testo di Schneider andiamo a definire cosa si intende
per funzione supporto di un insieme convesso. Sia K ∈ Kn si definisce la
funzione supporto HK : Rn → R

HK(x) = sup
y∈K

(x, y)

(vedi fig. 1.6 pagina seguente).

1.4.1 Iperpiano di supporto

Un iperpiano di supporto H di un insieme K nello spazio euclideo Rn è un
iperpiano che possiede le seguenti due proprietà:

1. K è interamente contenuto in uno dei due semi-spazi limitati dall’iper-
piano.

2. K ha almeno un punto sull’iperpiano, ovvero K ∩H ̸= ∅

Osservazione 1.58. La funzione supporto di insiemi convessi descrive la
distanza (con segno) del piano di supporto di K dall’origine, in funzione
della normale al piano di supporto (che punta esternamente a K).

1.5 Distanza di Hausdorff

Dato uno spazio metrico X e due sottoinsiemi A,B ⊆ X definiamo alcune
quantità che ci serviranno per definire la distanza di Hausdorff. Si dice
distanza di un punto dall’insieme A la quantità

d(x,A) := inf
y∈A

d(x, y).

Si definisce inoltre eccedenza di A su B la quantità
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Figura 1.6: Funzione Supporto.
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e(A,B) := sup
x∈A

d(x,B).

Definiamo a questo punto la distanza di Hausdorff tra A e B la quantità

distH(A,B) := max{e(A,B), e(B,A)}

SeX = Rn, il dominio naturale per questa metrica è l’insieme Cn degli insiemi
compatti non vuoti di Rn.
Nel caso particolare di insiemi convessi vale una relazione che lega la distanza
di Hausdorff alla funzione supporto di un convesso:

distH(A,B) = sup
x∈Sn−1

∥HA(x)−HB(x)∥

Enunciamo senza dimostrare il Teorema di Selezione di Blaschke (per una
dimostrazione si rimanda a [61]).

Teorema 1.59. (Selezione di Blaschke) Se Ki, i ∈ N è una successione di
corpi convessi equilimitata, ovvero esiste R > 0 tale che

Ki ⊆ B(0, R), ∀i (1.5.1)

allora esiste una sottosuccessione Kij→j→∞K nella distanza di Hausdorff con
K corpo convesso.

1.6 Alcuni concetti di Calcolo delle Variazio-

ni

In questa sezione, prima ricordiamo alcuni concetti propri del calcolo delle
variazioni, la variazione prima di un funzionale e successivamente il lemma
fondamentale del calcolo delle variazioni. Questi rimandi sono necessari per
derivare quella che poi verrà chiamata nel successivo paragrafo l’equazione
di Eulero-Lagrange per un problema isoperimetrico.

1.6.1 Problemi variazionali unidimensionali

Inizialmente è dato un funzionale della forma:

F (y) =

∫ x1

x0

f(x, y, y′)dx, (1.6.1)
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dove y soddisfa le condizioni al bordo

y(x0) = y0, y(x1) = y1.

Il problema fondamentale del Calcolo delle Variazioni consiste nell’individua-
re la funzione y(x) con i valori al contorno assegnati in modo che il funzionale
F (y) assuma un valore estremo (minimo o massimo). A tale scopo si può
introdurre il concetto di variazione prima di un funzionale.

1.6.2 La variazione prima di un funzionale

Dato il funzionale (1.6.1) si supponga di variare la funzione y(x) ad estremi
fissi cioè di sostituire alla funzione y(x) quella variata y(x) + δy(x)

y(x) → y(x) + δy(x)

dove δy(x) è una qualsiasi funzione C∞
0 nell intervallo [x0, x1]. Generalmente

la variazione di y(x) viene espressa nella forma

δy(x) = εφ(x) (1.6.2)

con ϵ costante reale arbitraria e φ(x) di classe C∞
0 in [x0, x1]. Il valore assunto

dal funzionale 1.6.1 in corrispondenza della funzione variata risulta quindi

F (y + δy) =

∫ x1

x0

f(x, y(x) + εφ(x), y′(x) + εφ′(x))dx (1.6.3)

e per ogni y(x) e φ(x) assegnate si può intendere come una funzione reale della
variabile reale ε. Nel caso in cui y(x) costituisca un estremo del funzionale,
deve necessariamente risultare:(

d

dε
F (y + εφ)

)
ε=0

= 0 (1.6.4)

deve cioè annullarsi la variazione prima del funzionale in y(x).

1.6.3 Il lemma Fondamentale del Calcolo delle Varia-
zioni

Prima di enunciare e dimostrare il lemma Fondamentale del Calcolo delle
Variazioni diamo alcune definizioni ed un lemma:

Definizione 1.60. Una funzione ϕ ∈ C∞
0 (Rn) si dice mollificatore o nucleo

regolarizzante se soddisfa le seguenti proprietà:
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• ϕ(x) ≥ 0

• Supp ϕ ⊂ B1
4 dove B1 = {x : ∥x∥ < 1},

•
∫
Rn ϕ(x) = 1

Definizione 1.61. Assegnata f ∈ L1
loc, si chiama ε-regolarizzata di f la

funzione

fε(x) =

∫
f(y)ϕε(x− y)dy =

∫
f(x− z)ϕε(z)dz

dove ϕε(z) =
1

εn
ϕ
(z
ε

)
. Si ha quindi che:

fε(x) = f ∗ ϕε = ϕε ∗ f,

dove ∗ indica la convoluzione di funzioni.

Enunciamo senza dimostrare il seguente Lemma sulle regolarizzate delle fun-
zioni di classe Lp.

Lemma 1.62. Sia f ∈ Lp(Rn) con 1 ≤ p ≤ +∞. Allora vale:

∥fε∥p ≤ ∥f∥p

.

Teorema 1.63 (Lemma Fondamentale del Calcolo delle Variazioni). Sia, Ω
un aperto di Rn e f ∈ L1(Ω) tale che per ogni g ∈ C∞

0 (Ω)∫
Ω

f(x)g(x)dx = 0,

allora f(x) = 0 q.o. in Ω.

Dimostrazione. Assegnata g ∈ L∞(Rn) una funzione con supporto compatto
contenuto in Ω proviamo che vale∫

Ω

fgdx = 0.

Sia gε ∈ C∞
0 e per ε sufficientemente piccolo risulta Supp gε ⊂ Ω. Dall’ipotesi

segue quindi che ∫
Ω

gεfdx = 0.

4supp f è definito come il più piccolo chiuso che contiene i punti in cui f non si annulla.
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Poichè gε converge a g in L1, esiste una sottosuccessione, che indichiamo
ancora con gε che converge a g quasi ovunque in Ω. Inoltre, per il Lemma
(1.62) si ha

|f(x)gε(x)| ≤ ∥gε∥∞|f(x)| ≤ |f(x)|∥g∥∞.

Si può applicare il teorema della convergenza dominata e quindi dal passaggio
al limite sotto il segno di integrale, si ottiene:∫

Ω

gfdx = 0.

Assegnato un compatto K, definiamo la seguente funzione in L∞

g(x) =

{
signf(x) x ∈ K

0 x ∈ Ω\K.

Da quanto provato precedentemente si ha per questa scelta di g:∫
K

|f |dx = 0

e quindi f(x) = 0 quasi ovunque in K. Dall’arbitrarietà di K, segue f(x) = 0
quasi ovunque in Ω.

1.6.4 Il teorema di Rademacher

Per poter enunciare il teorema di Rademacher diamo prima alcuni risultati
sulle funzioni a variazione limitata che per uno studio più accurato e per una
dimostrazione del teorema possiamo ritrovare in [2]. Sia S([a, b]) l’insieme
delle suddivisioni σ di un intervallo chiuso [a, b] ⊂ R; si scriverà σ = {a =
x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b} per qualche n ∈ N .

Definizione 1.64. Sia f : [a, b] → R Si definisce variazione totale di f la
quantità

V[a,b](f) = sup
σ∈S

∑
xi∈σ

|f(xi)− f(xi−1)|. (1.6.5)

Se V (f) < ∞ si dirà che f è a variazione totale limitata e si scriverà
f ∈ BV ([a, b]), ovvero BV ([a, b]) indica lo spazio delle funzioni a variazione
limitata in [a, b].

Proposizione 1.65. Sia f : [a, b] → R una funzione Lipschitziana, allora
f ∈ BV ([a, b]).
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Dimostrazione. La funzione f è Lipschitziana, si ha quindi:

|f(x)− f(y)| ≤ Lip(f)|x− y| ∀x, y ∈ [a, b]

Comunque sia presa una suddivisione σ ∈ S([a, b]) si ha :∑
xi∈σ

|f(xi)− f(xi−1)| ≤
∑
xi∈σ

Lip(f)|xi − xi−1| ≤ Lip(f)|b− a|

quindi
V (f) ≤ Lip(f)|b− a| < ∞.

Ricordiamo ora alcune proprietà delle funzioni a variazione limitata che si
possono rintracciare in [2], [35].

(i) L’insieme delle funzioni a variazione limitata su un intervallo [a, b] è
uno spazio vettoriale.

(ii) Se f e g sono a variazione limitata in [a, b] anche fg è a variazione
limitata; se inoltre |g| ≥ µ con µ costante positiva anche f/g è a
variazione limitata.

(iii) Se f è a variazione limitata in [a, b] e c ∈ [a, b] si ha che:

V[a,b](f) = V[a,c](f) + V[c,b](f).

Possiamo ora definire

[t]+ = max(t, 0) [t]− = max(−t, 0) t ∈ R.

La variazione positiva e la variazione negativa di f in [a, b] sono definite da

P[a,b](f) = sup{
n∑

i=1

[f(xi − f(xi−1)]
+ : a = x0 < x1 · · · < xn = b},

e

N[a,b](f) = sup{
n∑

i=1

[f(xi − f(xi−1)]
− : a = x0 < x1 · · · < xn = b}.

valgono le formule:

V[a,b](f) = P[a,b](f) +N[a,b](f), e f(b)− f(a) = P[a,b](f)−N[a,b](f).

Dalla seconda formula segue la decomposizione di Jordan di una funzione a
variazione limitata contenuta nella proposizione seguente.
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Proposizione 1.66 (Jordan). Sia f : [a, b] → R una funzione a variazione
limitata. Allora

f(x) = f(a) + P[a,x](f)−N[a,x](f), x ∈ [a, b].

In particolare, osservando che P[a,x] e N[a,x] sono funzioni crescenti di x, ab-
biamo che ogni funzione a variazione limitata è differenza di due funzioni
crescenti.

Ora segue il teorema di Lebesgue sulla derivabilità quasi ovunque di funzioni
a variazione limitata che in questa tesi ci limitiamo ad enunciare.

Teorema 1.67 (di Lebesgue). Ogni funzione a variazione limitata ha quasi
ovunque derivata finita.

Teorema 1.68. Ogni funzione f : [a, b] → R lipschitziana è differenziabile
quasi ovunque.

Dimostrazione. Dato che il Teorema di Lebesgue vale per funzioni BV, uti-
lizziamo la proposizione (1.65) per arrivare alla tesi.

La prima estensione naturale del teorema (1.68) di differenziabilità di funzioni
lipschitziane sta nel considerare il caso in più dimensioni.

Teorema 1.69 (di Rademacher). Sia U ⊂ Rn un aperto, f : U → Rm una
funzione lipschitziana. Allora f è quasi ovunque differenziabile.
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Capitolo 2
Introduzione al problema
isoperimetrico

“A quelli che non conoscono la matematica è difficile percepire, come una
sensazione reale, la bellezza; la profonda bellezza della Natura. Se volete

conoscere la Natura, apprezzarla, è necessario comprendere il linguaggio che
essa parla.”

Richard Feynman

2.1 Presentazione del contenuto del capitolo.

Il secondo capitolo approfondisce il problema isoperimetrico passando in vari
spazi e in varie dimensioni. Si comincia esaminando il caso bidimensionale,
con una panoramica storica delle varie soluzioni proposte nel corso del tem-
po, tra cui quelle proposte da Steiner [63], [64], [65], [66] e la dimostrazione
finale di Edler [9]. Questo permette di gettare le basi concettuali necessa-
rie per comprendere la complessità del problema e le sue implicazioni. Si
giunge cos̀ı al problema isoperimetrico per i poligoni, introducendo il proble-
ma di Didone, e giungendo infine alla disuguaglianza di Wirtinger. Questo
percorso porta a una serie di sviluppi concettuali che conducono alla dimo-
strazione analitica nel piano. Per maggiori approfondimenti si rimanda a [68].
Per passare ad un contesto più generale, si accenna alla dimostrazione del
teorema isoperimetrico in dimensioni superiori (n ≥ 3). Questa estensione
diventa cruciale per comprendere il problema in modo più ampio e per appli-
cazioni più avanzate. La terza sezione del capitolo si focalizza sul problema
isoperimetrico nello spazio di Gauss [28], [29], [32], [43]. Qui, il lemma di
Poincaré emerge come uno strumento per affrontare la questione. Si procede
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quindi con la disuguaglianza isoperimetrica sulla sfera (Sn−1) e viene pre-
sentata la dimostrazione del teorema nello spazio di Gauss, con particolare
attenzione a quella proposta da Borell. Questa sezione delinea un’importan-
te estensione del problema isoperimetrico in uno spazio più generale e offre
approfondimenti su tecniche e risultati specifici. Infine, a conclusione del ca-
pitolo, viene esaminata una dimostrazione analitico funzionale sviluppata da
Bobkov, che sfrutta il cubo discreto. [10,32]. Questo approccio offre una pro-
spettiva aggiuntiva e mostra come diverse metodologie possano convergere
verso la soluzione del problema isoperimetrico, evidenziando la sua ricchezza
concettuale e la sua rilevanza in diverse aree della matematica.

2.2 Il teorema isoperimetrico in R2

Teorema 2.1. (Teorema isoperimetrico)
Tra tutte le figure piane di dato perimetro, il cerchio ha l’area massima .

Se indichiamo dunque con A l’area e con L il perimetro di una data figura il
teorema può essere sintetizzato, nella seguente diseguaglianza:

L2 ≥ 4πA (2.2.1)

classica diseguaglianza isoperimetrica e l’uguaglianza si verifica se e solo se
la figura è un cerchio.
Il precedente teorema può essere considerato il prototipo dei problemi iso-
perimetrici. Nella presente sezione si cercherà di ripercorrere, per quanto
possibile in maniera fedele, lo sviluppo del pensiero matematico, insieme agli
sforzi che hanno accompagnato tale teorema. D’altro canto, come vedremo,
la storia della sua dimostrazione inizia con gli antichi Greci, i quali ovviamen-
te ignoravano il significato di curva di Jordan, di curva chiusa rettificabile,
di insieme semplicemente connesso, ecc. concetti indispensabili per defini-
re il termine figura. Iniziamo quindi, alla luce di quanto appena osservato,
a ripercorrere le fasi più importanti di carattere storico ed elementare, che
hanno accompagnato lo studio della diseguaglianza isoperimetrica puntando
maggiormente l’attenzione sulla descrizione delle tecniche dimostrative più
che su dimostrazione matematicamente rigorosa del teorema isoperimetrico,
la quale verrà affrontata nelle prossime sezioni.
Nicholas Kazarinoff ( [37] pag.36) afferma che già Archimede (287-212 a.C.)
conosceva l’enunciato del teorema precedentemente esposto e che Zenodo-
ro nel 180 a.C. scrisse un libro dal titolo “Sulle figure isoperimetriche” del
quale però non ci è pervenuta alcuna copia; i risultati comunque furono de-
scritti e dimostrati di nuovo da Pappo di Alesssandria (300 d.C) nel libro V
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della sua Collezione (Zenodori Commentarius de Figurius isoperimetricis,
Mathematicae Collectiones III vol, pag 1189 Berlino 1878).
Dopo il lavoro dei geometri greci nell’antichità furono fatti pochi progressi
fino all’epoca dello svizzero Simon Lhuilier (1750-1840), e successivamente
Jakob Steiner (1796-1863) anche lui svizzero. I metodi introdotti da Lhuilier
e Steiner nelle loro ricerche (come l’uso dell’approssimazione successiva, la
simmetrizzazione ed il metodo degli snodi) hanno avuto un notevole impatto
sulla matematica del loro tempo e sono ancora oggi utilizzati. Si può notare
che i metodi di Steiner erano prevalentemente di natura geometrica, piuttosto
che basati su tecniche algebriche o analitiche. Erano metodi sintetici, il che
significa che coinvolgevano le proprietà geometriche delle figure senza far
ricorso a teoremi di algebra o calcolo nè all’utilizzo dei metodi della geometria
analitica.
Lo sviluppo dell’Analisi Matematica, in particolare del Calcolo delle Varia-
zioni, fu influenzato in modo significativo dal lavoro di Steiner e da un errore
nella sua dimostrazione del teorema isoperimetrico. Questo errore fu succes-
sivamente identificato e corretto da Karl Weierstrass, matematico tedesco del
XIX secolo, ed era legato alla questione dell’esistenza di una figura di area
massimale a parità di perimetro, un aspetto che Steiner non aveva conside-
rato. Quando si legge il teorema isoperimetrico, si tende intuitivamente a
supporre l’esistenza di una figura con l’area massima possibile. La dimostra-
zione di questo teorema coinvolge l’uso di iterazioni di processi simili (come
fatto da Steiner con la sua simmetrizzazione) e richiede, come Weierstrass
aveva notato, argomenti di convergenza che Steiner non aveva trattato nella
sua dimostrazione. Le tecniche sviluppate da Steiner si basavano su un prin-
cipio fondamentale: se E è una figura piana con l’area massima possibile,
e non è un cerchio, allora è possibile determinare una seconda figura F con
lo stesso perimetro di E ma con un’area maggiore. Questo fatto suggerisce
chiaramente che, a meno che la figura non sia un cerchio, essa non può mas-
simizzare l’area quando il perimetro è fissato.
Per risolvere questa critica corretta mossa da Weierstrass, oggi viene uti-
lizzato il cosiddetto “principio di selezione di Blaschke”. Questo principio
dimostra l’esistenza di una figura di area massima utilizzando un teorema di
compattezza applicato alla classe delle figure convesse. In questo modo, si è
in grado di affrontare in modo più rigoroso la questione dell’esistenza di una
figura con l’area massima possibile, superando l’errore nella dimostrazione
originale di Steiner.
Jakob Steiner elaborò il suo lavoro sui problemi isoperimetrici in due distinte
fasi.
Nel 1836 presentò un lavoro dal titolo Einfache Beweise der isoperimetri-
schen Hauptsätze [Semplici prove fondamentali della isoperimetria] e poi nel
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Figura 2.1: Jakob Steiner 18 Marzo 1796 – 1 Aprile 1863

1841 all’Accademia di Parigi presentò Über Maximum and minimum bei den
Figuren in der Ebene, auf der Kugelfläche und im Raume überhaupt [Sul
massimo e minimo nelle figure sul piano, sulla superficie sferica e nello spazio
in genere]. Nella prima parte di questo lavoro Steiner introduce il metodo
degli snodi che può essere utilizzato per risolvere ad esempio (data l’esistenza
di una figura massimale) il già citato Problema di Didone (cfr. introduzio-
ne). Steiner rifiutava qualsiasi ragionamento che fosse puramente analitico
e diffidava dei calcoli algebrici. Si impegnava a continuare la tradizione dei
matematici greci, utilizzando solo argomenti geometrici sintetici. Veniva per
questo considerato il più grande geometra dai tempi di Apollonio.

Nella timeline riportata nella (figura 2.2) abbiamo rappresentato i periodi
storici dall’Ellenismo fino all’Ottocento, includendo alcune figure di mate-
matici e matematiche importanti. Questo è stato fatto al fine di fornire
un’idea approssimativa sia dell’evoluzione storica menzionata sopra, sia della
collocazione temporale delle personalità più strettamente legate al problema
isoperimetrico. È interessante notare che l’interesse moderno per i proble-
mi isoperimetrici è emerso solo contemporaneamente alla nascita del calcolo
delle variazioni con i fratelli Bernoulli alla fine del 1600.1. Inoltre, la pri-

1Nel corso del 1700 il calcolo delle variazioni ricevette un grande impulso grazie ai lavori
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ma trattazione geometrica moderna del classico problema isoperimetrico nel
piano risale solo al 1842, grazie al lavoro di Jacob Steiner.

Nella timeline, ci sono alcune date significative. Nel caso di Archimede e
di Ipazia, le date indicate sono le loro morti, considerate eventi emblematici
di passaggi storici particolarmente rilevanti. Per gli altri personaggi, è stata
scelta una data corrispondente a un’opera importante da loro realizzata. Nel
1120, Adelardo di Bath ha pubblicato la prima edizione latina degli Elementi
di Euclide, tradotti da una fonte araba. Nel 1202, Fibonacci ha scritto il
Liber Abaci. Nel 1543, Copernico ha pubblicato il celebre trattato [23]. Nel
1632, Galileo ha pubblicato il Dialogo sopra i due massimi sistemi del mondo,
mentre nel 1687, Newton ha pubblicato i Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica. Nel 1697, Johann Bernoulli ha formulato il problema della
brachistocrona. In una memoria del 1738, Euler ha posto le basi del moderno
calcolo delle variazioni2, basandosi sulle ricerche dei fratelli Bernoulli. Infine,
nel 1842, Steiner ha pubblicato la sua soluzione 3 del problema isoperimetrico
nel piano in [63], dando inizio ai moderni metodi geometrici per affrontare
questo tipo di problemi (tra cui una tecnica di simmetrizzazione fondamentale
che oggi porta il suo nome, come già accennato).

2.2.1 Le soluzioni di Steiner per il problema isoperi-
metrico

Steiner cercò di “risolvere il problema isoperimetrico”, sottovalutando l’ipo-
tesi di esistenza della figura massimizzante che rappresenta la soluzione del
problema isoperimetrico andando ad eliminare tutte le figure che non avreb-
bero soddisfatto l’ipotesi di area massima. Tutto ciò è stato messo in dubbio
da Dirichlet soprattutto non solo per i concetti espressi (i.e. curva, conti-
nuità) ma per il procedimento adottato. Analizzando la dimostrazione di
Steiner, tenendo conto comunque che con l’ipotesi di esistenza della figura
massimizzante sarebbe stata più completa, consideriamo il problema isope-
rimetrico: data una lunghezza L > 0, tra tutte le curve piane chiuse γ di
lunghezza L, trovare quella che racchiude l’area maggiore.

La dimostrazione può essere descritta in tre fasi importanti:

i) La regione A racchiusa dalla curva γ deve essere convessa.

di Lagrange ed Euler.
2Euler dimostra in particolare la condizione necessaria di ottimalità, oggi nota come

Equazione di Eulero-Lagrange
3La dimostrazione di Steiner come vedremo, non è del tutto rigorosa in quanto suppone

implicitamente l’esistenza di figure ottimali.
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Figura 2.2: Timeline che riporta alcune date significative per inquadrare il
problema isoperimetrico.
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Dimostrazione. Supponiamo che A non sia convessa. Allora esistono
due punti sulla curva γ tali che il segmento che li unisce è esterno ad
A.

Eseguiamo allora una semplice operazione: ribaltiamo la parte di curva
che si trova tra il segmento e A, trasformandola in una figura con
sporgenze anziché rientranze. Otteniamo cos̀ı una nuova figura A′ che
ha lo stesso perimetro di A ma area maggiore. Questa operazione
geometrica consiste nel considerare l’involucro convesso della curva, cioè
una figura convessa che racchiude completamente la curva γ. Siccome
stiamo modificando la forma originale per ottenere una figura convessa,
l’area di A′ sarà maggiore di quella di A, mantenendo la lunghezza L
della curva invariata.

Di conseguenza, se A non fosse la regione ottimale, avrebbe un’area
minore rispetto a A′, che è convessa. Pertanto, possiamo concludere
che la regione ottimale deve necessariamente essere convessa.

Figura 2.3: Manovra di ribaltamento

Osservazione 2.2. Si può notare che il procedimento seguito da Stei-
ner è in parte inesatto quando si tratta di ribaltare il segmento. In-
fatti, non disponiamo di alcuna informazione sui due punti sulla curva
γ che rappresentano gli estremi del segmento. Questi potrebbero es-
sere dei punti tali che, sia impossibile determinare con certezza un
segmento delimitato da essi. Per rendere il ragionamento più rigoro-
so, sarebbe necessario aggiungere alcune supposizioni sulla continuità
della curva, cosa che però Steiner non considerava, concentrandosi solo
sulla costruzione geometrica senza fornire alcuna precisazione di tipo
analitico.
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ii) La soluzione del problema isoperimetrico è ottenuta raddop-
piando la figura che risolve il problema di Didone

Riformuliamo in termini più rigorosi il problema di Didone già citato
nell’introduzione.

Problema di Didone: data una retta r e assegnata una lunghezza
L > 0 tra tutte le curve piane che hanno entrambi gli estremi sulla
retta r, trovare quella che racchiude l’area massima.

Consideriamo un insieme D che risolve il problema di Didone per una
lunghezza data L

2
. Possiamo supporre che D sia interamente contenuto

in uno in uno dei due semipiani determinati da r. Ora, creiamo una
nuova figura ribaltando D rispetto a r e unendo D con la sua copia
ribaltata. Questa nuova figura, che chiamiamo I, avrà perimetro uguale
a L e area doppia rispetto a quella di D. I è la soluzione del problema
isoperimetrico.

Figura 2.4: Ribaltamento Problema di Didone

Dimostrazione. Per dimostrare ciò, supponiamo per assurdo che I non
sia la soluzione del problema isoperimetrico, ma piuttosto che una re-
gione I ′ con perimetro assegnato L lo sia. Per definizione del problema
isoperimetrico, I ′ dovrebbe avere un’area maggiore di I. Ora, prendia-
mo due punti P e Q sulla curva γ′, che è il bordo della regione I ′, in
modo che dividano γ′ in due archi di lunghezza L

2
, e consideriamo il

segmento PQ.

Poiché la regione I ′ è convessa, il segmento PQ sarà completamente
contenuto in I ′ e dividerà la regione I ′ in sottoregioni, di cui una avrà
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un’area maggiore o uguale all’altra. Chiamiamo D′ quella con l’area
più grande.

Dato che I ′ ha un’area maggiore di I, allora D′ avrà un’area maggiore
di D. Questo è in contraddizione col fatto che D sia la soluzione del
problema di Didone. Quindi, possiamo concludere che se D è la solu-
zione del problema di Didone, allora I sarà la soluzione del problema
isoperimetrico.

iii) La soluzione del problema di Didone è una semicirconferenza,
quindi quella del problema isoperimetrico è un cerchio

Per dimostrare che γ è una semicirconferenza, useremo la seguente
proprietà dei triangoli. Proprietà Ogni triangolo inscritto in una
circonferenza è rettangolo

Dobbiamo allora mostrare che, qualunque sia il punto M preso sulla
curva γ , l’angolo PMQ è retto dove P e Q indicano gli estremi di γ
che si trovano sulla retta r .

Dimostrazione. Partendo dalla soluzione al problema di Didone, pren-
diamo in considerazione un puntoM situato sulla curva γ e applichiamo
la “manovra di Steiner”. Visualizziamo un triangolo PMQ collegato
alla curva γ in M come se fosse una cerniera. In questo modo, possia-
mo modificare l’angolo in M e dividere la curva γ in due archi distinti
(vedi fig. 2.5)

Figura 2.5: Manovra di Steiner

Mediante l’operazione nota come “manovra di Steiner”, procediamo
ad espandere o a restringere l’angolo in M . È importante notare che,
durante questo processo, la lunghezza complessiva della curva rimane
costante, ma l’area del triangolo PMQ varia. Dimostreremo ora che
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l’area del triangolo PMQ è massima quando l’angolo in M è un angolo
retto. Immaginiamo di fissare le lunghezze di due lati del triangolo
(senza perdita di generalità, possiamo assumere che uno dei due sia
la base PM) e variare l’angolo compreso tra di essi (come mostrato
nella figura 2.6). Quando questo angolo è un angolo retto, l’altezza
del triangolo è massima. Siccome l’area di un triangolo è direttamente
proporzionale sia alla base che all’altezza, e dato che abbiamo fissato
la base, l’altezza massima determinerà l’area massima.

Osservazione 2.3. C’è una sottile imprecisione tecnica nella manovra di
Steiner. Steiner non considera i casi in cui M si trova esattamente su
uno dei punti estremi del segmento PQ o, in generale, quando M appar-
tiene al segmento PQ. In tali situazioni, il triangolo diventerebbe degene-
re, si trasformerebbe in un segmento e la dimostrazione perderebbe il suo
significato.

Considerazioni
Fin dai tempi di Cartesio, era stato un obiettivo ridurre la risoluzione di
problemi geometrici al calcolo algebrico, in modo che il metodo di soluzione
fosse meccanico e generale. Ci sono stati comunque nel diciannovesimo secolo
matematici che si sono battuti per la geometria, fra cui Steiner. Steiner ha
fornito cinque dimostrazioni del teorema isoperimetrico, lasciando come detto
precedentemente un punto aperto all’attacco: tutte le prove presuppongono
l’esistenza di una soluzione (la sua strategia è sempre quella di prendere una
figura che non è un cerchio e mostrare che la sua area può essere migliora-
ta mantenendo invariato il perimetro). L’analista può avvertire la presenza
di un’ipotesi di esistenza anche a miglia di distanza e molti autori, ancora
oggi sottolineano che tale esistenza non è banale. Perron (1880-1975), per
esempio, in un articolo [56] pubblicato nel 1913, afferma che utilizzando un
argomento con uno schema simile a quello di Steiner si può dimostrare che

Figura 2.6: Variazione dell’area del triangolo al variare dell’angolo in M
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1 è il più grande dei numeri naturali, perche se assumiamo che esista un
numero naturale che è il più grande e prendiamo un numero naturale diverso
da 1, possiamo trovarne uno maggiore semplicemente elevando al quadrato.
Pertanto, 1 è il più grande numero naturale. Blaschke [8] con l’aiuto di alcuni
attenti calcoli cerca di rendere più rigorosa la prima dimostrazione di Stei-
ner. Il primo articolo di Steiner sul problema isoperimetrico [63] presuppone
chiaramente l’esistenza di una soluzione senza indicare in nessun modo che
questa debba essere dimostrata. A tale pubblicazione seguono delle critiche
che si tende a mettere a tacere con un successivo articolo [64].

“È chiaro che esistono per un dato perimetro, infinite figure di forma
diversa che possono avere anche aree aree diverse. Si vede anche che l’area
può essere piccola quanto si vuole, ma non tanto grande quanto si vuole,
poichè la figura sarà contenuta all’interno di un cerchio centrato su un
punto del suo contorno di raggio pari alla metà del perimetro dato. Ma
siccome le figure di un dato perimetro possono avere aree diverse, senza
poter però aumentare indefinitamente, è necessario che esista tra esse una
figura massima o più massimi di forme diverse, cioè più figure di forme

diverse e la stessa area, più grande delle altre figure”.

Jakob Steiner come abbiamo acccennato precedentemente riusc̀ı a dare varie
dimostrazioni del fatto che il cerchio risolve il problema isoperimetrico. Nel
seguito della trattazione si presenterà quella che va sotto il nome di “four-
hinge proof”.

Teorema 2.4. Qualsiasi figura con area massima deve essere il cerchio.

Steiner four-hinge proof. Sia F una figura con area massima. “Tagliamo” il
perimetro a metà con una retta r. Allora tale retta divide anche l’area a
metà. Se cos̀ı non fosse, ribaltiamo la parte con area maggiore, la figura cosi
ottenuta avrà lo stesso perimetro come prima ma un’area più grande. Ciò
contraddice il fatto che la figura originale fosse di area massima.

A questo punto supponiamo che una delle parti non sia un semicerchio. Allora
possiamo trovare un punto C sul bordo di una delle due metà in cui le
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linee disegnate dai punti di intersezione del bordo della figura e la linea di
simmetria al punto scelto sul bordo non formano un angolo retto. Ora con la
cosiddetta “manovra di Steiner” possiamo aumentare l’area della figura nel
seguente modo. “Incollando” le due parti della figura e che non si trovano
all’interno del triangolo ai suoi lati e tale che ogni parte risulti “attaccata”.

A questo punto si fa scorrere uno o entrambi i punti finali (A,B) lungo la
linea di simmetria fino a che le linee non formano un angolo retto.

Quindi l’area del triangolo aumenta, mentre l’area delle altre parti della
figura rimangono le stesse. Cos̀ı l’area totale della figura aumenta mentre il
perimetro rimane quello di prima, una contraddizione con il fatto che la figura
era di area massima. Quindi ogni parte della figura è una semicirconferenza
e la figura F è un cerchio.

Osservazione 2.5. Se disegniamo i triangoli insieme ai loro riflessi otteniamo
dei quadrilateri, e possiamo quindi osservare le quattro “cerniere” da cui ha
preso il nome la dimostrazione.
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Ora introduciamo il concetto di simmetrizzato di Steiner di un insieme Ω ⊂
Rn rispetto a una direzione.

Definizione 2.6. Sia Ω ⊂ Rn un insieme limitato con bordo C1 a tratti.
Sia Ln−1 ⊂ Rn un iperpiano passante per l’origine. Scegliamo un sistema di
coordinate tale che L sia l’iperpiano di equazionexn = 0. Per ogni x ∈ L
consideriamo la retta perpendicolare passante per x ∈ L ovvero

Gx = {x+ yen : y ∈ R} .

Sia mx = m(Ω∩Gx) la misura (lunghezza totale) della sezione. Sostituendo
le sezioni con gli intervalli centrati su L con la stessa lunghezza arriviamo al
dominio simmetrizzato (vedi fig. 2.7):

SL(Ω) =

{
x+ yen : x+ zen in Ω per qualche z e− 1

2
mx ≤ y ≤ 1

2
mx

}
.

Figura 2.7: Simmetrizzazione di Steiner.

Praticamente possiamo pensare a tale costruzione come appiattire un blob
di play-doh con le mani parallele finchè il blob non è equamente distribuito
attorno a quell’asse.
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Osservazione 2.7. Le sezioni ortogonali a L dell’insieme simmetrizzato sono
semplicemente traslate rispetto all’insieme di partenza. Quindi se sommia-
mo le aree delle fette, rimane costante la misura del simmetrizzato rispetto
all’insieme di partenza, per il principio di Cavalieri.
Più precisamente la simmetrizzazione di Steiner preserva il volume.
Sia infatti ω = Π(Ω) la proiezione ortogonale di Ω su L. Il risultato seguente
vale per il Teorema di Fubini

V (Ω) =

∫
(x1,...,xn−1)∈ω

(∫
xn∈Gx∩Ω

dxn

)
dx1dx2 . . . dxn−1

=

∫
(x1,...,xn−1)∈ω

m(x1,...,xn−1,0)dx1, dx2 . . . dxn−1

=

∫
(x1,...,xn−1)∈ω

(∫
xn∈Gx∩S(Ω)

dxn

)
dx1dx2 . . . dxn−1

= V (SL(Ω)).

Nella formula suddetta Gx rappresenta la retta perpendicolare passante per
x ∈ L e m(x1,...,xn−1,0) rappresenta la misura della sezione.

Restringiamoci al caso planare e supponiamo Ω convesso. Consideriamo un
sistema di riferimento cartesiano con asse x1 coincidente con la retta L, indi-
cando con [a, b] la proiezione di Ω su x1. Esistono due funzioni f e g continue
in [a, b] , f e −g convesse4, tali che

Ω ≡ {(x1, x2) : f(x1) ≤ x2 ≤ g(x1), a ≤ x1 ≤ b}

Per la costruzione di Steiner:

SL(Ω) ≡ {(x1, x2) :
f(x1)− g(x1)

2
≤ x2 ≤

g(x1)− f(x1)

2
}.

Si può osservare che essendo f − g convessa, SL(Ω) è convesso. Notiamo che:

L(∂Ω) = g(b)− f(b) + g(a)− f(a) +

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 +

√
1 + (g′(x))2dx

e

L(∂S) = g(b)− f(b) + g(a)− f(a) + 2

∫ b

a

√
1 +

(φ′(x))2

2
dx

dove φ(x) =
f(x)− g(x)

2
vedi fig. 2.8.

4Osserviamo che dato che f , g sono convesse allora f ′ e g′ esistono q.o. e vale la formula
usuale per la lunghezza del grafico.
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Figura 2.8: Simmetrizzazione di Steiner
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Occorre ora provare che:∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2 +

√
1 + (g′(x))2dx ≥ 2

∫ b

a

√
1 +

(φ′(x))2

2
dx

Ma ora essendo la funzione ζ →
√
1 + ζ2 convessa in R ed essendo

φ(x) =
f ′(x)− g′(x)

2
=

1

2
f ′(x) +

1

2
(−g′(x)),

si ha:

2

∫ b

a

√
1 +

(φ′(x))2

2
dx ≤ 2

(
(
1

2

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx+

1

2

∫ b

a

√
1 + (−g′(x))2dx

)
=

∫ b

a

√
1 + (f ′(x))2dx+

∫ b

a

√
1 + (g′(x))2dx.

e da questa segue che

L(∂Ω) ≥ L(∂S). (2.2.2)

Abbiamo quindi dimostrato, nel caso n=2, che la simmetrizzazione di Steiner
applicata a un insieme convesso ne lascia invariata l’area e ne aumenta il
perimetro.

Osservazione 2.8. Possiamo notare che nella disuguaglianza (2.2.2) vale
il segno di uguale se e solo se |f ′| = |g′|; essendo f e −g convesse risulta
f ′ = −g′ quasi ovunque e pertanto f + g è costante e quindi Ω ha un asse di
simmetria parallelo ad L e quindi Ω è congruente ad S.

2.2.2 La prova di esistenza finita di Edler

Senza ipotizzare l’esistenza della figura massimale, Edler dimostra nel 1882,
vedi [9], che una figura che non è un cerchio di perimetro fissato ha un’ area
minore del cerchio stesso. Nella dimostrazione Edler ragiona come segue:
Inizialmente si applica la simmetrizzazione di Steiner per ottenere una figura
con un area maggiore di quella di partenza.
Quindi consideriamo un poligono inscritto che abbia ancora area maggiore
di quella di partenza. A questo punto si deve sostituire tale poligono con
un altro regolare con lo stesso perimetro ma area maggiore (Passaggio par-
ticolarmente delicato, ma può essere fatto con il simmetrizzato di Steiner
descritto precedentemente). I poligoni regolari hanno un’area più piccola del
cerchio ma con lo stesso perimetro.
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Figura 2.9: Poligono iniziale della costruzione di Edler.

Teorema 2.9. Dato un qualsiasi poligono, possiamo costruire un poligono
regolare con area maggiore o uguale e perimetro minore o uguale a quello
precedente.

Dimostrazione. Simmetrizziamo il poligono iniziale rispetto agli assi x e y.
Cos̀ı facendo l’area rimane invariata, il perimetro diminuisce (vedi figura 2.9).
Facciamo questa operazione: consideriamo l’ipotenusa AB, immaginandola
come un bastoncino con le estremità mobili lungo gli assi e incliniamola per
rendere il triangolo isoscele. Ciò aumenterà l’area, a meno che il triangolo
non fosse già isoscele, quindi consideriamo il pezzo congiunto all’ipotenusa,
nella fig. 2.10 si tratta del trapezio ABCD e simmetrizziamolo in un nuovo
asse che divide in due l’angolo tra i precedenti (vedi figura 2.10).

Ciò significa che il vertice superiore, il più distante dall’ipotenusa finisce sul
nuovo asse. (vedi figura 2.11)

In qualche caso non esiste un vertice superiore univoco. (vedi figura 2.12)

Questi casi servono a mostrare che se abbiamo k vertici sopra la base prima
della simmetrizzazione, allora avremo al massimo k − 1 vertici su entrambi
i lati dell’asse dopo le simmetrizzazioni. Questo perché ogni vertice può
generare al massimo un vertice su entrambi i lati. Ma non può essere che
entrambi lo facciano, perché o vi è un vertice superiore o ci sono due vertici
sulla stessa linea orizzontale. Nel nostro esempio nella 1

4
-figura abbiamo due

vertici non su un asse mentre nella 1
8
-figura ne abbiamo uno solo (vedi figura

2.13 pagina seguente)
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Figura 2.10: Primo quarto del poligono iniziale.

Figura 2.11: Caso particolare 1.

Figura 2.12: Caso particolare 2.
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Figura 2.13:

Ripetiamo questo procedimento, rendendo i triangoli isosceli e inserendo nuo-
vi assi tra quelli precedenti. Dopo un numero finito di passaggi non ci saranno
vertici che non siano sugli assi. Quindi otteniamo un poligono regolare.

Sappiamo che un poligono regolare ha sempre un’area più piccola di un cer-
chio con lo stesso perimetro. Per dimostrarlo si usa il fatto che l’area di
un poligono regolare è uguale al perimetro per l’altezza dal centro alla ba-
se. All’aumentare del numero dei lati la base del poligono si riduce mentre
l’angolo al centro diminuisce. Si può vedere, utilizzando la trigonometria,
che l’altezza aumenta. Poichè il perimetro è mantenuto costante l’area del
poligono aumenta. Ciò significa che poiché tutti i poligoni sono di ugua-
le perimetro, più lati implicano area maggiore, quando il numero di lati si
avvicina all’infinito otteniamo l’area del cerchio.

2.2.3 Il problema isoperimetrico per i poligoni

Per questa parte il testo che abbiamo preso a riferimento è [69]. Iniziamo la
sezione con un teorema:

Teorema 2.10. Tra tutti i poligoni anche non convessi del piano aventi un
assegnato numero lati ed assegnato perimetro, i poligoni regolari sono quelli
che hanno area massima.
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Equivalentemente, tra tutti i poligoni aventi un numero assegnato di lati ed
area assegnata, i poligoni regolari sono quelli che hanno perimetro minimo.

Il teorema 2.10 può essere espresso anche per mezzo della seguente disugu-
glianza isoperimetrica per i poligoni : fissato n ∈ N, sia P un n-agono di
perimetro P e area A. Vale allora:

P2 ≥ 4n tan
(π
n

)
A (2.2.3)

e si ha l’uguaglianza se e solo se P è l’n-agono regolare di perimetro P .

Dimostrazione. della diuguaglianza (2.2.3). Dal teorema isoperimetrico per
i poligoni se A rappresenta l’area di P vale che

A ≤ An−agono/regolare

Ricordando che

AN−agono/regolare =
1

2
Pa

dove con a si è indicata l’apotema, facendo un po’ di calcoli si ottiene che

a =
P

2Ntan
(
π
N

)
e quindi la disuguaglianza cercata.

Dimostrazione. del teorema isoperimetrico per i poligoni. Cfr. [69] La dimo-
strazione che facciamo consiste dei seguenti passi:

(i) fra tutti i poligoni aventi n lati e perimetro P , esiste un poligono di
area massima;

(ii) ogni poligono massimante è convesso;

(iii) ogni poligono massimante ha i lati tutti uguali;

(iv) ogni poligono massimante ha gli angoli tutti uguali.

Il punto (i) è conseguenza del teorema di Weierstrass (i.e. una funzione
a valori reali, continua in un sottoinsieme chiuso e limitato di uno spazio
con dimensione finita, assume un valore massimo e un valore minimo) e dei
seguenti fatti.

• L’area e il perimetro di un poligono con n lati sono funzioni continue
dei vertici.
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• I vertici di un poligono con n lati, il cui perimetro non supera un certo
valore sono tutti contenuti all’interno di un disco.

I punti precedenti sono un corollario delle seguenti formule, che forniscono
l’area ed il perimetro di un perimetro in funzione dei vertici. Siano

(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn)

i vertici di un poligono, numerati nel senso orario; sia x0 = xn, y0 = yn. Si ha
allora che l’area può essere espressa in funzione dei vertici.

A =
1

2

n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
a b 1

xi−1 yi−1 1
xi yi 1

∣∣∣∣∣∣ (2.2.4)

e anche il perimetro può essere espresso in funzione dei vertici del poligono
come si può vedere dalla figura 2.14.

P =
n∑

i=1

√
(xi − xi−1)2 + (yi − yi−1)2 (2.2.5)

Per il punto (ii) facciamo questo ragionamento: l’inviluppo convesso di un
poligono di n lati con perimetro P ed area A, è un poligono che ha le seguenti
proprietà: numero di lati ≤ n, perimetro ≤ P , area ≥ A; questo dimostra il
punto (ii).
Vediamo adesso alcuni passi intermedi che ci saranno utili per la dimostra-
zione di (iii) e (iv).

a) Tra tutti i triangoli con la stessa base e lo stesso perimetro, quale ha
area massima?
soluz. Il triangolo isoscele che ha per base la base fissata. Si fissino due
numeri reali positivi b e P tali che P > b e si considerino i triangoli di
base b e perimetro P . Sia xOy un sistema di assi cartesiano. A meno di
rotazioni e traslazioni (operazioni che non cambiano né l’area né il peri-
metro della figura), si può supporre che i triangoli considerati abbiano

tutti i vertici di base nei punti dell’asse delle ascisse (− b

2
, 0), (

b

2
, 0). Sia

(x, y) la posizione del terzo vertice e cerchiamo di capire quali sono le
sue proprietà; si osservi la figura 2.15.

Calcolando le distanze tra i punti si può esprimere il perimetro del
triangolo in funzione delle coordinate del vertice (x, y) :

P = b+

√(
x+

b

2

)2

+ y2 +

√
(x− b

2
)2 + y2 (2.2.6)
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Figura 2.14: Area di un poligono in funzione dei vertici.

La formula (2.2.6) mette in luce che la somma delle distanze del punto

(x, y) dai punti (− b

2
, 0) e (

b

2
, 0), rispettivamente, è sempre costante

uguale a P − b, e questo equivale a dire che il vertice (x, y) appartiene

all’ellisse di fuochi (− b

2
, 0) e (

b

2
, 0) e semiasse sulle ascisse

P − b

2
. Tale

ellisse è definita dall’equazione:

4x2

(P − b)2
+

4y2

P(P − 2b)
= 1 (2.2.7)

e rappresenta tutti i possibili vertici della classe dei triangoli di peri-

metro P e base con vertici in (− b

2
, 0), (

b

2
, 0). Quindi, riassumendo, un

triangolo di base b e perimetro P , a meno di traslazioni e rotazioni,

ha vertici in (− b

2
, 0), (

b

2
, 0), (x, y) dove (x, y) è un punto dell’ellisse

(2.2.7).

Consideriamo a questo punto l’area del triangolo. Per costruzione la
base del triangolo misura b mentre l’altezza altro non è che l’ordinata
del vertice (x, y) e quindi si ha che:
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Figura 2.15: Problema isoperimetrico per i triangoli con un lato di lunghezza
fissata.
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A =
yb

2
(2.2.8)

che è massima quando è massima l’altezza ovvero quando il vertice
(x, y) appartiene all’asse delle ordinate. Questo si verifica se e solo se
il triangolo è isoscele con base la base fissata.

b) Tra tutti i quadrilateri con perimetro fissato e tre lati di uguale lun-
ghezza, quale ha area massima?
soluz. Il trapezio isoscele. Fissiamo l e P due numeri reali positivi tali
che h = (P − 3l) < 3l (cioè tali che si possa costruire un quadrilatero
con tre lati lunghi l e perimetro P). Sia Q un quadrilatero della classe
considerata (cioè Q ha perimetro fissato P e tre lati lunghi l). Desi-
gniamo i vertici di Q, z0, z1, z2, z3 in modo che z0z1 = z1z2 = z2z3 = l
e z3z0 = h. Adagiamo il quadrilatero su un meccanismo di Watt.
Vedi figura 2.16

Si consideri un sistema di assi cartesiani xOy. Fissiamo i vertici z0, z3

nei punti (−h

2
, 0), (

h

2
, 0) rispettivamente e lasciamo i vertici z1, z2

liberi di muoversi ciascuno su una guida circolare di centro rispettiva-
mente z0, z3 e raggio l. Sia θ l’angolo che il lato z1z2 forma con l’asse x:

necessariamente −π

2
< θ <

π

2
. A questo punto muovendo i due vertici

z1, z2 lungo le guide circolari l’angolo θ varia e con lui anche il valore
dell’area del quadrilatero. Si può infatti esprimere il valore dell’area di
Q in funzione dell’angolo θ.

A(θ) =
1

4
∥h2 − l2∥

√
4l2

h2 + l2 − 2hl cos(θ)
− 1

Dalla precedente relazione si vede facilmente che l’area è massima quan-
do θ = 0 cioè quando Q è un trapezio isoscele. Infatti dato che
cos(θ) ≤ 1, si ha

4l2

h2 + l2 − 2hl cos(θ)
≤ 4l2

(h− l)2

e quindi

A ≤ h+ l

4

√
4l2 − (h− l)2

e si ha l’uguaglianza se e solo se θ = 0.
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Figura 2.16: Meccanismo di Watt.
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Il punto a) implica che se P è un poligono convesso massimizzante l’area tra
tutti i poligoni aventi n lati e perimetro dato, allora tutti i lati di P hanno
la medesima lunghezza. Infatti supponiamo, per assurdo, che due lati di
tale poligono abbiano lunghezza diversa. Esistono due lati consecutivi di P
che hanno lunghezza diversa: siano questi il lato che inizia nel vertice zk−1

e termina nel vertice zk ed il lato che va da zk a zk+1. Teniamo fissi tutti
i vertici diversi da zk e spostiamo quest’ultimo su di un’opportuna ellisse,
che ha fuochi in zk−1 e zk+1 fino a fargli raggiungere un opportuno vertice
di tale ellisse; in altre parole, spostiamo zk in modo che il triangolo con
vertici in zk−1,zk e zk+1 conservi un perimetro costante e diventi isoscele. Per
costruzione il perimetro di questo triangolo è rimasto invariato e, per quanto
dimostrato al punto (a) si ha che la sua area è aumentata. Otteniamo cos̀ı
un altro poligono, il quale ha il medesimo perimetro di P e area maggiore
di quella di P. Ma questa è una contraddizione. Si era infatti supposto che
il poligono iniziale fosse un poligono massimante, cioè con l’area massima.
Avendo raggiunto una contraddizione, e quindi un assurdo, abbiamo provato
che l’ipotesi fatta che P avesse due lati di lunghezza diversa è inconsistente
e quindi P ha tutti i lati uguali per i dettagli vedi fig. 2.17. Il punto (iii) è
dimostrato.

Figura 2.17: Un poligono massimante ha i lati tutti uguali.

La parte (iv) è conseguenza del punto b). Infatti il punto suddetto implica
che se P massimizza l’area tra tutti i poligoni convessi aventi n lati ed un

64



2.2. IL TEOREMA ISOPERIMETRICO IN R2

dato perimetro, e se P ha lati di uguale lunghezza, allora gli angoli di P sono
tutti uguali. Tale dimostrazione viene svolta per assurdo.
Supponiamo che due angoli di P siano diversi. Esistono due angoli conse-
cutivi e diversi; siano questi gli angoli corrispondenti ai vertici zk+1 e zk+2

di P. Si tengano fissi tutti gli altri vertici e si muovano i vertici zk+1 e
zk+2 su un’ opportuna curva di Watt, in modo che i lati zkzk+1, zk+1zk+2 e
zk+2zk+3 abbiano lunghezza costante, fino a che il quadrilatero con vertici zk,
zk+1, zk+2, zk+3 diventa un trapezio isoscele. Sfruttando il punto b) si ottiene
un nuovo poligono, il quale ha lo stesso perimetro di P e area maggiore di
quella di P. Tutto ciò contraddice la proprietà estremante di P. Il punto
(iv) è provato e la dimostrazione del teorema 2.10 è perciò conclusa.

2.2.4 Il problema di Didone

Data una retta r e assegnata una lunghezza L > 0 tra tutte le curve piane che
hanno entrambe gli estremi sulla retta r, trovare quella che racchiude l’area
massima
Nel caso in cui le curve in competizione intersecano ogni retta verticale in un
punto al più (quindi siano grafici di funzioni dell’ascissa x), la soluzione del
problema di Didone può essere ottenuta tramite il seguente teorema.
Prima di enunciare il teorema ricordiamo la definizione di funzione assoluta-
mente continua.

Definizione 2.11. (Funzione assolutamente continua). Una funzione f :
[a, b] → R si dice assolutamente continua su [a, b] se ∀ε ∈ R+, ∃δε ∈
R+ tale che qualunque sia n ∈ N e qualunque siano i sottointervalli di
[a, b], [αj, betaj], j = 1, 2 . . . n tali che ]αi, βi[∩]αj, βj[= ∅ per i ̸= j risulta:

n∑
j=1

|f(βj)− f(αj)| < ε

purché sia

n∑
j=1

(βj − αj) < δε

Teorema 2.12. Supponiamo che u sia assolutamente continua in [−a, a],
u ≥ 0 e u(a) = u(−a) = 0. Siano L la lunghezza del grafico di u e A l’area
del sottografico di u, ovvero

L =

∫ a

−a

√
1 + (u′)2 dx e A =

∫ a

−a

u dx,
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come si può osservare dalla figura 2.18. Allora

L2 ≥ 2πA (2.2.9)

e l’uguaglianza vale se e solo se il grafico di u è una semicirconferenza, cioè

u(x) =
√
a2 − x2 (2.2.10)

per ogni x tale che −a ≤ x ≤ a.

Dimostrazione. Integrando per parti si ottiene, tenendo conto che u(a) =
U(−a) = 0,

A =

∫ a

−a

(−xu′) dx.

La disuguaglianza √
1 + (u)′2 +

x

a
u′ ≥

√
1− x2

a2
(2.2.11)

Figura 2.18: Il problema di Didone

vale per ogni x tale che −a ≤ x ≤ a per ogni u′; inoltre il segno di = vale se
e dolo se
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Figura 2.19: Grafico della funzione in due variabili
√

1 + (u′)2+
x

a
u′ nel caso

di a = 1
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u′ = − x√
a2 − x2

. (2.2.12)

Come si può notare il primo membro (2.2.11) e dalla figura 2.19 è una funzione
strettamente convessa di u′: questa è minima nel punto indicato dalla (2.2.12)
e il suo valore minimo risulta essere il secondo membro della (2.2.11).
Da ciò deduciamo che∫ a

−a

√
1 + (u)′2dx+

1

a

∫ a

−a

xu′dx ≥
∫ a

−a

√
1− x2

a2
dx

in altre parole

L− 1

a
A ≥ π

2
a.

Si è cos̀ı provato
L2 − 2πA ≥ (L− πa)2. (2.2.13)

La (2.2.9) segue immediatamente da (2.2.13). Se l’uguaglianza vale in (2.2.9),
essa vale anche in (2.2.13) e nelle disuguaglianze precedenti, in particolar
modo in (2.2.11). Allora la (2.2.12) vale e porta (2.2.10) a valere.

2.2.5 La diseguaglianza di Wirtinger

Uno degli elementi principali della dimostrazione che faremo in 2.2.6 è la
disuguaglianza di Wirtinger.

Teorema 2.13. Sia f : R → R una funzione periodica di periodo 2π,
continua con derivata continua su tutto R e tale che∫ 2π

0

f(x)dx = 0. (2.2.14)

Allora ∫ 2π

0

f ′2(x)dx ≥
∫ 2π

0

f 2(x)dx (2.2.15)

con l’uguaglianza se e solo se f(x) = a cos(x)+b sin(x) per qualche a e b ∈ R.

Dimostrazione. Per provare la disuguaglianza, possiamo considerare lo svi-
luppo in serie di Fourier di f(t) e scrivere:

f(x) =
1

2
a0 +

∑
n≥1

(an sinnx+ bn cosnx). (2.2.16)
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Dato che f ′(x) è continua la sua serie di Fourier può essere ottenuta dalla
differenziazione termine a termine e abbiamo che:

f ′(x) =
∞∑
n=1

(nbn cosnx− nan sinnx). (2.2.17)

Dato che, ∫ 2π

0

f(x)dx = πa0 (2.2.18)

segue che a0 è uguale a zero per (2.2.14).
Dall’identità di Parseval∫ 2π

0

f 2(x)dx =
∞∑
n=1

(a2n + b2n) (2.2.19)

e ∫ 2π

0

f ′2(x)dx =
∞∑
n=1

n2(a2n + b2n) (2.2.20)

dato che gli addendi sono tutti maggiori o uguali a zero, segue che vale la
(2.2.15), con l’uguaglianza se e solo se an = bn = 0 per n ≥ 2

2.2.6 Il Teorema isoperimetrico nel piano

Presentiamo il teorema nella seguente forma:

Teorema 2.14. Sia γ una curva di Jordan (i.e. semplice e chiusa) nel
piano euclideo R2. Assumiamo che γ sia sufficientemente regolare, per esem-
pio sia assolutamente continua. Denotiamo con L la lunghezza di γ e con
A l’area della regione piana racchiusa da γ (cioè la componente connessa
limitata di R2 \ γ). Allora:

(i) vale la disuguaglianza
L2 ≥ 4πA; (2.2.21)

(ii) l’uguaglianza vale in 2.2.21 se e solo se γ è un cerchio.

Presentiamo in questo sezione una dimostrazione dovuta essenzialmente a
Hurwitz (1901) e Lebesgue (1906) che può essere ritrovata in [36], [37], [39].
Sottolineamo che il carattere della dimostrazione sarà di tipo analitico nono-
stante il tema fortemente geometrico. Tale dimostrazione si basa sui seguenti
due ingredienti:
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Figura 2.20: Adolf Hurwitz 1859-1919

Figura 2.21: Henri Léon Lebesgue 1875-1941
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(i) La formula di Gauss-Green, che permette di esprimere l’area A della
regione interna a γ in termini della sola geometria di γ.

(ii) La disuguaglianza di Wirtinger.

Dimostrazione. Passo 1. La formula di Gauss-Green implica

A =
1

2

∮
γ

(−y + b)dx+ (x− a)dy, (2.2.22)

se γ e orientata in senso antiorario.
Dove l’integrale rappresenta la circuitazione del campo ((−y + b), (x − a))
lungo γ.
Qui a e b potrebbero essere due costanti qualsiasi, ma , per una ragione che
risulterà chiara in seguito, fissiamo a e b uguali alle coordinate del baricentro
di γ, i.e.

a =
1

L

∫
γ

x
√

dx2 + dy2, b =
1

L

∫
γ

y
√
dx2 + dy2.

Consideriamo la rappresentazione parametrica di γ:

x = x(s), y = y(s), (2.2.23)

con il parametro s la lunghezza d’arco. Quindi si ha :

0 ≤ s ≤ L, (2.2.24)

e
(x′(s))2 + (y′(s))2 = 1. (2.2.25)

Osservazione 2.15. Un cammino è rettificabile se e solo se ha variazione
limitata, la lunghezza di un percorso assolutamente continuo è un integrale
della lunghezza del vettore velocità.

Abbiamo che

a =
1

L

∫ L

0

x(s)ds, b =
1

L

∫ L

0

y(s)ds, (2.2.26)

A =
1

2

∫ L

0

[(−y(s) + b)x′(s) + (x(s)− a)y′(s)]ds. (2.2.27)

Da (2.2.25), (2.2.26), e dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz segue

A ≤
√
L

2

{∫ L

0

(x(s)− a)2ds+

∫ L

0

(y(s)− b)2ds
} 1

2
(2.2.28)
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L’uguaglianza vale se e solo se il vettore di componenti −y(s)+ b e x(s)−a è
parallelo al vettore tangente (x′(s), y′(s). Detto in altri termini l’uguaglianza
vale in 2.2.28, se e solo se

(x(s)− a)x′(s) + (y(s)− b)y′(s) = 0. (2.2.29)

In maniera equivalente

(x(s)− a)2 + (y(s)− b)2 = Costante (2.2.30)

la quale significa che γ è una circonferenza
Passo 2. Applichiamo la disuguaglianza di Wirtinger dimostrata nella pre-
cedente sezione per maggiorare la quantità a destra della (2.2.28). Abbiamo

x(0) = x(L), y(0) = y(L),

dal fatto che γ è una curva chiusa. Inoltre∫ L

0

(x(s)− a)ds = 0,

∫ L

0

(y(s)− b)ds = 0,

per le 2.2.26. Dalla disuguaglianza di Wirtinger e con un cambio di variabile
si ha: ∫ L

0

(x(s)− a)2ds ≤
( L

2π

)2 ∫ L

0

(x′(s))2ds∫ L

0

(y(s)− b)2ds ≤
( L

2π

)2 ∫ L

0

(y′(s))2ds

(2.2.31)

quindi si ha: ∫ L

0

(x(s)− a)2ds+

∫ L

0

(y(s)− b)2ds ≤ L3

(2π)2
(2.2.32)

utilizzando la 2.2.25. Le disuguaglianze 2.2.28 e 2.2.32 implicano che

A ≤ L2

4π
. (2.2.33)

Ovvero la disuguaglianza isoperimetrica.
Ora ci chiediamo quando vale l’uguaglianza in (2.4.12)? La disuguaglianza
è stata derivata da due precedenti disuguaglianze, la (2.2.28) e la (2.2.32).
Il teorema di Wirtinger descritto nella sezione 2.2.5 ci dice che l’uguaglianza
vale in (2.2.32) se e solo se

x(s) = a+
L

2π
cos(

2π

L
s+ φ)

y(s) = b+
L

2π
sin(

2π

L
s+ φ)

(2.2.34)
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per qualche costante φ ad esempio γ è una circonferenza. 5 In conclusione
nella disuguaglianza isoperimetrica (2.4.12) vale l’uguaglianza se e solo se γ
è una circonferenza.

2.3 Cenni al teorema isoperimetrico in Rn≥3

Preliminari Il teorema isoperimetrico per lo spazio euclideo n-dimensionale
Rn, lo standard isoperimetric theorem, asserisce che un insieme G di Rn tale
che

m(G) = Costantefissata

e

p(G) = minimo

è una palla. In questo caso n = 2, 3, · · · ; m e p rappresentano la misura
e il perimetro rispettivamente. m è la consueta misura, che ci informa del
contenuto. p è un surrogato del perimetro elementare, i.e. una funzione di
insieme il cui valore su qualsiasi sottoinsieme regolare G di Rn concorda con
la misura dimensionale n− 1 standard di ∂G. Definiamo un insieme G di Rn

regolare se G è aperto, ∂G è una varietà liscia di codimensione uno, e G vive
su un “lato” di ∂G.
L’affermazione di cui sopra è equivalente a una disuguaglianza tra misura m
e perimetro p (la disugugalianza isoperimetrica per uno spazio euclideo in Rn

che data la sua importanza si configura come disuguaglianza isoperimetrica
prototipo). Quest ultima asserisce che ogni sottoinsieme G di Rn di misura
finita soddisfa:

p(G) ≤ nk
1
n
n [m(G)]1−

1
n , (2.3.1)

e le palle sono gli unici insiemi di Rn che rendono la 2.3.1 un’ uguaglianza.

kn =
π

n
2

Γ

(
n

2
+ 1

) (2.3.2)

la misura della palla unitaria n-dimensionale, in questo modo il perimetro di
una palla n-dimensionale B è uguale a

nk
1
n
n [m(B)]1−

1
n .

5Per derivare la (2.2.34) la condizione (2.2.25) deve essere presa in considerazione.
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Ci sono tre fatti importanti nel teorema isoperimetrico per lo spazio euclideo
Rn:

• la misura m;

• il perimetro p;

• la collezione degli insiemi in competizione.

Sono disponibili varie versioni del teorema che differiscono nello specificare
tali elementi: Potrebbero essere necessarie le misure di Minkowski ad esempio
in Osserman [55] o Federer [31]. La competizione potrebbe essere ristretta a
insiemi convessi.

Tale tesi esula dal dimostrare il teorema nella sua interezza che se ne può
trovare ad esempio una in [68], in tale sezione cerchiamo di esporre le idee
principali.

Prendiamo come

m = misura di Lebesgue, (2.3.3)

e

p = perimetro secondo De Giorgi. (2.3.4)

Richiamo brevemente le seguenti proprietà (senza dimostrazione)

• p è definito da

p(G) = sup
{∫

G

div f dx : f ∈ C1
0(Rn;Rn), ∥f∥∞ ≤ 1

}
(2.3.5)

per ogni sottoinsieme misurabile G di Rn, tale definizione è essenzial-
mente dovuta a De Giorgi [25].

• Supponiamo che G abbia misura finita. Allora p(G) è finito se e solo
se G è un insieme di Caccioppoli, ovvero

m((G+ h)∆G) = O(∥h∥) (2.3.6)

per ogni vettore h in Rn. In questo caso G+h = {x ∈ Rn : x−h ∈ G},
una traslazione di G e, ∆ è la differenza simmetrica.
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• La seguente disuguaglianza

p(G) ≤ Hn−1(∂G) (2.3.7)

vale per ogni insieme misurabile G di Rn. 6

Teorema 2.16. Sia G un insieme misurabile di Rn tale che m(G) è finito.
Allora vale la disuguaglianza (2.3.1); l’uguaglianza prende il posto in (2.3.1)
se e solo se G o è una palla o è equivalente a una palla i.e. un palla esiste
tale che m(G∆B) = 0

La suddetta forma del teorema isoperimetrico si trova in De Giorgi (1958) [24]

Corollario 2.17. Sia G un insieme misurabile di Rn tale che Hn(G) è finito.
Allora

Hn−1(∂G) ≥ nk
1
n
n [Hn(G)]1−

1
n (2.3.8)

Dimostrazione. Come si può osservare dalla disuguaglianza 2.3.7 e dal fatto
che Hn, la misura n-dimensionale in Rn coincide con la misura esterna di
Lebesgue.

La dimostrazione del teorema riprende quella di Ennio De Giorgi e si divi-
de in vari step. Come abbiamo visto la palla è soluzione in una classe di
insiemi opportuni che include: insiemi regolari, insiemi convessi e insiemi di
Caccioppoli come definiti in (2.3.6). In tale dimostrazione verrà definito il
perimetro alla De Giorgi, e si farà uso della simmetrizzazione di Steiner

2.4 Il problema isoperimetrico nello spazio di

Gauss

La disuguaglianza isoperimetrica rispetto alla misura di Gauss afferma che
tra tutti gli insiemi di fissata misura di Gauss i semispazi hanno perimetro
minimo.
Tale disuguaglianza fu provata per la prima volta nel 1975 indipendentemen-
te da Borell [11], da Sudakov-Tsirel’son [67]. Tali dimostrazioni, anche se
diverse, utilizzano la disuguaglianza isoperimetrica sulla sfera ed il lemma
di Poincaré. Successivamente nel 1983 Ehrhard [28] diede una dimostrazio-
ne che si basa principalmente sulla simmetrizzazione di insiemi rispetto alla
misura di Gauss. Infine nel 1997 Bobkov [10] ne propone una elementare di-
mostrazione come conseguenza di una disuguglianza isoperimetrica sul cubo
discreto.

6Hn−1 rappresenta la misura di Hausdorff in Rn definita nel primo capitolo.
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Sudakov-Tsirel’son e Borell ottengono la disuguaglianza isoperimetrica co-
me versione limite della disuguaglianza isoperimetrica sulla sfera al crescere
della dimensione dello spazio, in quanto riescono a dimostrare che la misu-
ra di Gauss è limite di certe misure invarianti per rotazioni e normalizzate
sulla sfera. La disuguaglianza isoperimetrica sulla sfera afferma che tra tutti
i sottoinsiemi della superficie sferica con fissata misura, le calotte rendono
minima la misura della frontiera. Possiamo citare due versioni di questo ri-
sultato dovuto essenzialmente a E. Schmidt [62] nel 1948 e da P.Lévy [42]
nel 1951.
Entrambe le soluzioni di Sudakov-Tsirel’son e Borell seguono l’idea di passare
dalla misura di Gauss di un insieme generico di Rn a misure più “manegge-
voli” come afferma Luzzi in [43] (si può ad esempio pensare alla misura di
Lebesgue, o in generale ad una misura invariante per traslazioni e rotazioni)
di sottoinsiemi di Sm−1 di Rm (con m → ∞), grazie al lemma di Poincaré.
Applicando la disuguaglianza isoperimetrica sulla sfera Sm−1 e facendo ten-
dere m all’ infinito (e quindi applicando il lemma di Poincare) si ottiene la
disuguaglianza isoperimetrica voluta.
Al fine di facilitare la comprensione, si presenterà prima il lemma di Poin-
caré, successivamente la disuguaglianza isoperimetrica sulla sfera, la dimo-
strazione del teorema (riporteremo in particolare quella proposta da Bo-
rell) ed infine verrà data una dimostrazione che utilizza un approccio più
analitico-funzionale sviluppata da Bobkov.
Enunciamo a questo punto il teorema principale che dimostreremo nelle
prossime sezioni.

Teorema 2.18. Sia E ⊆ Rn un insieme misurabile secondo Lebesgue e sia
H un semispazio in Rn tali che abbiano la stessa misura di Gauss, ovvero
γn(E) = γn(H). Allora, ∀ε ≥ 0, γn(E

ε) ≥ γn(H
ε) . In particolare si ha che:

Area(E) ≥ Area(H)

2.4.1 Il lemma di Poincaré

Indichiamo con Πm,n la proiezione canonica di Rm su Rn, con Sm−1√
m

la sfera

con centro l’origine e raggio
√
m in Rm.

Il lemma di Poincaré che verrà dimostrato nelle prossime pagine mette in
relazione la misura di Gauss di un insieme E ⊆ Rn con la misura uniforme
su superfici sferiche Sm−1√

m
quando la dimensione m dello spazio tende ad ∞.

Questo risultato, spesso attribuito al matematico francese Henri Poincaré nel
suo lavoro Calcul des Probabilités del 1912, in realtà ha un’attribuzione sto-
rica incerta. Molte fonti mettono in dubbio la sua origine precisa, poiché non
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è possibile rintracciare chiaramente l’enunciato completo. In questo sezione,
viene fornita una descrizione della dimostrazione del lemma, la quale è stata
ripresa dal matematico statunitense Henry P. McKean nel 1973 [48].
Consideriamo una distribuzione di probabilità con densità uniforme su Sm−1√

m
,

per ogni sottoinsieme A ⊆ Sm−1√
m

si definisce la misura m-normalizzata di A

(e si indica come Mm(A)) :

Mm(A) = P(x ∈ A|x ∈ Sm−1√
m
) =

P(x ∈ A)

P(x ∈ Sm−1√
m
)
=

m(A)

m(Sm−1√
m
)

(2.4.1)

conm(A) si indica una misura invariante per rotazioni, per esempio la misura
di Hausdorff m-dimensionale definita nel capitolo 1.
A questo punto possiamo estendere la dimensione dello spazio Rn lasciando le
prime n componenti invariate, andando cioè ad immergere l’insieme E quindi
tutto Rn in Rm, con m ∈ N, m > n. Possiamo definire un “ingrediente” mol-
to utile per la dimostrazione del lemma di Poincare chiamata la m-proiezione
πm : Sm−1√

m
→ Rn di un punto della superficie sferica sul sottospazio Rn, verrà

indicata invece con π−1
m la sua funzione inversa o m-retroproiezione di punti

di Rn in sottoinsiemi di Sm−1√
m
. Si può osservare che per ogni punto y ∈ Rm

quindi in particolare modo per ogni y ∈ Sm−1√
m

passa un unico iperpiano αy

perpendicolare allo spazio Rn.
Tale αy è un iperpiano (m−n)-dimensionale di Rm, con le prime n coordinate
fissate che interseca Rn nell’unico punto x = (x1, x2, . . . , xn) e che interseca
la superficie sferica Sm−1√

m
in una sfera a (m− n− 1) dimensioni, di raggio:

r =
√

m− (x1)2 − (x2)2 − · · · − (xn)2 =

√√√√m−
n∑

i=1

(xi)2 (2.4.2)

Come possiamo osservare dalla figura 2.22 in cui m = 3 e n = 1 l’interse-
zione tra il piano e la sfera corrisponde a S1. Per ogni punto x ∈ Rn la
m-retroproiezione (m dovrebbe essere scelto abbastanza grande da escludere
retroproiezione nulla) è una sfera (m−n−1) dimensionale di raggio dato dal-
la (2.4.2). A questo punto calcolando geometricamente la m-retroproiezione
dell’insieme E ⊆ Rn su Sm−1√

m
, quest’ ultima la possiamo scrivere come:

π−1
m (E) = (Sm−1√

m
∩ Cm

E ) (2.4.3)

ovvero come intersezione tra Sm−1√
m

ed il cilindro m-dimensionale Cm
E che ha

come base l’insieme E.
Nella figura 2.23 con la parte in grigio delimitata dalla linea gialla si è indicata
la retroproiezione dell’insieme E.
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Figura 2.22: Retroproiezione di un punto x in Rn con n = 1, m = 3

Figura 2.23: Retroproiezione di un insieme E con n = 1, m = 3
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Mettendo insieme la (2.4.1) e la (2.4.3) si ottiene la misura m-normalizzata
della retroproiezione dell’insieme E su Sm−1√

m

Mm(π
−1
m (E)) =

m(Sm−1√
m

∩ Cm
E )

m(Sm−1√
m
)

(2.4.4)

Teorema 2.19. Per ogni E ⊆ Rn misurabile secondo Lebesgue

lim
m→∞

Mm(π
−1
m (E)) = γn(E) (2.4.5)

dove con γn si è indicata la misura di Gauss n-dimensionale.

Dimostrazione. Senza perdere di generalità supponiamo che l’insieme E sia
limitato e che l’indice m sia “abbastanza grande” in modo tale che la super-
ficie Sm−1√

m
racchiuda al suo interno e interamente l’insieme E.

Partendo dalla (2.4.1) possiamo ricavare il primo membro della (2.4.5). Si
può ottenere il numeratore della (2.4.1) mettendo insieme i contributi al
variare di tutte le retroproiezioni date da ogni singolo punto x ∈ E andan-
do a fare l’integrale di questi contributi al variare di x = (x1, x2, . . . , xn)
in E ⊂ Rn ovvero da quanto detto precedentemente e da considerazioni di
carattere geometrico:

Figura 2.24: Nel caso m = 3, n = 1 i contributi sono S1

m(Sm−1√
m

∩ Cm
E ) =

∫
E

m(Sm−n−1√
m−

∑n
i=1(xi)2

)dx1 dx2 . . . dxn. (2.4.6)

Il denominatore sarà dato, in modo analogo, dai contributi di tutti i punti
x ∈ Rn che hanno retroproiezione su Sm−1√

m
cioè:

m(Sm−1√
m
) =

∫
x∈Rn,∥x∥≤

√
m

m(Sm−n−1√
m−

∑n
i=1(xi)2

)dx1 dx2 . . . dxn (2.4.7)

79



CAPITOLO 2. INTRODUZIONE AL PROBLEMA ISOPERIMETRICO

Negli integrali in (2.4.6) ed in (2.4.7) il termine Sm−n−1√
m−

∑n
i=1(xi)2

è la misura di

una sfera (m − n − 1) dimensionale di centro 0 e raggio
√

m−
∑n

i=1(xi)2,
ovvero:

m(Sm−n−1√
m−

∑n
i=1(xi)2

) =
π

m−n−1
2

Γ

(
m− n− 1

2
+ 1

)
√√√√m−

n∑
i=1

(xi)2

(m−n−1)

(2.4.8)
dove Γ è la funzione Gamma di Eulero.

Sostituendo a questo punto (2.4.8) in (2.4.6) e in (2.4.7) e semplificando
termini uguali nel numeratore e nel denominatore, si ha :

Mm(π
−1
m (E)) =

∫
E

(
1−

∑n
i=1

(xi)
2

m

)m
2

dx1 dx2 . . . dxn

∫
x∈Rn,∥x∥≤

√
m

(
1−

∑n
i=1

(xi)
2

m

)m
2

dx1 dx2 . . . dxn

(2.4.9)

La (2.4.9) vale quando m è sufficientemente grande e in particolare si può
pensare di valutare la (2.4.9) quando m → ∞. Sfruttando la linearità degli
operatori di limite ed integrale, un limite ed un integrale ben conosciuti, oltre
che l’espressione di γn si può scrivere:
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lim
m→∞

Mm(π
−1
m (E)) = lim

m→∞

∫
E

(
1−

∑n
i=1

(xi)
2

m

)m
2

dx1 dx2 . . . dxn

∫
x∈Rn,∥x∥≤

√
m

(
1−

∑n
i=1

(xi)
2

m

)m
2

dx1 dx2 . . . dxn

=

∫
E
limm→+∞

1−

∑n
i=1

(xi)
2

2
m


m

dx1 dx2 . . . dxn

∫
Rn limm→+∞

1−

∑n
i=1

(xi)
2

2
m


m

dx1 dx2 . . . dxn

=

∫
E
e−
∑n

i=1(xi)
2

2
dx1 dx2 . . . dxn∫

Rn e−
∑n

i=1(xi)
2

2
dx1 dx2 . . . dxn

=
1

(2π)
n
2

∫
E

e
−
∥ x ∥2

2 dx

= γn(E)

.

(2.4.10)

Lo scambio tra limite ed integrale e di conseguenza tutti i passaggi effettuati
successivamente sono giustificati dal teorema della convergenza dominata.
Abbiamo cos̀ı ultimato la dimostrazione del lemma di Poincaré (2.4.5)

2.4.2 Disuguaglianza isoperimetrica sulla sfera Sn−1

La disuguaglianza isoperimetrica sulla sfera afferma che tra tutti i sottoin-
siemi della superficie sferica con fissata misura, le calotte rendono minima
la misura della frontiera. Si può rintracciare una dimostrazione di tale pro-
prietà nei lavori del matematico francese Paul Lévy [42] e in particolar modo
del tedesco Erhard Schmidt [62]. La dimostrazione di Levy non fu capita per
molto tempo ed è stata rivista e generalizzata da M.Gromov. Luzzi in [43] fa
presente “che la dimostrazione presentata da Schmidt si basa in modo mol-
to forte su un processo di simmetrizzazioni isoperimetriche” (riordinamenti
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nel senso di Steiner). A Ehrhard introduce il concetto di simmetrizzazione
Gaussiana in [28].

Figura 2.25: Erhard Schmidt 1876-1959

Figura 2.26: Paul Levy 1886-1971

Una calotta C sulla superficie sferica Sm−1 può essere riguardata come in-
tersezione di un semispazio H con la superficie sferica Sm−1 e dal Lemma di
Poincaré la misura di tale calotta tende alla misura di Gauss del semispa-
zio γn(H). Questa proprietà delle calotte di “convergere” ai semispazi e la
proprietà delle stesse di essere insiemi estremali nella disuguaglianza isoperi-
metrica sulla sfera, ci suggerisce che i semispazi siano insiemi estremali per
il problema rispetto alla misura di Gauss.
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Teorema 2.20 (Disuguaglianza isoperimetrica sulla sfera). Se A è un sot-
toinsieme boreliano di Sm−1 e C una calotta (ovvero, considerando la distanza
geodetica, un intorno sferico di Sm−1) con la stessa misura m(A) = m(C),
allora ∀ϵ ≥ 0 , si ha che:

m(Aϵ) ≥ m(Cϵ) (2.4.11)

dove con la notazione Aϵ si intende l’insieme “ingrassato” come nel capitolo
1 e con m(·) una qualsiasi misura invariante per rotazioni.

Tale teorema è piuttosto importante in quanto ci permette da un lato di
valutare la misura di una calotta (che rappresenta l’insieme con minor fron-
tiera a parità di volume) e dall’altro lato, grazie alla connessione data dal
lemma di Poincaré tra la misura sulla superficie sferica (m(A) con A ⊆ Sn−1)
e la misura gaussiana γn ci darà un valido aiuto per la dimostrazione della
disuguaglianza isoperimetrica nello spazio di Gauss Rn.
Andando ad applicare la (2.4.11) nel caso di A = π−1

m (E) con E ⊆ Rn e
considerando la misura m-standardizzata si ha:

Mm(π
−1
m (E)) = Mm(H) allora ∀ϵ ≥ 0 Mm((π

−1
m (E))ϵ) ≥ Mm(H

ϵ).
(2.4.12)

2.4.3 Dimostrazione della disugualianza isoperimetri-
ca nello spazio di Gauss

Iniziamo tale sottosezione ricordando la definizione della funzione di distri-
buzione gaussiana normale su R

Φ(t) =
1√
2π

∫ t

−∞
e−

x2

2 dx t ∈ [−∞,+∞].

La funzione Φ che va da [−∞,+∞] nell’intervallo [0, 1] è monotona stret-
tamente crescente e quindi invertibile nel suo codominio. Secondo le defini-
zioni suddette sulla misura di Gauss si può osservare che dato un sottoin-
sieme B ⊆ R del tipo: B = [−∞, b] si ha che Φ(b) corrisponde alla misura
1-dimensionale dell’insieme B, cioè Φ(b) = γ1(B).
Sia E ⊆ Rn, E misurabile secondo Lebesgue; sia α ∈ [−∞,+∞] t.c. Φ(α) =
γn(E) e sia β ∈ [−∞,+∞) t.c. β < α. Sia B l’intervallo (−∞, β]. Da ciò si
evince che:

γ1(B) = Φ(B) < Φ(α) = γn(E). (2.4.13)

Avendo definito il semispazio H ⊆ Rn nel seguente modo:

H = {x ∈ Rn, x = (x1, x2, . . . , xn) t.c x1 ≤ β}. (2.4.14)
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Si ha dalla (2.4.13) γn(H) = γ1(B) = Φ(β) < γn(E). Il semispazio H definito
in (2.4.14) ha quindi volume minore del volume dell’insieme E.
Mettendo insieme adesso la (2.4.13) e la (2.4.14) e con il lemma di Poincaré
(2.4.5) si ottiene che:

lim
m→∞

Mm(π
−1
m (H)) = γn(H) = Φ(β) < Φ(α) = γn(E) = lim

m→∞
Mm(π

−1
m (E)).

(2.4.15)
La disuguaglianza (2.4.15) vale con m → ∞ e quindi è sempre vera a partire
da un certo valore di m in poi, cioè in particolare:

∃m̄ ∈ N t.c. ∀m > m̄ Mm(π
−1
m (H)) < Mm(π

−1
m (E)). (2.4.16)

Ricordando a questo punto la disuguaglianza isoperimetrica sulla sfera (2.4.12)
e osservando che π−1

m (H) (ovvero la retroproiezione del semispazioH su Sm−1√
m
)

è una calotta di Sm−1√
m
. Mettendo insieme (2.4.12) e (2.4.16) si ha che:

∀m > m̄ Mm((π
−1
m (H))ϵ) ≤ Mm((π

−1
m (E))ϵ). (2.4.17)

Si può dimostrare la proprietà che preso un qualsiasi insieme E ⊆ Rn e fissato
ϵ > 0, l’insieme “ingrassato” della retroproiezione su Sm−1√

m
di E è insiemi-

sticamente contenuto nella retroproiezione su Sm−1√
m

dell’insieme “ingrassato”
Eϵ, ovvero:

∀E ⊆ Rn, ∀ϵ > 0, ∀m > n (π−1
m (E))ϵ ⊆ π−1

m (Eϵ), (2.4.18)

e quindi calcolando le misure m-normalizzzate, si ottiene:

∀m > n Mm((π
−1
m (E))ϵ) ≤ Mm(π

−1
m (Eϵ)). (2.4.19)

Mettendo insieme la (2.4.19) con la (2.4.17) si ottiene che ∀ϵ > 0 ∃m̄ ∈ N
t.c. ∀m > max{n, m̄} :

Mm((π
−1
m (H))ϵ) ≤ Mm((π

−1
m (E))ϵ) ≤ Mm(π

−1
m (Eϵ))

ed in particolare:

Mm((π
−1
m (H))ϵ) ≤ Mm(π

−1
m (Eϵ)). (2.4.20)

Si può concludere facendo tendere m → ∞. Per il lemma di Poincaré (2.4.5),
il secondo membro della (2.4.20) tende a V olume(Eϵ), (γn(E

ϵ)).
Per quanto concerne il termine a primo membro, Borell in [1] osserva che,
essendo H un semispazio in Rn quando si considerano le retroproiezioni di
H su Sm−1√

m
con m → ∞, la superficie sferica sulla frontiera di H diventa

localmente piatta (la curvatura tende a 0) e si può approssimare (π−1
m (H))ϵ

come π−1
m (Hϵ) e quindi Mm((π

−1
m (H))ϵ) ≃ Mm(π

−1
m (Hϵ)) → γn(H

ϵ) sempre
per il lemma di Poincaré.

84



2.4. IL PROBLEMA ISOPERIMETRICO NELLO SPAZIO DI GAUSS

2.4.4 La disuguaglianza di Bobkov

Richiamiamo dapprima alcuni concetti di calcolo delle probabilità e teoria
della misura che ci saranno utili nel proseguo della trattazione.
Ricordiamo a questo punto come è definita la misura di Bernoulli: dato
un insieme D e un insieme finito S con n elementi ≥ 2 identificabile con
l’insieme dei primi n positivi interi se non ci sono richieste speciali e n numeri
non-negativi p1 + . . . + pn = 1, si può definire la corrispondente misura di
Bernoulli sullo spazio Ω = SD = {ωi}i∈D come una misura di probabilità
(finita o additivo numerabile in accordo con la definizione) P tale che gli ωi

sono indipendenti e identicamente distribuiti come variabili casuali P (ωi =
j) = pj per 1 ≤ j ≤ n
Un altro richiamo è quello del teorema del limite centrale che riportiamo nella
forma dovuta essenzialmente al P.Lévy, per una dimostrazione si rimanda
a [42].

Teorema 2.21. Sia (Xn) una successione di variabili aleatorie indipendenti,
identicamente distribuite, con varianza finita σ2 e media µ. Allora la v.a.

Zn :=
X1 + . . .+Xn − nµ

σ
√
n

converge in legge ad una gaussiana canonica N(0, 1). Detto in altri termini
per ogni a < b vale

lim
n→∞

P

(
≤ X1 + . . .+Xn − nµ

σ
√
n

≤ b

)
= Φ(b)− Φ(a)

dove con Φ abbiamo indicato la distribuzione normale standard

Una dimostrazione con “approccio” funzionale è proposta da Bobkov in [10].
Per arrivare a dimostrare tale versione della disuguaglianza isoperimetrica
rispetto alla misura di Gauss si stabilisce prima un’analoga disuguaglianza

(vedi la successiva) rispetto alla misura di Bernoulli 7, µ =
1

2
δ−1 +

1

2
δ1, di

supporto {−1,+1}N e poi si tensorizza per poter, alla fine usare il teorema
centrale del limite.
Consideriamo la seguente disuguaglianza:

I

(
a+ b

2

)
≤ 1

2

√
I(a)2 +

∣∣∣∣a− b

2

∣∣∣∣2 + 1

2

√
I(b)2 +

∣∣∣∣a− b

2

∣∣∣∣2 ∀0 ≤ a, b ≤ 1.

(2.4.21)

7Indichiamo con δa la misura di Dirac concentrata in a
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dove I rappresenta una funzione non negativa definita in [0, 1] tale che

I(0) = I(1) = 0. (2.4.22)

In [10] si riporta che “se più funzioni soddisfano (2.4.21) e (2.4.22) allo-
ra il loro estremo superiore soddisfa (2.4.21) e (2.4.22). Ci si può chiedere
se esista una funzione massimale tra quelle per le quali vengano verifica-
te (2.4.21) e (2.4.22) e in tal caso quale sia la funzione massimale. Que-
sta domanda risulta essere la chiave per un problema isoperimetrico sul cu-
bo discreto . Come si vedrà successivamente un’appropriata disuguaglianza
funzionale isoperimetrica contiene in un caso limite la nota disuguaglianza
isoperimetrica nello spazio di Gauss.”

Sia

ϕ(x) =
1√
2π

e
−x2

2 , Φ(x) =

∫ x

−∞
ϕ(t)dt.

Φ è una funzione crescente biettiva da [−∞,∞] in [0, 1]. Sia Φ−1 : [0, 1] →
[−∞,+∞] la funzione inversa.

Proposizione 2.22. La funzione I(t) = φ(Φ−1(t)) è massimale tra tutte
le funzioni continue non negative definite in [0, 1] che soddisfano (2.4.21) e
(2.4.22).

Dimostrazione. Dobbiamo far vedere che I(t) = φ(Φ
−1(t)) soddisfa (2.4.21)

e (2.4.22). Fissiamo c ∈ (0, 1), sia g(x) = I(c + x)2 + x2, x ∈ ∆(c) =

(−min(c, 1− c),min(c, 1− c)). Se poniamo c =
a+ b

2
e x =

a− b

2
la (2.4.21)

si riscrive come √
g(0) ≤ 1

2

√
g(x) +

1

2

√
g(−x) (2.4.23)

e la condizione 0 ≤ a, b ≤ 1 equivale a x ∈ ∆(c). Moltiplicando per 2 ed
elevando al quadrato due volte la (2.4.23) si ottiene

16g(0)2 + (g(x)− g(−x))2 ≤ 8g(0)(g(x) + g(−x)).

Questa disuguaglianza si può scrivere in termini della funzione h(x) = g(x)−
g(0) = I(c+ x)2 + x2 − I(c)2 :

(h(x)− (h(−x))2 ≤ 8I(c)2(h(x) + h(−x)). (2.4.24)

Lemma 2.23. cfr. [10] (a) I · I ′′ = −1. (b) La funzione (I ′)2 è convessa in
(0, 1)
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Dimostrazione. La parte (a) segue dal fatto che φ′(x) = −xφ(x), x ∈ R.

Per la parte (b) si ha che: (I ′2)′ = 2I ′I ′′ = −2
I ′

I
, quindi

(I ′2)′′ = −2(I ′′I − I ′2)

I2
=

2(1 + I ′2)

I2
≥ 0

.

Quest’ultima condizione permette di dimostrare che la funzione R(x) =
h(x) + h(−x) − 2I ′(c)2x2 è convessa su ∆(c). Inoltre, poichè R è pari e
convessa R(x) ≥ R(0) = 0 per ogni x ∈ ∆(c), cioè

h(x) + h(−x) ≥ 2I ′(c)2x2. (2.4.25)

La (2.4.24) si ottiene dalla (2.4.25) e dalla seguente disuguaglianza∣∣∣∣h(x)− h(−x)

x

∣∣∣∣ ≤ 4I(c)|I ′(c)|.

Poichè h(x)− h(−x) = I(c+ x)2 − I(c− x)2 per dimostrare la proposizione
dobbiamo, quindi, mostrare che∣∣∣∣I(c+ x)2 − I(c− x)2

x

∣∣∣∣ ≤ 4I(c)|I ′(c)|. (2.4.26)

Per la simmetria di I rispetto a 1/2, I(1− c) = I(c), |I ′(1− c)| = |I ′(c)| e

|I((1− c) + x)2 − I((1− c)− x)2| = |I(c+ x)2 − I(c− x)2|.
Inoltre possiamo assumere x > 0, poiché la parte destra è una funzione pari,

e c ∈ (0,
1

2
]. Con tali assunzioni I(c + x) ≥ I(c − x) quindi la (2.4.26) si

riscrive
I(c+ x)2 − I(c− x)2

x
≤ 4I(c)I ′(c) (2.4.27)

se 0 < x < c ≤ 1/2. Consideriamo la funzione u(x) = I(c + x)2 − I(c − x)2

la sua derivata seconda u′′(x) = 2(I ′(c + x)2 − I ′(c − x)2) ≤ 0 per quanto
visto precedentemente su I. Allora u è una funzione concava e non negativa
su (0, c)

u(x)

x
=

∫ 1

0

u′(xt)dt

è non crescente su (0, c). Rimane da provare la (2.4.27) per x = 0. Dal
seguente sviluppo

I(c+ x)2 = I2(c) + 2I(c)I ′(c)x+O(x2)
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segue che
u(x)

x
→ 4I(c)I ′(c) se x → 0.

A questo punto data una funzione arbitraria f : {−1, 1}n → [0, 1] la condi-
zione (2.4.21) si riscrive

I(Ef) ≤ E(
√

I(f)2 + |∇df |2 (2.4.28)

dove abbiamo posto a = f(−1) e b = f(1) e dove si è riportato con Ef =∫
fdµ il valore atteso rispetto alla misura di probabilità e con

|∇df | =
∣∣∣∣f(−1) + f(1)

2

∣∣∣∣
il gradiente discreto.
Per una dimostrazione del seguente lemma si rimanda sempre a [10].
Il prossimo lemma che riguarda la tensorizzazione della proposizione (2.21)
afferma:

Lemma 2.24. Sia data una funzione non negativa I su {−1, 1} se la con-
dizione (2.4.21) vale per ogni f : {−1, 1} → [0, 1] rispetto alla misura di
probabilità µ su {−1, 1} allora la (2.4.21) vale per ogni f : {−1, 1}n → [0, 1]
rispetto alla misura prodotto µn, la n-esima potenza di µ.

Andiamo a questo punto a definire il perimetro discreto di un insieme A.

Nel caso µ =
1

2
δ−1 +

1

2
δ1, µn rappresenta la misura uniforme su {−1, 1}n.

Per ogni insieme A ⊂ {−1, 1}n definiamo il perimetro discreto come:

µ+
n (A) =

∫
|∇χA|dµn

Mettendo insieme il lemma (2.24) e la proposizione (1.21) si dimostra che

Proposizione 2.25. Sia I(t) = ϕ(Φ−1(t)) allora la disuguaglianza (2.4.28)
vale per ogni f : {−1, 1}n → [0, 1] rispetto alla misura prodotto µn. In
particolare per ogni A ⊂ {−1, 1}n la (2.4.28) per f = χA implica che

µ+
n (A) ≥ I(µn(A)). (2.4.29)

La (2.25) estende la disuguaglianza (2.4.28) al caso n-dimensionale. A questo
punto consideriamo una funzione differenziabile due volte f : Rn → [0, 1] con
derivate prima e seconda limitate. Applichiamo la (2.4.28) alle funzioni

fk(x1, · · · , xk) = f

(
x1 + · · · xk√

k

)
, x1 · · ·xk ∈ {−1, 1}n,
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definite su {−1, 1}nk. Per il teorema centrale del limite in Rn∫
{−1,1}nk

fkdµnk →
∫
Rn

fdγn k → ∞. (2.4.30)

Si può notare inoltre che

|∇fk(x1 · · ·xk)|2 =
∣∣∣∣Df

(
x1 + · · · xk√

k

)∣∣∣∣+O

(
1√
k

)
quando k → ∞

(2.4.31)
uniformemente su x1, · · ·xk ∈ {−1, 1}n. Dato che |Df |2 è continuo e limitato,
di nuovo dal teorema del limite centrale si ha∫

{−1,1}nk

√
I(fk)2 + |∇fk|2dµnk →

∫
Rn

√
I(f)2 + |∇f |2dγn k → ∞.

(2.4.32)
Un argomento di approssimazione, permette di estendere questa disugua-
glianza alle funzioni localmente lipschitziane (che sono differenziabili quasi
ovunque dal teorema di Rademacher come visto nel primo capitolo). La
(1.2.9) si ottiene dalla (2.4.33) approssimando la funzione caratteristica χA

con funzioni lipschitziane.
Abbiamo quindi dimostrato la seguente

Proposizione 2.26. Sia I(t) = ϕ(Φ−1(t)), allora per ogni f : Rn → [0, 1]
localmente lipschitziane vale (2.4.28) rispetto alla misura di Gauss γn cioè

I

(∫
Rn

fdγn

)
≤
∫
Rn

√
I(f)2 + |∇f |2dγn (2.4.33)

Dimostrazione. Si applica la (2.4.33) alla funzione caratteristica per ottenere
la (1.2.9)
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Capitolo 3
Equazione di Eulero-Lagrange per il
problema isoperimetrico nello spazio di
Gauss per insiemi simmetrici

“S̀ı, dobbiamo dividere il nostro tempo in questo modo, tra la nostra politica
e le nostre equazioni. Ma per me le nostre equazioni sono ben più

importanti, dato che la politica è qualcosa che riguarda solo il presente.
Un’equazione matematica dura per sempre .”

Albert Einstein

“È più importante che un’equazione mostri una bellezza teorica piuttosto
che una praticità diretta. Sembra che lavorare su un’equazione per il

raggiungimento di una bellezza e di un’armonia porti a un sicuro progresso.”
Paul Adrien Maurice Dirac

3.1 Problemi vincolati e moltiplicatori di La-

grange

Una classe importante di problemi variazionali è quella dei problemi con
vincolo isoperimetrico. Si vuole minimizzare un certo funzionale integrale F
tra tutte le funzioni con dato al bordo fissato per le quali un altro funzionaleG
assume un valore fissato. Tale problema può essere definito più precisamente
come segue:
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Definizione 3.1. Un problema isoperimetrico richiede di ottimizzare un
funzionale della forma 3.1.1 sotto le condizioni che il vincolo

G(y) =

∫ x1

x0

g(x, y, y′)dx = L (3.1.1)

venga soddisfatto.

Se il vincolo non è presente, il primo step per arrivare all’equazione/i di
Eulero-Lagrange, che rappresenta/no un tipo di equazione/i alle derivate
parziali del secondo ordine e descrive/ono ad esempio un sistema meccani-
co conservativo e in tale contesto prende/ono il nome di equazione/oni di
Lagrange, vengono usate anche in campi come l’ottimizzazione, è quello di
costruire una perturbazione della forma ỹ = y + εφ dove la funzione y è
estremale per il funzionale senza il vincolo isoperimetrico e εφ è una funzio-
ne arbitraria dipendente da x che soddisfa le condizioni al contorno.
Dopo aver calcolato le derivate parziali, l’ultimo passo della dimostrazione
è quella di applicare il Lemma Fondamentale del Calcolo delle Variazioni.
Tornando al problema con vincolo isoperimetrico, questo assume la forma di
un problema di minimo vincolato ed assomiglia a quelli che in dimensione
finita si possono risolvere con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. Tale
metodo permette, sempre in dimensione finita, di ridurre i punti staziona-
ri di una funzione in I variabili e J vincoli a quella di una terza funzione
in I + J variabili non vincolata detta lagrangiana introducendo cioè tante
nuove variabili scalari λi quanti sono i vincoli, che vengono chiamate mol-
tiplicatori. Se r̃ è un estremale (per esempio un minimo) per il problema
vincolato originario, allora esiste un λ̃ tale che (r̃, λ̃) è stazionario (anche
se non necessariamente dello stesso tipo) per la lagrangiana. Il metodo dei
moltiplicatori di Lagrange ci dà una condizione necessaria ma non sufficiente
per l’ottimizzazione nei problemi vincolati.
Gli ingredienti del problema di estremo vincolato in R2 ad esempio, sono due
funzioni K, J il cui dominio è R2 e i cui valori sono reali. Tale problema
equivale a considerare la linea di livello

{(x, y) ∈ R2 | K(x, y) = 0} (3.1.2)

e trovare i punti in cui

la restrizione di J a tale linea è massima, oppure minima. (3.1.3)

La regola dei moltiplicatori di Lagrange, fornisce una strategia risolutiva. La
regola si fonda sulla seguente proprietà:

∇K(x, y) = 0 implica K(x, y) ̸= 0.
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(cioè sulla proprietà che la linea di livello non contenga punti critici) e dice che
le soluzioni di 3.1.2, 3.1.3 x e y e un parametro aggiuntivo λ il moltiplicatore
di Lagrange verificano:

∇J(x, y) = λ∇K(x, y) K(x, y) = 0

In particolare le soluzioni x, y rendono il gradiente di J parallelo al gradiente
di K. Sappiamo già che il gradiente di una funzione di x e y è ortogonale alle
linee di livello della funzione medesima. In altri termini la regola di Lagrange
dice che i punti soggetti a 3.1.2 e 3.1.3 sono tra quelli in cui il gradiente di J
è puramente ortogonale alla linea di livello di K cioè in cui la linea di livello
di J è tangente alla linea di livello di K .

Il prossimo teorema sui moltiplicatori di Lagrange permette di estendere le
considerazioni in un contesto più generale. Prima di andare a dimostrare il
teorema introduciamo gli “ingredienti” come il funzionale A e il funzionale
P per funzioni di una variabile r, di cui il primo rappresenterà il vincolo e il
secondo è da minimizzare. δA e δP rappresentano rispettivamente le varia-
zioni prime dei due funzionali. Per comprendere tale concetto consideriamo
un funzionale ad esempio A che dipende da un’altra funzione r. La variazione
di A rispetto a una piccola variazione di r denotata con δA è definita come
segue:

δA = lim
ϵ→0

A[r(x) + ϵη(x)]− A[r(x)]

ϵ

dove η(x) è una funzione arbitraria che rappresenta la variazione di r(x) e
ϵ è un parametro che tende a zero. Analogamente per δP . Nella sezione
successiva A e P diventeranno rispettivamente l’area e il perimetro nel piano
di Gauss. Vale il seguente risultato (estensione del metodo dei moltiplicatori
di Lagrange al caso infinito dimensionale).

Teorema 3.2. Sotto ipotesi ragionevoli (esistenza delle variazioni prime) se
r0 è un minimo allora vale almeno una delle due seguenti possibilità:

1. δA(r0, v) = 0 per ogni v ∈ C∞
0

2. esiste un λ ∈ R tale che

δP (r0, v) = λδA(r0, v)

λ è il moltiplicatore di Lagrange ed è lo stesso per ogni v ∈ C∞
0

Dimostrazione. Se δA(r0, v) = 0 per ogni v ∈ C∞
0 , allora non c’è niente da

dimostrare. Supponiamo allora che esista w ∈ C∞
0 ammissibile tale che

δA(r0, w) ̸= 0.
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Poniamo

p(t, s) := P (r0 + tv + sw)

e

a(t, s) := A(r0 + tv + sw)

dove t e s variano in un intorno di zero e v una qualunque altra variazione
ammissibile. Osserviamo che

a(0, 0) = A(r0) = A0,

e

as(0, 0) = δA(u0, w) ̸= 0.

Grazie al Teorema elle funzioni implicite possiamo trovare un intorno I di 0
in R e una funzione s(t) : I → R tale che s(0) = 0 e a(t, s(t)) = A0 e ∀t ∈ I
e

s′(t) = −at(t, s(t))

as(t, s(t))
= − δA(r0, v)

δA(r0, w)
.

In altre parole è come dire che per ogni t ∈ I la funzione r0 + tv + s(t)w è
un competitore e quindi

d

dt
P (r0 + tv + s(t)w) =

d

dt
p(t, s(t)) = 0

per t = 0.
Questa è

pt(0, 0) + s′(0)ps(0, 0)

quindi

δP (r0, v)−
δA(r0, v)

δA(r0, w)
δP (r0, w) = 0,

da cui

δP (r0, v) =
δP (r0, w)

δA(r0, w)
δA(r0, v).

Osservazione 3.3. Si può osservare che il moltiplicatore di Lagrange

λ =
δP (r0, w)

δA(r0, w)

è indipendente dalla variazione v.
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3.2 Il problema isoperimetrico nello spazio di

Gauss.

Siano

Pγ2(r) = d

∫ π

0

√
r2(t) + r′2(t)e−

r2(t)
2 dt (3.2.1)

e

Area(r) = c

∫ π

0

(1− e−
r2(t)

2 )dt (3.2.2)

con c =
1

π
e d =

2√
2π

rispettivamente il funzionale “perimetro” e il funzionale

“area” di un insieme E stellato, regolare e con simmetria centrale, come
definiti nel I capitolo (pagg. 27-28) di cui r è la funzione radiale. La mappa
r : [0, 2π] → R+ ed è periodica: r(0) = r(2π), Lipschitziana. Prendiamo in
considerazione il problema di minimo vincolato del tipo:

m = min{Pγ2(r) : r ∈ C2 e Area(r) = A0} (P )

Teorema 3.4. Sia r una funzione regolare in [0, 2π], minimo di (P ). Allora
r è soluzione dell’ equazione differenziale

d(r2 − rr′′ + 2r′2)

(r2 + r′2)
3
2

− dr2√
r2 + r′2

− λc = 0.

Dimostrazione. In accordo con il teorema 4.6 consideriamo il funzionale

F (r) = Pγ2(r)− λArea(r) (3.2.3)

con P (r) e A(r) come in (3.2.1) e (3.2.2).
Nel caso in cui r(t) costituisca un estremo del funzionale (massimo o minimo)
deve necessariamente risultare:(

d

dε
F (r + εφ)

)
ε=0

= 0 (3.2.4)

cioè deve annullarsi la variazione prima del funzionale in r(t). A questo punto
esplicitiamo l’espressione in (3.2.3):

d

∫ π

0

√
r2(t) + r′2(t)e−

r2(t)
2 dt− λc

∫ π

0

(1− e−
r2(t)

2 )dt.

La derivata rispetto a ε può essere portata sotto il segno di integrale e,
sottintendendo la dipendenza da t, si può scrivere:

d

∫ π

0

d

dε

√
(r + εφ)2 + (r + εφ)′2e−

(r+εφ)2

2 dt︸ ︷︷ ︸
A

−λc

∫ π

0

d

dε
(1− e−

(r+εφ)2

2 )dt︸ ︷︷ ︸
B

.

(3.2.5)
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Sviluppiamo il primo termine della differenza:

A = d

∫ π

0

d

dε

(√
(r + εφ)2 + (r + εφ)′2

)
e−

(r+εφ)2

2 dt︸ ︷︷ ︸
C

+

+ d

∫ π

0

√
(r + εφ)2 + (r + εφ)′2

d

dε
e−

(r+εφ)2

2 dt︸ ︷︷ ︸
D

.

(3.2.6)

C = d

∫ π

0

1

2
√

(r + εφ)2 + (r + εφ)′2
d

dε

[
(r + εφ)2 + (r + εφ)′2

]
e−

(r+εφ)2

2 dt,

D = −d

2

∫ π

0

√
(r + εφ)2 + (r + εφ)′2

d

dε
(r + εφ)2e−

(r+εφ)2

2 dt.

Dal fatto che:(
d

dε

[
(r + εφ)2 + (r + εφ)′2

])
ε=0

= 2rφ+ 2r′φ′

si ha:

C = d

∫ π

0

rφ+ r′φ′
√
r2 + r′2

e−
r2

2 dt . (3.2.7)

Dal fatto che: (
d

dε
(r + εφ)2

)
ε=0

= 2rφ

si ha:

D = −d

∫ π

0

√
r2 + r′2rφe−

r2

2 dt . (3.2.8)

Consideriamo il secondo termine della (3.2.5):

B = −λc

2

∫ π

0

d

dε
(r + εφ)2e−

(r+εφ)2

2 dt

quindi:

B = −λc

∫ π

0

rφe−
r2

2 dt . (3.2.9)

Mettendo insieme B, C e D e scrivendo i vari termini si ha:

−d

∫ π

0

√
r2 + r′2rφe−

r2

2 dt+ d

∫ π

0

rφ+ r′φ′
√
r2 + r′2

e−
r2

2 dt− λc

∫ π

0

rφe−
r2

2 dt = 0
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Mettendo in evidenza φ si ottiene:∫ π

0

(
−dr

√
r2 + r′2e−

r2

2 +
dr√

r2 + r′2
e−

r2

2 − λcre−
r2

2

)
φdt+

+ d

∫ π

0

(
r′√

r2 + r′2
e−

r2

2

)
φ′dt = 0

(3.2.10)

Dal procedimento di integrazione per parti e tenendo conto che φ è a sup-
porto compatto in [0, π] supponendo quindi che l’insieme sia centralmente
simmetrico si ha che:∫ π

0

(
r′√

r2 + r′2
e−

r2

2

)
φ′dt = −

∫ π

0

(
r′√

r2 + r′2
e−

r2

2

)′

φdt

allora la 3.2.10 diventa:∫ π

0

(
−dr

√
r2 + r′2e−

r2

2 +
dr√

r2 + r′2
e−

r2

2 − λcre−
r2

2

)
φdt−

− d

∫ π

0

(
r′√

r2 + r′2
e−

r2

2

)′

φdt

(3.2.11)

l’espressione 3.2.11 vale per ogni φ ∈ C∞
0 . Dal Lemma Fondamentale del

Calcolo delle Variazioni si deve avere:

−dr
√
r2 + r′2e−

r2

2 +
dr√

r2 + r′2
e−

r2

2 − λcre−
r2

2 − d

(
r′√

r2 + r′2
e−

r2

2

)′

︸ ︷︷ ︸
E

= 0

Calcolando la derivata in E e semplificando si ha:

−dr
√
r2 + r′2e−

r2

2 +
dr√

r2 + r′2
e−

r2

2 − λcre−
r2

2︸ ︷︷ ︸
F

− d

dt

dr′√
r2 + r′2

e−
r2

2 +
drr′2√
r2 + r′2

e−
r2

2︸ ︷︷ ︸
G

= 0.

(3.2.12)

Il primo termine di G è uguale a

−d(r′′(r2 + r′2)− r′(rr′ + r′r′′))

(r2 + r′2)
3
2

.

Raggruppando i termini nel seguente modo: il primo termine di G con il
secondo termine di F si ha:

dr(r2 − rr′′ + 2r′2)

(r2 + r′2)
3
2

,
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raggruppando il primo termine di F e il secondo di G si ha:

− drr2√
r2 + r′2

.

A questo punto mettendo insieme tali termini e semplificando r otteniamo
un’equazione differenziale del secondo ordine in r con parametro reale λ.

d(r2 − rr′′ + 2r′2)

(r2 + r′2)
3
2

− dr2√
r2 + r′2

− λc = 0 (3.2.13)

Osservazione 3.5. L’equazione differenziale del secondo ordine si può ricon-
durre ad un sistema di due equazioni del primo ordine introducendo come
variabile ausiliare s e portando l’equazione in forma normale;{

s = r′

(r′′) = s′ = − (s2+r2)
3
2 λc+(dr2−2d)s2+dr4−dr2

dr

(3.2.14)

Osservazione 3.6. Si può osservare che con r = cost = r0 nell’equazione
3.2.13 si ha:

dr20
r30

− dr20
r0

− λc = 0

Supponendo r0 ̸= 0, λ = −d(r20 − 1)

cr0
. Ovvero l’equazione è verificata dalle

funzioni radiali delle circonferenze, per opportuni valori di λ

3.3 Simulazioni numeriche con l’utilizzo del

software MATLAB - Mathworks

Si può cercare di risolvere il sistema (3.2.14) anche per via numerica, utiliz-
zando il software MATLAB.
Il risolutore standard di MATLAB per ODE è la funzione ode45. Tale
funzione implementa il metodo di Runge-Kutta con un passo tempo variabile
per calcolare in maniera efficiente la soluzione. ode45 è stato progettato per
gestire il seguente problema generale

dy

dt
= f(t, y), y(t0) = y0

dove t è la variabile indipendente y è il vettore delle variabili dipendenti
incognite e f(t, y) è una funzione di t e x. Il problema è ben posto quando il
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vettore delle funzioni sul lato destro dell’equazione precedente è definito e le
condizioni iniziali y = y0 al tempo t0 sono date.
Nel metodo di Runge-Kutta otteniamo la soluzione di yi a vari valori di ti nel
range tra t0 e tn, il valore intermedio viene calcolato internamente da ode45.
La formula base del metodo di RK4 è data da:

yn+1 = yn +
1

6
(K1 + 2K2 + 2K3 +K4)h

tn+1 = tn + h

per n = 0, 1, 2, 3, . . . dove

K1 = f(tn, yn),

K2 = f

(
tn +

h

2
, yn + h

K1

2

)
,

K3 = f

(
tn +

h

2
, yn + h

K2

2

)
,

K4 = f(tn + h, yi + hK3).

Nelle precedenti equazioni yn+1 è l’approssimazione di y(tn+1) con il metodo
di RK4 e il successivo valore yn+1 è determinato sommando al valore presente
yn la media pesata dei quattro incrementi, dove ogni incremento è il prodotto
dell’ampiezza dell’intervallo h, e da una pendenza stimata, specificata dalla
funzione f al membro di destra dell’equazione differenziale. K1 è la pen-
denza all’inizio dell’intervallo usando y; K2 è la pendenza nel punto medio
dell’intervallo, usando y e K1; K3 è la pendenza nel punto medio, usando y
e K2; K4 è la pendenza alla fine dell’intervallo, usando y e K3.
Il metodo RK4 è del quarto ordine, significa che errore locale di troncamento
è dell’ordine di O(h5), mentre l’errore totale è dell’ordine di O(h4).

3.3.1 La function per il sistema ODE

Per implementare il sistema di due equazioni differenziali (3.2.14) abbiamo
creato una function di nome Eulero(n).m dipendente da tre variabili t, y, l
dove t è la variabile indipendente, y la funzione sconosciuta, l che corrisponde
al parametro λ il moltiplicatore di Lagrange.

f unc t i on dydt = Eulero n ( t , y , l )
c=1/pi ;
d=2/ sq r t (2∗ pi ) ;
dydt=[y (2) ; − ( ( y(2)ˆ2+y (1 )ˆ2 )ˆ (3/2 )∗ l ∗c+ . . .

(d∗y(1)ˆ2−2∗d)∗y(2)ˆ2+d∗y(1)ˆ4−d∗y (1 )ˆ2 )/ ( d∗y ( 1 ) ) ] ;
end
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3.3.2 Lo script per risolvere il sistema ODE

Per risolvere il sistema di due equazioni differenziali del secondo ordine,
dobbiamo digitare sul prompt di MATLAB il seguente comando:

[ t , y]=ode45 (@( t , y ) Eulero n ( t , y , −3 .76) , tspan , y0 )

• Eulero n

è il nome della funzione Mfile usato per valutare il sistema delle due
equazioni (3.2.14).

• tspan

è il vettore che definisce i limiti iniziale e finale di integrazione, cos̀ı
come quanto vogliamo che siano grandi i nostri passi temporali.

• y0

è il vettore delle condizioni iniziali.

3.3.3 Risultati e simulazioni numeriche

Per vari valori di λ abbiamo “plottato” le soluzioni:

Figura 3.1: Coefficienti del metodo RK4
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• nel piano polare (r, t),

• nel piano “reale” (x, y).

Osservazione 3.7. Si può osservare dalla 3.7 che per λ = −3.76 e con il
punto iniziale y0 = (2, 0) ritroviamo il cerchio nel piano di Gauss in R2; ciò è
assicurato da un calcolo diretto con l’equazione (3.2.13). Nel caso del cerchio
infatti r′ = 0, r′′ = 0 l’equazione si riduce a:

dr2

(r2)3/2
− dr2

r
− λc = 0,

dr2

r3
− dr2

r
− λc = 0,

ovvero
d

r
− dr − λc = 0.

Supponendo il punto iniziale (r, r′) = (2, 0),

d

2
− 2d− λc = 0

λ risulta essere uguale a −3

2

d

c
=−−3π√

2π
≃ −3.76.

Figura 3.2: Soluzione del sistema con λ = −3.76 e y0 = (2, 0).

Osservazione 3.8. Abbiamo notato che nel caso di λ negativo si possono
ottenere come soluzioni circonferenze e altri tipi di soluzioni chiuse che non
si intersecano, in particolare per i valori di λ = −2.8 e λ = −1.8443333 (vedi
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fig. 3.8).
Si può osservare inoltre che, nel caso di λ positivo, si hanno soluzioni a più
“petali” che si autointersecano rispettivamente con 3, 4, 7, 10 e 16 petali
(vedi figg. 3.4, 3.5 e seguenti). Tali soluzioni sono state descritte anche in [1]
e in [21].

Figura 3.3: Soluzione del sistema con λ = −2.8 e y0 = (2, 0) e con λ =
−1.8443333 e y0 = (3, 0).
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Figura 3.4: Soluzione con 3 “petali”.

Figura 3.5: Soluzioni con 4 “petali” e con 7 “petali”.
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Figura 3.6: Soluzioni con 10 “petali” e con 16 “petali”.

3.4 Dall’equazione di Euler-Lagrange ad una

sua “riscrittura”

In questo paragrafo andiamo a riscrivere l’equazione di Euler-Lagrange in
una forma per certi aspetti più geometrica che mette in relazione la curvatura
euclidea e il prodotto scalare tra il versore normale e la curva parametrizzata.
Introduciamo a tal proposito:

• : γ la curva.

• : N la normale esterna.

• : Ke la curvatura euclidea.

Teorema 3.9. L’equazione in (3.2.13) può essere riscritta nella forma

Ke − (N(t), γ(t)) = costante (3.4.1)

Dimostrazione. Dalla (3.2.13) e seguenti, generalizzando ovvero se conside-
riamo una misura con densità generica della forma e−Φ si ha:

F ′(0) =

∫ π

0

rφ+ r′φ′
√
r2 + r′2

eΦ(r)dt+

∫ π

0

√
r2 + r′2eΦ(r)Φ′(r)φdt. (3.4.2)
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L’equazione (3.4.2) può essere riscritta come somma di tre parti∫ π

0

φ
r√

r2 + r′2
eΦ(r)dt︸ ︷︷ ︸

A

+

∫ π

0

r′√
r2 + r′2

eΦ(r)φ′dt︸ ︷︷ ︸
B

+

∫ π

0

φ
√
r2 + r′2Φ′(r)eΦ(r)dt︸ ︷︷ ︸

C

(3.4.3)
Il caso Φ = 0 (nel piano euclideo)

F ′(0) =

∫ π

0

φ
r√

r2 + r′2
dt+

∫ π

0

r′√
r2 + r′2

φ′dt. (3.4.4)

Utilizzando la formula di integrazione per parti si ha:

F ′(0) =

∫ π

0

φ

[
r√

r2 + r′2
− d

dt

r′√
r2 + r′2

]
dt. (3.4.5)

Nel Caso Generale si ha:

B = −
∫ π

0

φ

[
r′√

r2 + r′2
eΦ(r)

]′
dt

= −
∫ π

0

φ
d

dt

[
r′√

r2 + r′2

]
eΦ(r)dt−

∫ π

0

φ
r′√

r2 + r′2
eΦ(r)Φ′(r)r′dt.

(3.4.6)

Raggruppando tutti i termini si ha:

F ′(0) =

∫ π

0

φ

[
r√

r2 + r′2
− d

dt

r′√
r2 + r′2

]
eΦ(r)dt

+

∫ π

0

[
√
r2 + r′2Φ′(r)− r′2√

r2 + r′2
Φ′(r)

]
eΦ(r)dt.

(3.4.7)

Ora

r√
r2 + r′2

− d

dt

r′√
r2 + r′2

=
r√

r2 + r′2
− r′′(r2 + r′2)− r′(rr′ + r′r′′)

(r2 + r′2)
3
2

=
r(r2 + r′2)− (r′′r2 + r′′r′2 − r′2r − r′2r′′)

(r2 + r′2)
3
2

=
r(r2 + r′2 − r(rr′′ − r′2

(r2 + r′2)
3
2

=
r(r2 + r′2 − rr′′ + r′2)

(r2 + r′2)
3
2

= rKe.

(3.4.8)
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Con Ke abbiamo indicato la curvatura euclidea del nostro insieme.
Ora calcoliamo il termine

√
r2 + r′2 − r′2√

r2 + r′2
.

Tale termine risulta essere uguale a

r2√
r2 + r′2

.

Se in particolare consideriamo il caso della misura di Gauss, prendiamo

Φ(r) = −r2

2
, con derivata Φ′(r) = −r. Il secondo termine della (3.2.10)

diventa ∫ π

0

φ

[
−
√
r2 + r′2r +

r′2√
r2 + r′2

r

]
e−

r2

2 dt, (3.4.9)

ovvero

−
∫ π

0

φ
r2√

r2 + r′2
re−

r2

2 dt.

A questo punto non ci rimane altro che far vedere che

r2√
r2 + r′2

= (N(t), γ(t)) (3.4.10)

dove N(t) e γ(t) sono il versore normale alla curva che racchiude il nostro
insieme e γ(t) la curva rispettivamente.
Parametrizzando γ nella forma (r(t) ·cos t, r(t) · sin t) con t ∈ [0, π], possiamo
calcolarci dapprima il versore tangente alla curva che è uguale a

T (t) = (r′ · cos(t)− r · sin(t), r′ · sin(t) + r · cos(t))
con t ∈ [0, π] e successivamente il versore normale che è uguale a

N(t) =
(r′ · sin(t) + r · cos(t), r · sin(t)− r′ · cos(t))√

r2 + r′2

Ora facendo il prodotto scalare tra N e γ otteniamo che

(N(t), γ(t)) =
r2√

r2 + r′2

Utilizzando la (3.2.9) e mettendo insieme i risultati si ha:∫ π

0

rKeφe
− r2

2 dt−
∫ π

0

(N(t), γ(t))rφe−
r2

2 dt = λ

∫ π

0

rφe−
r2

2 . (3.4.11)
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Dato che φ è a supporto compatto dal Lemma Fondamentale del Calcolo
delle Variazioni si ha che :

Ke − (N(t), γ(t)) = λ = costante. (3.4.12)

Osservazione 3.10. Si può ora mostrare che le funzioni radiali delle circon-
ferenze con centro l’origine sono soluzioni dell’equazione (3.4.12). Sia r ≡ r0
la funzione radiale di una circonferenza con centro nell’origine di raggio r0
allora la sua curvatura sarà costante

Ke = cost =
1

r0
.

Non è difficile provare che il prodotto scalare tra il versore normale alla curva
e la curva stessa si mantiene costante al variare del punto sulla curva, e risulta
essere uguale a:

(N(t), γ(t)) = r0 ∀ t ∈ [0, 2π)

Figura 3.7: In questa immagine si può vedere come il prodotto scalare tra i
vettori N(t) e γ(t) si mantenga costante

Passiamo ora a far vedere che le funzioni radiali delle rette non per l’origine
sono soluzioni dell’equazione (3.4.12). La curvatura euclidea Ke di una retta
è uguale a zero mentre il prodotto scalare (N(t), γ(t)) si mantiene costante
in quanto corrisponde alla lunghezza della proiezione del vettore γ(t) lungo
il vettore normale alla retta come si può osservare dalla figura 3.8.
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Figura 3.8: In questa immagine si può vedere come il prodotto scalare tra
i vettori e1 = N(t) e γ(t) si mantenga costante e risulta essere uguale alla
lunghezza OP
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Capitolo 4
Teoremi di Esistenza

“Il metodo diretto del calcolo delle variazioni consiste nel dimostrare
l’esistenza del minimo o del massimo di un funzionale direttamente, senza

passare attraverso l’equazione di Eulero-Lagrange.”
David Hilbert

4.1 Il procedimento dei Metodi Diretti

In questo capitolo vogliamo provare l’esistenza di un minimo per un certo
funzionale per una classe di funzioni radiali “ammissibili”. Per determinare
l’esistenza di tale minimo useremo il procedimento che va sotto il nome dei
Metodi Diretti, che qui ricordiamo. I metodi diretti si contrappongono ai loro
antecedenti (in antitesi chiamati talvolta indiretti) poichè prescindono affatto
non solo dall’equazione di Jacobi, ma anche dall’equazione di Euler-Lagrange
di cui abbiamo parlato nei precedenti capitoli. Essi si pongono un obiettivo
diverso considerato primario oggi: garantire a forza di mera inferenza che
estremanti (minimizzatori oppure massimizzatori) di funzionali variazionali,
aventi forma chiusa oppure soddisfacenti idonee ipotesi, esistono effettiva-
mente. Una prova di esistenza, non la fabbricazione né l’identificazione di
estremanti è il loro fine. I metodi diretti sono basati su pochi capisaldi dell’a-
nalisi funzionale: la compattezza di insiemi di funzioni, la semicontinuità di
funzionali e un ragionamento, il quale è riassunto in ultima analisi dal teore-
ma di Weierstrass. Diamo ora una definizione che ci sarà utile nel prosieguo
della trattazione. Sia assegnato un funzionale I : U → R con U sottospazio
di uno spazio topologico T ; diremo che I è sequenzialmente semicontinua
inferiormente per successioni rispetto alla topologia τ , definita in U se per
ogni successione (uh)h contenuta in U , convergente ad una funzione uo nella
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topologia τ , si ha
I(u) ≤ lim inf

h→∞
I(uh).

Consideriamo il funzionale I definito in U , dotato della topologia τ. Con il
procedimento dei metodi diretti si affronta il seguente problema

Inf{I(u), u ∈ U} = M.

Il procedimento dei Metodi Diretti consiste dei seguenti passi:

(a) provare che l’estremo inferiore M di I in U è finito;

(b) provare l’esistenza di una successione minimizzante di I in U , cioè una
successione (uh)h tale che

M = lim
h→∞

I(uh),

che converge o ammette una sottosuccessione convergente ad una fun-
zione uo ∈ U nella topologia τ. (Condizione di compattezza)

(c) garantire la semicontinuità del funzionale I.

Quando tutte queste condizioni sono soddisfatte, si ottiene

I(uo) ≤ lim inf
h→∞

I(uh) = M

e segue che uo è un minimo di I in U .
Il successo, se cos̀ı si può dire, di un metodo diretto dipende da una buona
combinazione di tre ingredienti: un funzionale variazionale I, uno spazio di
funzioni in competizione, la topologia τ definita in U . Il primo deve avere
buone proprietà, la seconda occorre cos̀ı capiente da catturare le estremanti
giuste, la terza deve essere azzeccata a dovere. In particolare, bisogna che la
topologia di U :

• sia da un lato abbastanza debole da rendere lo spazio di funzioni U
compatto, più la topologia è debole, maggiore è la possibilità che un
ambiente diventi compatto;

• sia dall’altro lato abbastanza forte da rendere I semicontinuo, più la
topologia è forte, maggiore è la possibilità che un funzionale diventi
semicontinuo.
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4.2 Una dimostrazione di esistenza per una

certa classe di funzioni

In questa sezione vogliamo provare l’esistenza di un minimo per il fun-
zionale di tipo perimetro con area fissata per la classe di funzioni radiali
“ammissibili”

X = {r : [0, 2π] → R+, r ∈ W 1,p([0, 2π])}.

Possiamo dare un’ ipotesi di simmetria su r ad esempio l’ essere periodica di
periodo π ovvero, tradotto in formule, r(t) = r(t + π) ∀t. Inoltre dotiamo
l’insieme X della topologia τ forte su r e debole sulle derivate.

Definizione 4.1. Una successione rj ∈ X si dice τ -convergente a r ∈ X se

∥rj − r∥LP → 0,

e
r′j ⇀ r′.

Per determinare l’esistenza del minimo utilizzeremo il procedimento dei me-
todi diretti, richiamato nella sezione precedente.
Per fissare le idee date m,M,L > 0, definiamo

Xm,M
L = {r ∈ X|m ≤ r(t) ≤ M, r è Lipschitziana in [0, 2π]

con costante di Lipschitz L}.
Dal punto di vista geometrico fanno parte di questo insieme le funzioni radiali
di insiemi che contengono un disco di raggio m, sono contenute in un disco
di raggio M , e hanno frontiera Lipschitziana.
Dobbiamo risolvere il problema

Inf{Pγ(r) : A(r) = α, r ∈ Xm,M
L } = I.

dove Pγ(r) e A(r) sono rispettivamente il funzionale perimetro gaussiano per
la classe di funzioni radiali e il funzionale area gaussiana.
Scriviamo un’ osservazione che ci sarà utile nel seguito della trattazione:

Osservazione 4.2. Sia αj una successione in R. Se da ogni sottosuccessione
di αj si estrae una sottosuccessione convergente ad α allora αj → α

Dimostrazione. Sia ᾱ = lim supαj allora esiste una sottosuccessione αjk → ᾱ
ma per ipotesi da ajk estraggo una sottosuccessione αjkl

→ α e quindi si ha
che il lim supαj = α. Analogamente per il lim inf αj = α.
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Proposizione 4.3. Il funzionale

A(r) =
2

cA

∫ π

0

(
1− e−

r(t)2

2

)
dt

è τ -continuo quindi in particolar modo risulterà inferiormente semicontinuo.

Dimostrazione. Sia rj, j ∈ N una successione in X, tale che rj
τ−→ r ∈ X.

Dalle proprietà degli spazi Lp si ha che ∃ una sottosuccessione rjk , tale che
rjk tende ad r q.o. in [0, 2π].
Definiamo gj : [0, 2π] → R+ come

gj(t) = 1− e−
r2j
2 .

Osserviamo che gj è uniformemente limitata, infatti

0 ≤ gj(t) = 1− e−
r2j
2 ≤ 1.

Inoltre, considerando la sottosuccessione,

gjk(t) = 1− e−
r2jk
2

questa converge q.o. a

1− e−
r2

2

poichè
rjk → r

q.o. Possiamo applicare il teorema della Convergenza Dominata dato che la
funzione 1 è sommabile in [0, 2π] e ottenere:

lim
k→∞

2

cA

∫ π

0

(
1− e−

rjk
(t)2

2

)
dt =

2

cA

∫ π

0

(
1− e−

r(t)2

2

)
dt. (4.2.1)

Dalla formula (4.2.1) possiamo dedurre che A(rj) ha una sottosuccessione
che converge ad A(r).
Torniamo ad A(rj). Sia A(rjk) una qualsiasi sottosuccessione di A(rj). Ov-
vero rjk sottosuccessione di rj.
Ora rj → r in LP ([0, 2π]) quindi rjk → r in LP . Allora rjk ha un’estratta
rjkl → r q. o. Quindi si ha che(

1− e−
r2jkl
2

)
→
(
1− e−

r2

2

)
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q.o. Ora

0 ≤

(
1− e−

r2jkl
2

)
≤ 1.

Quindi dal teorema della convergenza dominata A(rjkl ) → A(r). Dall’Osser-
vazione 4.2 si ha che A(rj) → A(r).

Ora passiamo a dimostrare la semicontinuità del funzionale perimetro; per
fare ciò si utilizzerà un risultato di semicontinuità inferiore ripreso da [69].

Proposizione 4.4. Il funzionale Pγ : Xm,M
L → R definito da

Pγ(r) =
2

cP

∫ π

0

√
r2(t) + r′2(t)e−

r(t)2

2 dt (4.2.2)

è semicontinuo inferiormente rispetto a τ

Teorema 4.5. Supponiamo che G sia un sottoinsieme aperto e limitato dello
spazio euclideo Rn, f sia una funzione definita in G ×]−∞,∞[×Rn avente
valori reali; inoltre supponiamo che valgano le seguenti altre ipotesi:

• f ≥ 0;

• f(·, u, ξ) è misurabile per ogni u in ]−∞,∞[ e ogni ξ in Rn; f(x, ·, ·)
è continua per ogni x in G;

• f(x, u, ·) è convessa per ogni x in G e ogni u in ]−∞,∞[;

• 1 < p < ∞.

Se le funzioni u,u1,u2,. . .,uk,. . . appartengono tutte allo spazio di Sobolev
W 1,p(G) e la successione u1, u2, . . . , uk, . . . converge a u debolmente in
W 1,p(G) allora

J(u) ≤ lim inf
k→∞

J(uk). (4.2.3)

Detto in altre parole J è sequenzialmente semicontinuo inferiormente
nella topologia debole.

Dimostrazione. (della proposizione 4.4) Applichiamo il teorema 4.5 con

• x = t, u = r, ▽u = u′ = r′,

• G = [0, 2π],

• f(x, u(x),▽u(x)) = f(t, r(t), r′(t)) =
√
r2(t) + r′2(t)e−

r2(t)
2 .
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• f è continua in r e r′.

• Fissati r e r′, f è costante rispetto a t e quindi è misurabile.

• f è convessa rispetto a r′.

Lo stesso teorema ci dice che se rj → r debolmente in W 1,p allora

Pγ(r) =

∫
f(r, r′)dt =

2

cP

∫ π

0

√
r2(t) + r′2(t)e−

r(t)2

2 dt (4.2.4)

verifica

Pγ(r) ≤ lim inf
j→∞

Pγ(rj). (4.2.5)

Quindi se rj
τ−→ r allora rj → r debolmente e quindi segue la formula

precedente e abbiamo dimostrato la semicontinuità inferiore del funzionale
perimetro P (r).

Per provare l’esistenza del minimo ci servirà il teorema seguente per appro-
fondimenti [45]:

Teorema 4.6. (Banach-Alaoglu). Sia E un sottoinsieme misurabile di Rn e
sia 1 < p < ∞. Siano fn ∈ Lp(E), n ∈ N, e sia c una costante non negativa
tale che

∥fn∥p ≤ c ∀n ∈ N.

Allora esiste una sottosuccessione di {fn}n∈N che converge debolmente in
Lp(E) ad una funzione f ∈ Lp(E).

A questo punto possiamo dimostrare il risultato di esistenza seguente.

Teorema 4.7. Il problema di minimo,

inf{Pγ(r) : A(r) = α, r ∈ Xm,M
L }

con 0 ≤ α ≤ 1, ha un minimante.

Dimostrazione. Sia rj una successione minimizzante di Pγ in Xm,M
L con

j ∈ N; possiamo applicare il teorema di Ascoli-Arzelà in quanto le funzioni
rj sono equilimitate ed equicontinue (equilipschitziane) dalla definizione del-

l’insieme Xm,M
L . Allora esiste un’ estratta rjk che converge uniformemente

ad r̄, inoltre m ≤ r̄ ≤ M e r̄ è Lipschitziana con costante di Lipschitz L. La
proprietà di limitatezza e di Lipschitzianità vengono ereditate da r̄ perche si
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ha convergenza uniforme, quindi in particolare r̄ ∈ Xm,M
L Ora si ha che r′jk

è una successione in Lp([0, 2π]) perchè rjk ∈ W 1,p inoltre è limitata infatti
(usando la condizione di Lipschitzianità):(∫ 2π

0

|r′jk |
pdt

) 1
p

≤
(∫ 2π

0

Lpdt

) 1
p

= L(2π)
1
p

I sottoinsiemi limitati di Lp([0, 2π]) sono debolmente compatti. Ciò segue
dal teorema di Banach-Alaoglu enunciato in 4.6 in ipotesi più generali.
Allora r′jk ha una sottosuccessione debolmente convergente ad una funzione
q in Lp[0, 2π].
Mostriamo a questo punto che la funzione q risulta essere proprio la derivata
debole di r̄ ovvero ∫

ϕ′q = −
∫

ϕr̄′ ∀ϕ ∈ C∞
0 .

Infatti, sia ϕ ∈ C∞
c ([0, 2π]); abbiamo∫ 2π

0

ϕq = lim
l→∞

∫ 2π

0

ϕr′jkldt

= − lim
l→∞

∫ 2π

0

ϕ′rjkldt

= −
∫ 2π

0

ϕ′r̄dt.

(4.2.6)

Leggendo il primo e l’ultimo termine dell’equazione (5.2.1) si ha che q = r̄′

ovvero q coincide con la derivata debole di r̄.
Abbiamo dimostrato che la successione minimizzante rj ha una sottosucces-
sione rjkl tale che: rjkl converge uniformemente a r̄ (quindi converge in Lp)

e r′jkl
→ r̄′ debolmente allora rjkl

τ−→ r̄.

Per la continuità del funzionale A si ha A(r̄) = liml→∞A(rjkl ) = α. Inoltre

Pγ(r̄) ≤ lim inf
l→∞

Pγ(rjkl )

= lim
l→∞

Pγ(rjkl ) = I = Inf{Pγ(r) : A(r) = α, r ∈ Xm,M
L }

(4.2.7)

La prima disuguaglianza segue dal fatto che il funzionale Pγ(r) è semiconti-
nuo inferiormente, mentre la prima uguaglianza segue dal fatto che rj è per

definizione una successione minimizzante. Inoltre dato che r̄ ∈ Xm,M
L si ha

che
inf{Pγ(r) : A(r) = α, r ∈ Xm,M

L } ≤ Pγ(r̄).
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Mettendo insieme le due disuguaglianze si ha:

Pγ(r̄) = inf{Pγ(r) : A(r) = α, r ∈ Xm,M
L } = Pγ(r̄).

4.3 Un teorema di esistenza nella classe degli

insiemi convessi

In questa parte dimostriamo un secondo teorema di esistenza per il problema
isoperimetrico nello spazio di Gauss nella classe degli insiemi convessi.

4.3.1 Lemma sulle funzioni radiali

Consideriamo l’insieme delle funzioni radiali di insiemi convessi centralmente
simmetrici. Sia

Y = {r : [0, 2π] → R+|r = rΩ con Ω convesso centralmente simmetrico}.

Dotiamo Y della seguente norma

∥r∥Y = sup |r|+ sup
t1 ̸=t2

∣∣r(t1)− r(t2)

t1 − t2

∣∣
tale norma induce una topologia su Y .

Fissiamo m,M con 0 < m < M , sia

Ym,M = {r ∈ Y | m ≤ r ≤ M}.

Come vedremo nel successivo teorema 4.11, questa norma è finita ∀r ∈ Y. È
conveniente a questo punto introdurre la funzione radiale di un insieme come
funzione radiale di un insieme come funzione delle variabili cartesiane di R2,
anziché della variabile angolare. Definiamo

RK(x) = max{λ > 0 | λx ∈ K} ∀x ∈ R2

funzione radiale di K corpo convesso, rispetto alle variabili cartesiane di R2.

Osservazione 4.8. Si può osservare che RK è positivamente omogenea di
ordine -1
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Dimostrazione. Sia α ∈ R+ allora si ha che RK(αx) = max{λ > 0|λαx ∈ K}
Ponendo:

λα = τ

abbiamo

RK(αx) = max

{
τ

α
|τx ∈ K

}
=

1

α
max{τ > 0|τx ∈ K} =

1

α
R(x).

(4.3.1)

Osservazione 4.9. Sia rK : [0, 2π] → R+ funzione radiale dell’angolo di un
corpo convesso K, come descritta nelle sezioni precedenti. Dire che 0 < m ≤
rK(t) ≤ M ∀t equivale a dire che mB ⊆ K ⊆ MB dove con B abbiamo
indicato la palla unitaria centrata nell’origine.
Osserviamo che esiste un legame tra le funzioni rK e RK

RK(cos(t), sin(t)) = rK(t), ∀ t ∈ [0, π] (4.3.2)

In particolare, se m ≤ rK ≤ M, allora

m ≤ RK(x) ≤ M ∀x ∈ S1.

Quindi per x ∈ R2 generico m ≤ RK

(
x

|x|

)
≤ M, ovvero:

m

|x|
≤ RK(x) ≤

M

|x|
.

Sia K ⊂ Rn si definisce l’insieme polare come l’insieme

{x∗ ∈ (Rn)∗ t.c. x∗(y) ≤ 1 ∀y ∈ K}
dello spazio duale (Rn)∗ di Rn (Vedi [61] cap. 1.6).
Sempre secondo [61] K◦ è anch’esso un corpo convesso poiché l’origine è un
punto interno a K e la funzione HK◦ : R2 → R definita da

HK◦(x) =
1

RK(x)

è la funzione supporto del polare di K. Osserviamo che Le funzioni supporto
di un corpo convesso sono convesse.

HK◦(x)

e una funzione convessa su R2 è 1-omogenea. Un fatto noto sulle funzio-
ni convesse, è che sono Lipschitziane sui sottoinsiemi compatti nel proprio
dominio [61]. Riportiamo a tal riguardo il seguente teorema,
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Teorema 4.10. Sia f : Rn → R convessa. Sia B una palla chiusa centrata
nell’origine. Allora esiste L > 0 tale che f è Lipschitziana in B con costante
di Lipschitz L e tale L dipende dal massimo di f su 2B.

Quindi
1

RK
è Lipschitziana su S1; ovvero ∃L > 0 (che dipende solo dalle

costanti m e M fissate in precedenza) tale che∣∣∣∣ 1

RK(x)
− 1

RK(y)

∣∣∣∣ < L |x− y|

ovvero ∣∣∣∣RK(y)−RK(x)

RK(x)RK(y)

∣∣∣∣ < L |x− y|

|RK(y)−RK(x)| ≤ L |x− y|RK(x)RK(y)

≤ LM2 |x− y| .
(4.3.3)

Quindi se K è un corpo convesso in R2 e RK è la sua funzione radiale

|RK(x1, y1)−RK(x2, y2)| ≤ L ·RK(x1, y1)RK(x2, y2) |(x1, y1)− (x2, y2)| .

Fissiamo ora t1, t2 ∈ [0, 2π]. Scegliamo

(x1, y1) = (cos(t1), sin(t1)) ∈ S1

(x2, y2) = (cos(t2), sin(t2)) ∈ S1.

Sfruttando il legame tra le due definizioni di funzione radiale dato tra la
(4.3.2) e la (4.3.3) si ha:

|rK(t1)− rK(t2)| ≤ L · rK(t1)rK(t2) |t1 − t2| .

Per ipotesi
K ⊆ BM allora rK ≤ M ∀t,

da cui
|rK(t1)− rK(t2)| ≤ LM2 |t1 − t2| .

Quindi abbiamo provato il seguente:

Teorema 4.11. Siano m, M > 0 e sia K un corpo convesso di R2 t.c.

Bm ≤ K ≤ BM ;

allora esiste L > 0, dipendente da m e M t.c.

|rK(t1)− rK(t2)| ≤ L |t1 − t2| . ∀t1, t2 ∈ [0, 2π]

(v.fig. 5.16)
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4.3.2 Teorema di esistenza per insiemi convessi

Enunciamo e dimostriamo a questo punto il teorema di esistenza per gli
insiemi convessi.

Teorema 4.12. Siano m,M > 0 e α ∈ (0, 1), esiste un insieme convesso K
con funzione radiale appartenente a Ym,M , centralmente simmetrico tale che

A(K) = α,

Pγ(K) = inf{Pγ(L) : L convesso con funzione radiale in Ym,M}.

Dimostrazione. Sia Kj una successione minimizzante, tale successione ha le
seguenti proprietà:

• A(Kj) = α;

• rKj
∈ Ym.M∀ j;

• Pγ(Kj) → inf{P (L) : rL ∈ Ym,M , A(L) = α}.

Dal teorema 4.11 sappiamo che la successione rj
l
è equilipschitziana, allora

esiste una sotto-successione estratta kjl uniformememte convergente per il
Teorema di Ascoli-Arzelà; sia r il limite.

Figura 4.1: Funzione radiale r(t) racchiusa tra due corone circolari m e M
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Dall’osservazione 4.9 sappiamo che Kjl è equilimitata, allora utilizzando il
Teorema di selezione di Blaschke (paragrafo 1.5), esiste un ulteriore sotto-
successione che per semplicità chiamiamo ancora Kjl → K. Da ciò segue che
r è la funzione radiale di K con K ∈ Ym,M .
Il funzionale A è continuo rispetto alla convergenza uniforme delle funzioni
radiali; quindi limA(RK) = A(K).
La successione r′kj è equilimitata in Lp([0, 2π]) per un qualsiasi fissato p > 1;
infatti (∫ 2π

0

|r′kj |
pdt

) 1
p

≤ L · (2π)
1
p

Per il Teorema di Banach-Alaoglu a meno di estrarre una ulteriore sotto-
successione r′kj → ρ debolmente dove ρ è la derivata debole di r. La parte
conclusiva della dimostrazione è analoga a quella del teorema 4.7.
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Capitolo 5
Applicazioni del problema
isoperimetrico: Il form finding

“I don’t want to undress architecture. I want to
enrich it and add layers to it. Basically like in a
Gothic cathedral, where the ornament and the

structure form an alliance”
Cecil Balmond

Un caso particolare di ottimizzazione della forma è il form finding, una stra-
tegia in cui si cerca la forma più efficiente per un determinato scopo, come
ad esempio la massimizzazione della resistenza strutturale, la minimizzazio-
ne del materiale utilizzato, o l’ottimizzazione delle proprietà aerodinamiche.
Il form finding è particolarmente rilevante in campi come l’ingegneria civi-
le, l’architettura, e il design industriale. Nel problema isoperimetrico, sia in
quello classico euclideo che in quello gaussiano cerchiamo una forma che mi-
nimizza il perimetro e mantiene costante l’area nel primo e l’area gaussiana
nel secondo.

5.1 Il form finding e il problema isoperime-

trico oggi

Cercheremo di rispondere affermativamente alla domanda sul cercare la for-
ma che meglio minimizza il perimetro nel caso gaussiano con area fissata,
limitandoci al caso piano e in particolar modo ai quadrilateri; per fare ciò
utilizzeremo alcuni software e plug in che saranno descritti meglio successi-
vamente nel corso della trattazione; dato che tali software sono utilizzati per
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la stragrande maggioranza da designer, faremo spesso riferimento a modelli
architettonici. Soffermiamoci per alcuni istanti a capire come si comportano
i computers riguardo al form finding. Al giorno d’oggi i modelli sia matema-
tici che architettonici non sono più realizzati a mano ma con alcuni risolutori
fisici, che appartengono alla categoria dei software che analizzano il compor-
tamento fisico di uno o più oggetti. Infatti, i componenti dei modelli, come
corda, membrane e carichi, sono definiti nel software insieme alle condizioni
al contorno. Il risolutore fisico analizza il modello e definisce la configura-
zione di equilibrio con o senza passaggio intermedio. La forma definita viene
quindi analizzata con la tecnica degli elementi finiti (FEM) e importata nel
software CAD. Questo processo consente quindi l’interoperabilità tra il soft-
ware e una facile gestione del modello e maggiore produttività. In effetti, i
parametri del modello sono più facili da modificare, la forza delle molle ad
esempio viene modificata da un cursore numerico quando in realtà la molla
andrebbe cambiata. Ma la facilità di gestione del modello non è il vantag-
gio più grande; l’ultima evoluzione è l’uso di algoritmi evolutivi associati
alla tecnica del form-finding per ottenere la forma migliore. Questi algoritmi
sfruttano la teoria dell’evoluzione per definire alcuni parametri che gestiscono
un obiettivo (questo argomento verrà ripreso successivamente) quindi servo-
no per gestire i parametri del modello per ottenere una soluzione migliore.
Questo metodo consente l’analisi di un numero davvero elevato di forme di-
verse in poco tempo. Un esempio è il progetto del Morpheus Hotel di Zaha
Hadid a Macao
Dal 1965 sono stati sviluppati alcuni algoritmi informatici per la ricerca della
forma con diversi metodi di definizione della forma.

• Il Metodo della Densità di Forza di H.J. SCHEK, è un metodo matri-
ciale per definire la forma di equilibrio di una struttura reticolare.

• Il Metodo del Rilassamento Dinamico di A. Day, ricerca lo stato sta-
zionario di un sistema, composto da massa concentrata collegata a una
molla, soggetto alla forza di gravità con un piccolo spostamento della
massa.

• The Multi-Body Rope Approach di A. Manuello Bertetto, ricerca lo
stato stazionario di un sistema, composto da masse concentrate col-
legate da corde inestensibili caratterizzate da un certo coefficiente di
allentamento, sotto la forza di gravità con un piccolo spostamento della
massa.

Questi metodi sono solo la versione computerizzata dei modelli reali utiliz-
zati da Gaud̀ı Otto, infatti tutti simulano il comportamento di una rete con
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Figura 5.1: Zaha Hadid, designer, architetto (1950-2016)

Figura 5.2: Morpheus Hotel l’edificio ”da sogno”
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alcuni carichi soggetta alla forza di gravità. I vantaggi di questo metodo
informatico sono la maggiore modificabilità dei parametri del modello, la ra-
pida realizzazione dei modelli e la possibilità di testare il modello con altri
software come CAD e FEM.

5.2 Progettazione Parametrica

L’idea che sta alla base di software quali Rhino e Grasshopper che utilizzere-
mo per formalizzare il problema e poi per risolverlo sull’elaboratore è quella
della progettazione parametrica. Quest’ultima è un processo di progettazio-
ne basato sulla relazione, come un algoritmo, tra alcuni dati, come i numeri.
Queste relazioni sono stabilite tra alcuni parametri di progettazione, come
quelli geometrici, e definite da alcune funzioni, come quelle matematiche.
Questo permette di modificare il progetto, la sua forma, solo con la modifica
di un parametro, mentre nella progettazione “classica”, se cambia un para-
metro, il progetto dovrebbe essere rifatto da zero. In altre parole, nel design
“classico” il modello è definito dal progettista, mentre nella progettazione
parametrica il modello è definito via software, con la relazione e i dato forniti
in input dal progettista. Pertanto, il designer ha sempre la “mente” dietro
il progetto, ma i suoi lavori diventano più concettuali perché il computer
genera il modello. Grazie alla potenza di questo metodo, la progettazio-
ne parametrica viene utilizzata in molti campi di questa, dalla manifattura
all’architettura, perché permette di generare in breve tempo diversi possi-
bili modelli. Diversi modelli significano una maggiore possibilità di trovare
migliori strutture.

Figura 5.3: Morpheus Hotel: particolare dell’interno.
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5.2.1 Il concetto alla base della progettazione parame-
trica

Ogni progetto dovrebbe rispettare alcuni parametri come ad esempio l’altez-
za massima, la superficie massima, o il rapporto tra le superfici delle finestre
e le superfici delle stanze; Pertanto, il modello è definito da un algoritmo
che genera una struttura. L’algoritmo si basa su una relazione matematica
tra gli elementi del modello che collegano i parametri con i risultati; inol-
tre la relazione matematica permette di definire una forma complessa, come
nei progetti di Zaha Hadid, difficilmente definibili con un CAD “classico”.
Pertanto, la progettazione parametrica collega esplicitamente architettura e
matematica; consente l’utilizzo della funzione per utilizzare meglio il mate-
riale. Un esempio è l’uso della catenaria, che viene definita con il coseno
iperbolico, per archi di progetto senza momenti flettenti. Grazie alla pos-
sibilità di modificare i parametri si modifica velocemente il modello perché
viene eseguita dal software. Ad esempio, possiamo immaginare le colonne di
un edificio; se nel “classico” design dovessimo cambiarne la forma, dovrem-
mo ridisegnare tutte le colonne; mentre, in parametrico progetto, cambio i
parametri delle colonne e il modello viene modificato dal software. Pertan-
to, il ruolo del progettista si condensa nella definizione delle caratteristiche
dell’oggetto costruzione, con alcune relazioni matematiche tra gli elementi e
il rispetto di alcuni parametri, mentre il modello è definito dal software.

5.2.2 Software per la progettazione parametrica

La progettazione parametrica è realizzabile solo con i computer, per que-
sto sono nati moltissimi software diversi come ad esempio Revit, ArchiCAD
e Rhinoceros. I primi due sono specifici per l’architettura, hanno molte
funzionalità specifiche per l’edificio, come la definizione dei muri e il facile
inserimento di porte e finestre, ma sono “statici” perché è difficile definire
elementi diversi da quelli predefiniti ed è davvero difficile realizzare una for-
ma complessa. Rhinoceros invece non è specifico per l’architettura, ma lo è
per il design“general”, da meccanica alla decorazione d’interni, quindi è più
“dinamico” perché è più facile modificare la forma di una struttura. Uno
dei potenti plug-in di Rhino è Grasshopper, un software di codifica visiva
per definizione della forma in Rhinoceros. Pertanto, è possibile codificare
un algoritmo parametrico progettare in Grasshopper e visualizzare il mo-
dello in Rhinoceros. Grasshopper ha vari comandi, dai più generali come
gli elementi geometrici di base ai comandi più specifici comandi più potenti
sono quelli “scientifici”, diciamo una funzione matematica, risolutori fisici e
algoritmi evolutivi. Ciò consente un più grande modificabilità dei modelli,
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infatti, Grasshopper è utilizzato da molti grandi studi di architettura, come
quello di Zaha Hadid o Foster . In questa tesi, Grasshopper viene utilizzato
per la progettazione, l’ottimizzazione della forma, quindi di seguito verranno
spiegati alcuni aspetti di questo software.

5.2.3 Alcuni esempi

Sebbene la progettazione parametrica si sia sviluppata con l’informatica, i
primi esempi in grado di farla ricondurre al disegno parametrico furono realiz-
zati XX secolo da Antoni Gaud̀ı nella progettazione della chiesa della Colonia
Güell o per la Sagrada Familia. L’artista ha costruito a modello in scala con
alcune catene e carichi in cui la lunghezza della catena e il carico erano i
parametri. Dopo la seconda guerra mondiale, il concetto di progettazione
parametrica venne sviluppato da un designer come Frei Otto, Félix Candela
e Luigi Moretti; che riportano il concetto utilizzato da Gaud̀ı per definire for-
me strutturali. Alcuni esempi sono l’Olympiastadion di Monaco di Baviera
di Frei Otto e L’Oceanografic di Félix Candela.

Figura 5.4: L’Oceanografic di Felix Candela a Valencia .

In tali progetti, la progettazione parametrica coincide con la ricerca della
forma, la definizione dell’oggetto forma che riduce al minimo l’utilizzo di
materiale strutturale sfruttando la conformazione della struttura. Con lo
sviluppo dell’informatica, la progettazione parametrica si disconnette dalla
ricerca della forma per essere utilizzata per la definizione di forme nuove e
complesse, che non necessariamente sono più efficienti. Essa diventa stru-
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mento per la ricerca di nuove forme in architettura e la nascita di una nuova
corrente architettonica chiamata Parametricismo. Alcuni esempi sono i desi-
gn di Zaha Hadid e Frank Gary come il Museo MAAXI di Roma e il Museo
Guggenheim di Bilbao

Figura 5.5: Il Guggenheim Museum in Bilbao.

5.3 Ottimizzazione matematica

Come detto prima, la progettazione parametrica si basa sull’utilizzo della
funzione matematica per definire un modello; tra le funzioni più utilizza-
te ci sono il massimo e il minimo usate per gestire alcune caratteristiche;
possiamo cos̀ı parlare di ottimizzazione matematica “L’ottimizzazione ma-
tematica è la selezione dell’elemento migliore, rispetto ad alcuni criteri, da
alcuni insiemi di alternative disponibili”. Questa, utilizza la massimizzazione
o la minimizzazione di una funzione per determinare la soluzione migliore,
quindi si dovrebbe determinare un modello matematico, composto da un in-
sieme di parametri e una funzione matematica che è chiamata anche funzione
obiettivo. Un modello di ottimizzazione è composto dalle seguenti fasi.

• Identificazione del problema: il problema dovrebbe essere analizzato,
tutti i vincoli e le variabili individuate e l’obiettivo definito.

• Rappresentazione dell’obiettivo: la funzione di tale obiettivo dovreb-
be essere definita in modo tale da trovare la soluzione migliore per il
problema,
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5.4 Grasshopper e Rhinoceros

Rhinoceros è un software CAD per la modellazione tridimensionale di su-
perfici complesse, e ha molteplici campi di applicazione, dalla progettazione
di macchine all’architettura; un esempio è il padiglione della Cina all’Expo
2015. Questo software è stato scelto per la facile gestione di forme complesse
e i suoi plug-in: Grasshopper, Galapagos e Octopus. Grasshopper consente
la definizione della forma e delle caratteristiche dell’oggetto tra diversi para-
metri, e una funzione matematica. Questo plug-in è un software di codifica
visiva; quindi, il codice è composto da diversi blocchi che spiegano diverse
azioni come generare curve, superfici, mesh o risolvere equazioni matemati-
che o operazioni booleane. Di solito, i comandi hanno alcuni parametri di
input, come le coordinate di un punto, e alcuni output, come una mesh o
una forma; si tratta della cosiddetta programmazione nodale.

Figura 5.6: Un blocco della programmazione in Grasshopper .

Il flusso del codice è dato dai collegamenti tra i diversi blocchi. Le interfacce
software ricordano un circuito elettrico, dove i collegamenti sono rappre-
sentati con cavo e comando come componenti elettrici. Tuttavia, esiste la
possibilità di utilizzare alcuni “blocchi di codifica” che consentono di scrive-
re un codice in Python o C. Questi blocchi sono utili per la gestione delle
liste o per semplificare il codice. Grazie all’interoperabilità tra Grasshopper
e Rhino la rappresentazione grafica del comando geometrico è visibile nelle
finestre di Rhino; per questa tesi Rhinoceros è stato utilizzato per
rappresentare i risultati di Grasshopper e non per generare forme.
Grasshopper è un software vettoriale, quindi ogni elemento è definito dalle
sue coordinate; questo permette una facile gestione degli elementi e la gene-
razione di liste di dati. Ad esempio, i bordi di una superficie possono essere
un elenco di linee. L’elenco dei dati è una parte fondamentale di questo soft-
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ware e ne esistono di due diverse tipologie: Elenchi e Alberi. Le liste sono
una semplice raccolta di dati, come un array. Gli alberi sono più complessi
perché sono come una lista all’interno di una lista, ogni lista è chiamata ramo
e tutti i rami creano un albero. Ad esempio possiamo considerare un cubo
suddiviso per facce, tutte le superfici delle facce creano una lista; mentre i
bordi delle facce creano un albero, dove abbiamo sei rami (uno per le facce)
e ogni ramo ha quattro elementi, i bordi di una faccia.

Figura 5.7: Un blocco della programmazione in Grasshopper .

La scelta di Grasshopper per la codifica dell’algoritmo di risoluzione del pro-
blema isoperimetrico nel piano gaussiano (per i quadrilateri) e del problema
isoperimetrico nel caso classico è dovuta al fatto che questo software dispone
di numerosi plug-in per la progettazione parametrica. Sebbene richieda alcu-
ne competenze di codifica, Grasshopper è più modificabile di software come
Revit o ArchiCAD; ciò consente di definire la forma più complessa ed esegui-
re analisi più complesse. È facile comprendere la grande potenza di questo
software. In questa tesi sono stati utilizzati i seguenti plug-in: Galapagos e
Octopus, due algoritmi evolutivi per cercare la forma.

5.4.1 Progettazione parametrica con Grasshopper per
la ricerca della forma nel problema isoperimetri-
co gaussiano

Ogni progetto in generale è definito da diversi elementi come punti, linee,
superfici. Nella progettazione parametrica, le relazioni tra gli elementi, soli-
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tamente di tipo matematico che, se alcuni parametri vengono cambiati, mo-
dificano il design, da qui l’aggettivo parametrico. Il nostro problema iniziale
era quello di dotare il piano di lavoro di Rhino-Grasshoper della “densità”
giusta, quella gaussiana. Tale problema è stato affrontato e risolto utilizzan-
do Rhinocheros e Grasshoper, il primo come abbiamo detto un modellatore
3D, il secondo una plug-in parametrico-nodale. Abbiamo creato due algo-
ritmi: il primo che assume in ingresso la forma modellizzata e restituisce
il perimetro e l’area gaussiana. Il secondo, invece riesce, dato un valore di
area fissato compreso tra 0 e 1, a trovare, compatibilmente con le tolleranze
fisiche e numeriche imposte dal calcolo, la forma del quadrilatero di partenza
utilizzando la plug-in genetica Galapagos.

Il primo algoritmo è stato creato per “misurare” il perimetro gaussiano e
l’area gaussiana di una curva nel piano. La curva viene disegnata nello spazio
di lavoro di Rhinoceros, i punti vengono “pesati” secondo una gaussiana. Per
creare correttamente l’algoritmo (vedi fig.5.8) abbiamo eseguito i seguenti
passaggi.

Figura 5.8: Veduta d’insieme dell’algoritmo Area e Perimetro Gaussiano.

• “Setting one curve” da parte di Grasshopper della curva modellizzata
in Rhinoceros e definizione dell’intervallo e del range di studio della
curva per parametrizzarla.
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Figura 5.9: Generazione della geometria, parte 1.

• Per l’area gaussiana, valutazione della curva ed estrapolazione del rag-
gio corrispondente a ogni punto della curva con la funzione to polar
(polar) per calcolare la funzione radiale e la funzione

1

2π

(
1− e−

r(t)2

2

)
. (5.4.1)

Figura 5.10: Valutazione della curva, funzione to polar e calcolo della fun-
zione radiale, parte 2.

• Per il perimetro gaussiano, valutazione della curva, estrapolazione del
raggio e calcolo del vettore tangente col comando evaluate curve.

Figura 5.11: Parte 3.
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• Creazione del grafico dato dalla curva che unisce i valori trovati della
funzione (5.4.1) e misura dell’area.

Figura 5.12: Parte 4.

• Creazione del grafico dato dalla curva che unisce i valori trovati della
funzione

1√
2π

√
r2(t) + r′2(t)e−

r(t)2

2

e successivamente calcolo del perimetro con la funzione area presente
in Grasshopper.

Figura 5.13: Parte 5.

Nel ViewPort di Rhinoceros la curva scelta, l’area e il perimetro gaussiano si
presentavano come nella figura seguente.
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Figura 5.14: Curva scelta (rettangolo), area e perimetro gaussiano.

Per il secondo problema che consisteva nel “form finding” vero e proprio
abbiamo definito un algoritmo in cui in partenza ci sono le coordinate dei
punti; si considerano solo quadrilateri che sono rombi con i vertici sugli assi
di un riferimento cartesiano e con centro di simmetria nell’origine. Abbiamo
usato il blocco MIRROR e poi generato il quadrilatero utilizzando il blocco
INTERPOLA con grado = 1.

Figura 5.15: Parte dell’algoritmo “parametrico” e rappresentazione della
forma.
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Se le coordinate della forma vengono modificate, ovviamente la figura cambia.

Figura 5.16: Nuovo parametro e forma.

Questo è un semplice esempio di progettazione parametrica, ma dimostra la
potenza della progettazione. La progettazione parametrica, infatti, viene uti-
lizzata con funzioni più complesse, come la funzione massima, e il parametro,
come l’area di una superficie o la lunghezza di una curva, viene modificato
per ottenere la soluzione migliore.

5.5 Algoritmo evolutivo e ricerca della forma

A questo punto sono noti tutti gli elementi per la ricerca di forme, il riso-
lutore fisico e l’algoritmo di conteggio per elementi simili e ora dovrebbero
essere generate e analizzate forme diverse. Per generare forme diverse per
il problema isoperimetrico, è possibile modificare i parametri del generatore
di forme per ottenere la forma minimizzante. Per modificare i parametri ci
sono solo due possibilità: utilizzare un parametro casuale oppure utilizzare
un algoritmo evolutivo. La prima opzione non è cos̀ı efficiente, i parametri
vengono generati senza alcuna logica o correlazione e molti di essi sono inuti-
li, quindi c’è un grande spreco di tempo ed energie. La seconda opzione è più
interessante, i parametri vengono generati da un algoritmo evolutivo che uti-
lizza l’evoluzione per generare nuovi parametri. Dopo la prima serie di valori,
generati in modo casuale, vengono generate le serie successive. Come detto
precedentemente, gli algoritmi evolutivi utilizzano la teoria dell’evoluzione
biologica per ottenere i migliori parametri conoscendo alcune condizioni di
input. Pertanto i parametri possono essere chiamati anche geni, geni diversi
generano un genoma (come una popolazione) e ogni iterazione dell’algoritmo
genera una popolazione composta da genomi diversi. Ogni combinazione di
geni (un genoma) ha una diversa fitness della soluzione, se i geni sono imma-
ginati come le coordinate X e Y e la fitness come coordinata Z è possibile
definire un “paesaggio di fitness” in cui i picchi sono la soluzione migliore
(fig.5.17) [78].
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Il panorama dipende dall’idoneità del modello dei genomi; per ogni genoma
composto da due geni X e Y , è possibile definire la fitness del modello ovvero
le coordinate Z. In questo modo è possibile definire un punto nello spazio
tridimensionale e “disegnare” il paesaggio come un insieme di punti.

Questo paesaggio non viene valutato a priori, ma si definisce nell’iterazione
dell’algoritmo. La prima generazione ha un valore casuale di geni e la genera-
zione successiva cerca di ottenere il miglior adattamento (soluzione, cima del
picco) seguendo l’evoluzione biologica. L’algoritmo è composto dai seguenti
passaggi.

5.5.1 La Funzione Fitness

“Almeno nel calcolo evolutivo, il fitness è un concetto molto semplice. Il
fitness è ciò che vogliamo che sia.” (David Rutten).

Figura 5.17: Popolazione sul panorama fitness.

E’ possibile rappresentare anche un numero di geni n in uno spazio n + 1
dimensionale. Inizialmente il landscape viene popolato da una serie di geni
secondo una modalità casuale (fig.5.18).
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Figura 5.18: Il landscape viene popolato da una serie di geni secondo una
modalità casuale

Il genoma in questo spazio è rappresentato dai valori dei geni, per esempio
A = 0.4, B = 0.2 ai quali è associato determinato fitness (altezza). Dopo aver
gerarchizzato i fitness vengono eliminati i più bassi, per operare su quelli
rimanenti (fig. 5.19)

Figura 5.19: Dopo aver gerarchizzato i fitness vengono eliminati i più bassi,
per operare su quelli rimanenti
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Successivamente vengono fatti riprodurre i migliori genomi per creare la
successiva generazione (fig. 5.20)

Figura 5.20: Vengono fatti riprodurre i migliori genomi per creare la succes-
siva generazione

Il procedimento viene iterato provocando il popolamento dei picchi di fitness,
fino al raggiungimento del picco più alto. Il fitness ha una definizione par-
ticolarmente flessibile, è il progettista a stabilire in cosa consista in quanto
conosce il particolare problema da risolvere. Rimane da stabilire la discen-
denza del genoma. Le sue origini sono caratterizzate da un certo grado di
casualità dato dal metodo di lavoro del risolutore, tuttavia è possibile trac-
ciarne dei tratti distintivi [79]. In particolare si può notare come i discendenti
genetici risalgano seguendo il percorso di massima pendenza (fig.5.23).
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Figura 5.21: Popolazione sul panorama fitness.

Generalmente ciascun gene tende a massimizzare il proprio fitness in quanto
il risolutore remunera i fitness più alti. La via più breve per raggiungere il
più alto fitness possibile è di fatto il pendio con pendenza più elevata. In
(fig.5.23)

Figura 5.22:

è possibile osservare la rappresentazione di tutti i percorsi dei geni di maggior
successo. Si evidenzia in questo caso il legame tra risolutore e il dominio del
fitness; si dice che ogni picco rappresenta il bacino di attrazione attorno ad
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esso. La qualità del picco, e quindi della soluzione, non è proporzionale
all’area del bacino. La soluzione potrebbe risiedere nel bacino caratterizzato
da più bassa qualità, questo dipende da quale bacino venga popolato per
primo.

5.5.2 Meccanismo di selezione

Come afferma la teoria dell’evoluzione biologica, in una popolazione non
tutti gli individui riescono ad accoppiarsi; per questo motivo nell’algoritmo
dell’evoluzione dovrebbe essere considerato un meccanismo di selezione per
determinati genomi che daranno vita ad un accoppiamento. In informatica
la selezione è data da alcuni semplici meccanismi, i più utilizzati sono.

• Selezione isotropa, tutti gli individui hanno la stessa possibilità di
procreare.

• Selezione esclusiva, solo una percentuale della popolazione con la mi-
gliore adattabilità riesce ad accoppiarsi.

• Selezione parziale, quando la possibilità di accoppiarsi è direttamente
proporzionale alla forma fisica.

Pertanto, uno di questi meccanismi dovrebbe essere scelto per definire quale
genoma si accoppierà

5.5.3 Algoritmo di accoppiamento

Una volta selezionati i genomi, la coppia verrà definita. Un modo per selezio-
nare l’accoppiamento di un genoma è la distanza genomica, l’accoppiamento
può essere scelto attraverso la sua distanza dal genoma. Per una migliore
comprensione, possiamo immaginare una popolazione con solo due geni: è
possibile generare una mappa del genoma, come un grafico cartesiano con i
due geni in asse, dove la posizione del genoma è determinata dai suoi geni.
In questo semplice esempio la distanza è quella geometrica calcolata con il
teorema di Pitagora. Se scegliamo un compagno vicino ad un genoma selezio-
nato, otteniamo una prole simile al genoma, e la diversità della popolazione
diminuisce rapidamente, per cui è davvero difficile trovare una buona soluzio-
ne. D’altra parte, se scegliamo un compagno lontano dal genoma selezionato,
tanto che il compagno appartiene ad una sottospecie diversa, otterremo una
prole molto diversa dai genitori che necessitano di una diversa funzione di
fitness, due geni lontani possono appartenere a due diversi bacini di picco di
attrazione. Pertanto, il compagno per il genoma selezionato dovrebbe essere
scelto né cos̀ı vicino né cos̀ı lontano da esso.
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Figura 5.23: Mappa dei genomi

5.5.4 Algoritmo di coalescenza

Una volta create le coppie, si dovrebbe definire un algoritmo per generare la
prole, o meglio un modo per generare il gene della prole. Nel mondo digitale
ci sono due possibilità principali.

• Coalescenza crossover: se un individuo ha quattro geni, due arrivano
dal genitore A e due dal genitore B.

• Coalescenza miscelata: i geni sono una media dei geni dei genito-
ri, è possibile utilizzare una media ponderata se un genitore ha un
adattamento migliore dell’altro.

5.5.5 Fattore di Mutazione

Il meccanismo descritto in precedenza ha l’obiettivo di ridurre la diversità
di una popolazione, ma ciò può portare ad una popolazione poco resiliente.
Nel nostro caso, bassa resilienza significa bassa diversità di soluzioni e rapida
convergenza verso una soluzione che non può essere quella con alta fitness.
Per avere una popolazione più resiliente si considera un fattore di mutazione.
L’unico meccanismo che può introdurre la diversità è la mutazione. Diversi
tipi di mutazione sono disponibili nella plug in Galapagos, sebbene la natura
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dell’implementazione in Grasshopper al momento limiti la possibile mutazio-
ne alle sole mutazioni puntiformi. Prima di parlare di mutazioni, parliamo dei
grafici del genoma. Un modo generalmente utilizzato per visualizzare punti
multidimensionali su un supporto bidimensionale è disegnarli come una serie
di linee che collegano valori diversi su una serie di barre verticali. Ogni barra
rappresenta una singola dimensione. In questo modo possiamo visualizzare
abbastanza facilmente non solo punti con un numero qualsiasi di dimensio-
ni, ma anche punti con un numero diverso di dimensioni nello stesso grafico
(fig.5.24).

Figura 5.24: Grafico Mutazione 1

Se per esempio prendiamo un genoma composto da 5 geni. Questo genoma
è quindi un punto nello spazio tridimensionale che delinea questa particolare

specie. Quando G0 viene disegnato a
1

3
, significa che il valore è un terzo tra

i limiti minimo e massimo consentiti. Il vantaggio di questo grafico è che
diventa abbastanza facile individuare le sottospecie in una popolazione, cos̀ı
come gli individui solitari. Quando applichiamo le mutazioni a un genoma,
dovremmo vedere un cambiamento nel grafico, poiché ogni genoma unico ha
un grafico unico (fig.5.25).
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Figura 5.25: Grafico Mutazione puntiforme

La modifica di cui sopra mostra una mutazione puntiforme, in cui viene
modificato il valore di un singolo gene. Questo è attualmente l’unico tipo di
mutazione possibile nella plug-in Galapagos. Potremmo anche scambiare due
valori genetici adiacenti, nel qual caso otteniamo una mutazione di inversione
(fig. 5.26):

Figura 5.26: Grafico Mutazione di inversione

Le mutazioni di inversione sono utili solo quando i geni successivi hanno
una relazione molto specifica. Tende a modificare drasticamente un genoma
e quindi nella maggior parte dei casi anche a modificare drasticamente la
forma fisica. Si tratta quasi sempre di un’operazione dannosa. Due esempi
di mutazioni che non possono essere utilizzate su una specie che richiede un
numero fisso di geni sono le mutazioni di addizione (fig.5.27) e di cancellazione
(fig. 5.28).
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Figura 5.27: Grafico Mutazione di Addizione

Figura 5.28: Grafico Mutazione di Cancellazione

Esistono diversi comportamenti del fattore mutante, come:

• modificare il valore di un gene di una determinata percentuale;

• invertire il valore di due geni;

• il valore di un gene può essere impostato con l’interpolazione di due
geni adiacenti.
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5.5.6 Galapagos come plug-in di Grassoppher

Figura 5.29: Logo di Galapagos

In Grasshopper il principale risolutore evolutivo è Galapagos che si basa sui
concetti prima esaminati. Il blocco ha due collegamenti, uno con i geni della
funzione fitness e uno con l’obiettivo; questi non sono come input e output
ma sono due collegamenti con alcune parti monitorate. L’obiettivo è uno
solo, a differenza degli altri solutori evolutivi (cfr. con Octopus).

Figura 5.30: Blocco funzione presente in Galapagos che realizza l’ottimizza-
zione evolutiva
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Facendo clic sul comando si apre una finestra di comando che ha tre for-
me diverse. La prima forma riguarda le impostazioni sulla popolazione e il
meccanismo di selezione; dall’alto verso il basso abbiamo:

1. Fitness, la funzione può essere massimizzata o minimizzata.

2. Threshold, impostando una soglia è possibile definire una quantità
entro la quale l’algoritmo se trova una soluzione si ferma.

3. Max Duration limite di esecuzione, abilitato con Runtime Limits, è
la possibilità di impostare un tempo massimo di esecuzione.

4. Max stagnante, numero massimo di generazioni prima che il risolu-
tore interrompa.

5. Popolazione, numero dei genomi di ciascuna generazione superiore
alla prima.

6. Boost Iniziale, è il valore per il quale viene moltiplicata la Popolazione
per ottenere la prima generazione.

7. Maintain, è la percentuale di genomi migliori che vengono copiati in
ogni nuova generazione.

8. Consanguineità, è la percentuale di elementi di ogni nuova genera-
zione che si ottiene dagli elementi mantenuti, gli altri elementi vengono
generati casualmente.
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Figura 5.31: Finestra opzioni del comando di Galapagos

La seconda maschera è il solver , da l̀ı è possibile eseguire il risolutore e ci
sono quattro finestre con elementi diversi. I primi dall’alto mostrano l’anda-
mento dell’obiettivo al variare della generazione, quindi è possibile scegliere
la generazione migliore. La finestra in basso a sinistra mostra le mappe del
genoma e cambia ad ogni generazione. La finestra al centro è un grafico con
n assi paralleli, dove n è il numero di geni, e per ogni gene è riportato il valore
sull’asse correttivo e tutti i geni di un genoma sono collegati da una polilinea;
nell’immagine sotto i geni sono sei. Le finestre di destra contengono tutto
il genoma di una generazione, ordinato in ordine decrescente, con il valore
oggettivo; è anche possibile ripristinare ogni genoma con l’apposito pulsante.
Tutti gli altri pulsanti servono per impostare le finestre.
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Figura 5.32: Finestra solver di Galapagos

La terza scheda riguarda i dati registrati, cioè riportati per ogni generazione.

5.6 Metodo della Penalty Function

In questo paragrafo ci ricolleghiamo al problema isoperimetrico classico, e a
quello nello spazio gaussiano, argomenti della tesi, soffermandoci a trattare
le penalty function.

L’idea di usare le cosiddette funzioni di penalità esatte per la risoluzione
di problemi di ottimizzazione vincolata è stata suggerita praticamente in
contemporanea da Eremin [73] e Zangwill [85] negli anni ‘60. Da allora, tali
funzioni sono state studiate in maniera estensiva e applicate a vari problemi
di ottimizzazione non vincolata da molti ricercatori (vedi, e.g. [70], [71], [74],
[75]). L’idea principale che sta dietro l’approccio con le penalty functions
consiste nel sostituire il problema d’ottimizzazione vincolato originario,

min
x∈Rd

f(x) soggetto a gi(x) = 0, i ∈ {1, 2, · · ·m},

con il problema non-vincolato di minimizzare la funzione di penalità non
smooth:
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min
x∈Rd

Φ(x) = f(x) + λ
m∑
i=1

gi(x).

Sotto alcune ipotesi naturali questo problema con penalty è equivalente a
quello originale, nel senso che questi problemi hanno lo stesso valore “ottimo”
e le stesse soluzioni ottime, locali e/o globali, a condizione che il parametro
penalizzante λ sia sufficientemente grande (ma finito).

Osservazione 5.1. L’approccio della penalità esatta consente di ridurre i
problemi di ottimizzazione vincolata a problemi equivalenti non vincolati
e di applicare metodi numerici di ottimizzazione non vincolata a problemi
vincolati.

In questa tesi, nel problema isoperimetrico classico (piano euclideo) ab-
biamo utilizzato tale metodo mentre nel problema dei quadrilateri (pia-
no gaussiano) abbiamo usato una sua variazione, il cosiddetto “Quadratic
Penalty Method”.
Il compito che ha il problema di ottimizzazione vincolata, è quello di inserire
un termine aggiuntivo per ogni vincolo, che è positivo quando il punto cor-
rente x viola quel vincolo e zero altrimenti. La maggior parte degli approcci
definisce una sequenza di tali funzioni di penalità, in cui i termini di penalità
per le violazioni dei vincoli vengono moltiplicati per un coefficiente positivo.
Aumentando questo coefficiente, amplifichiamo le penalizzazioni (“violazio-
ni”) dei vincoli più severamente, forzando cos̀ı il minimo della funzione di
penalità più vicino alla regione ammissibile per il problema vincolato. La
funzione di penalità più semplice di questo tipo è la funzione di penalità
quadratica, in cui i termini di penalità sono i quadrati delle violazioni dei
vincoli.
L’idea principale che sta alla base del “Quadratic Penalty Method” è quella
di sostituire anche in questo caso un problema di ottimizzazione vincolata

min
x∈Rd

f(x) soggetto a gi(x) = 0, i ∈ {1, 2, · · ·m},

con un problema non-vincolato di minimo,

min
x∈Rd

Φ(x) = f(x) + λ
m∑
i=1

g2i (x).

Per quanto riguarda il problema isoperimetrico classico abbiamo implemen-
tato la funzione Penalty inserendo come vincolo la differenza tra le due aree,
quella calcolata e quella scelta, e poi abbiamo calcolato il valore assoluto di
tale quantità per sommarlo infine al valore del perimetro calcolato.
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Figura 5.33: Algoritmo risolutivo (isoperimetrico)

Nel caso euclideo se indichiamo il perimetro con z, con y l’area calcolata e
con x quella scelta, possiamo scrivere come penalty function z + |x− y|.

Figura 5.34: Particolare della implementazione della Penalty function.

Osservazione 5.2. Abbiamo scelto il fattore di penalità λ pari ad 1 con tale
valore abbiamo visto che si ha una convergenza molto veloce alla soluzione e
il vincolo si mantiene pressoché vicino al valore dell’area scelta.

Successivamente nel caso del problema dei quadrilateri (nel piano gaussiano)
abbiamo implementato la funzione penalty inserendo sempre come vincolo
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la differenza tra le due aree ma stavolta elevata al quadrato (per cercare di
avere maggiore convergenza). Ci siamo chiesti come risolvere il problema non
vincolato in presenza anche in questo caso del fattore λ.

Figura 5.35: Particolare dell’implementazione della Penalty Function risolu-
tiva.

Sia λk, k = 1, 2, · · · , una successione tendente all’infinito tale che per ogni
k, λk > 0, e λk+1 > λk.
Si può definire la funzione:

Φ(x, λ) = f(x) + λk

m∑
i=1

g2i

per ogni k bisogna risolvere il problema:

minΦ(x, λk)

ottenendo una soluzione λk.

Teorema 5.3. Sia Ω ⊆ Rn un aperto e siano f, g1, · · · , gn definite in Ω a
valori in R. Supponiamo che f e gi siano continue. Sia x ∈ Ω il minimo
globale di

min f(x) soggetto a gi(x) = 0, i = 1, · · · ,m. (5.6.1)

Supponiamo che xk, k ∈ N sia il minimo globale esatto di

Φ(x, λk) = f(x) + λk

m∑
i=1

gi(x)
2
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per una successione λk positiva e monotona crescente, tendente a +∞. Allora
ogni punto limite x∗ della successione xk è una soluzione globale del problema
di ottimizzazione vincolato (5.6.1).

Dimostrazione. Facciamo vedere che ogni punto limite x∗ della successione
xk è una soluzione globale del problema di ottimizzazione vincolato:

min f(x) soggetto a gi(x) = 0, i = 1, · · · ,m.

Supponiamo che ogni xk sia il minimo globale esatto di

Φ(x, λk) = f(x) + λk

m∑
i=1

gi(x)
2

per una successione λk positiva e monotona crescente. Vogliamo dimostrare
che ogni punto limite x∗ della successione xk è una soluzione globale del
problema vincolato.
Inizialmente si dimostra che x∗ soddisfa i vincoli gi(x) = 0.
Dato che xk minimizza Φ(x, λk), abbiamo:

Φ(xk, λk) ≤ Φ(x, λk) ∀x.

In particolare, se consideriamo x = x̄, che è il minimo globale del problema
vincolato. Quindi si ha

f(xk) + λk

m∑
i=1

gi(xk)
2 ≤ f(x̄) + λk

m∑
i=1

gi(x̄)
2.

Poiché x̄ soddisfa i vincoli gi(x̄) = 0 il termine
∑m

i=1 gi(x̄)
2 = 0, quindi

f(xk) + λk

m∑
i=1

gi(xk)
2 ≤ f(x̄). (5.6.2)

Dato che λk è positivo e monotono crescente e tende a +∞, questo implica che
per ottenere un valore f(xk) che non superi f(x̄) il termine

∑m
i=1 gi(xk)

2 deve
tendere a zero man mano che λk → ∞. Altrimenti il termine λk

∑m
i=1 gi(xk)

2

divergerebbe, contraddicendo la disequazione (5.6.2). Pertanto nel limite,
abbiamo:

m∑
i=1

gi(xk)
2 → 0

quando k → ∞. (gi(xk) → gi(x
∗))
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Quindi, per la continuità di gi, ∀x∗ punto limite della successione xk, gi(x
∗) =

0 per ogni i = 1, · · · ,m.
Dimostriamo che x∗ minimizza f(x) soggetto ai vincoli.
Poiché xk è il minimo globale di Φ(xk, λk), abbiamo:

f(xk) + λk

m∑
i=1

gi(xk)
2 ≤ f(x) + λk

m∑
i=1

gi(x)
2 ∀x, ∀k

Consideriamo un punto x che soddisfa i vincoli gi(x) = 0. Allora la disequa-
zione precedente implica:

f(xk) ≤ f(x).

Prendendo il limite per k → ∞, dato che xk → x∗, e che f è continua
otteniamo:

f(x∗) ≤ f(x)

Quindi x∗ è un minimo globale di f(x) soggetto ai vincoli gi(x) = 0
Questo conclude la dimostrazione.

5.6.1 Inizializzare Galapagos

Come gli altri componenti, aggiungiamo il nodo Galapagos al canvas (finestra
dei blocchi in Grasshopper)

• Aggiungiamo Galapagos al canvas Params→ Util → Galapagos.

Figura 5.36: Aggiungere il componente Galapagos .

Come precedentemente detto la funzione Galapagos ha due input: il
Genoma e il Fitness. Un valore fitness può essere descritto come il
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valore che si desidera ottimizzare, in questo caso la funzione penalty
(perimetro). Il Genoma è un insieme di parametri che influenzano il
Fitness. Nel nostro caso le coordinate x e y che per i quadrilateri poiché
siamo nel piano sono 8 però dato che gli insiemi devono essere simmetri-
ci possiamo ricondurci a due sole variabili. Utilizziamo Galapagos per
trovare un’approssimazione alla soluzione migliore in modo abbastanza
efficiente.

• Colleghiamo i cavi di Galapagos

Il collegamento dei cavi alle Galapagos funziona in modo un po’ diverso
rispetto ai componenti normali. Si deve collegare il filo dall’ingresso
Galapagos ai parametri, collegare il genoma al pool genetico e il fitness
all’uscita della penalty (vedi figg. 5.33, 5.38).

• Facciamo doppio click sul componente Galapagos. La finestra dell’edi-
tor si apre.

Figura 5.37: Finestra dell’editor di Galapagos

5.6.2 Galapagos: Settaggi iniziali

In questa sotto-sezione discuteremo i differenti settaggi iniziali prima
di iniziare l’ottimizzazione in Galapagos.
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Figura 5.38: Settings menu di Galapagos

• Fitness/threshold Indica se si desidera massimizzare o minimizzare il
valore. Impostando una soglia è possibile definire un valore da rilevare.
Se l’algoritmo trova una soluzione con questa soglia, si fermerà. Se si
lasca la soglia vuota, l’algoritmo continuerà indefinitamente, finché non
avrà provato tutte le opzioni o raggiungerà un limite di tempo.

Figura 5.39: Finestra che mostra la possibilità di massimizzare o minimizzare
il valore.
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• Runtime Limit Impostando un limite di tempo, è possibile definire il
tempo massimo consentito per l’esecuzione del modello.

Figura 5.40: Finestra che mostra la possibilità di impostare un limite di
tempo per l’esecuzione del modello.

Galapagos ha due tipi di algoritmi di ottimizzazione: evolutivo e an-
nealing. Noi utilizziamo il risolutore evolutivo. Questo cerca un buon
risultato e poi lo ottimizza apportando piccole modifiche al parametro.
Tuttavia, in alcuni casi, uno script viene creato con un ampio grado di
libertà che può portare a risultati inaspettati e negativi nel risolutore
evolutivo. Pertanto è possibile utilizzare il risolutore annealing. Que-
sta tesi non si occupa delle differenze tra i due risolutori, per maggiori
dettagli (cfr [David Rutten])

Figura 5.41: Risolutore Evolutivo vs Annealing solver

Continuiamo con la descrizione dei settaggi solo per il risolutore evolu-
tivo.

• Max.Stagnant Il numero massimo di generazioni che non portano a
un risultato ottimale, prima che il risolutore si fermi.
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• Popolazione Numero di opzioni che l’algoritmo dovrebbe provare pri-
ma di passare al risultato ottimizzato successivo.

• Boost iniziale Il boost iniziale può portare a risultati migliori nei casi
in cui:

– Il modello ha solo combinazioni di valori di parametri locali spe-
cifici che portano a ottimi risultati.

– Il modello ha elevati gradi di libertà e tantissime combinazioni
possibili.

• Maintain La quantità di risultati che dovrebbero essere combinati ogni
generazione per trovare nuovi risultati migliori.

• Inbreeding Il fattore di libertà dell’algoritmo di utilizzare geni molto
simili o molto diversi con cui accoppiarsi. Un fattore positivo elevato
significa che l’algoritmo utilizzerà solo geni con risultati molto simili.
Un fattore negativo elevato indica che l’algoritmo può utilizzare geni
molto diversi da combinare.

Figura 5.42: Settaggi del risolutore evolutivo.

Dobbiamo attivare la visualizzazione di tutti i geni. Nella parte supe-
riore è possibile specificare diverse impostazioni. Le prime due icone
definiscono il tipo di algoritmo che si sta utilizzando. Inoltre, si può
avviare il risolutore facendo clic su Start solver. Alla fine, ci sono
alcune opzioni per visualizzare i risultati intermedi nella finestra di
Rhino. Per calcoli rapidi ed efficienti è opportuno disattivare il display.
Tuttavia, per il nostro algoritmo attiveremo la visualizzazione di tutti
i geni, facendo clic sulla prima icona dell’orologio. Infine faremo clic su
OK: questo attiva la visualizzazione di tutti i geni intermedi.

Facendo clic su Start Solver, si vedrà che Galapagos modifica le im-
postazioni dei parametri del tuo modello e visualizzerà risultati diversi.
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Facciamo clic su Avvia risolutore, e controlliamo la visualizzazione in
Rhinoceros.

Figura 5.43: Start the solver

5.6.3 Interpretazione dei risultati

Dopo aver eseguito l’algoritmo per un certo intervallo di tempo, può
essere fermato il risolutore:

– Esegui l’algoritmo finché le modifiche tra le iterazioni non vengono
ridotte al minimo.

Il diagramma in basso a destra mostra alcune delle migliori soluzioni.
Si seleziona il risultato migliore e si fa click su Reinstate. Il risultato è
visibile nel Viewport di Rhinoceros. Se non si è ancora soddisfatti della
soluzione, si può selezionare uno dei geni e cliccare sul triangolino ac-
canto al pulsante Start Solver. Cos̀ı facendo dal genoma selezionato,
si può continuare l’algoritmo utilizzando il gene voluto.

Nelle prossime immagini abbiamo rappresentato dei risultati di Gala-
pagos e la visualizzazione dal ViewPort di Rhinoceros che cercano di
spiegare il “form finding” vero e proprio in cui in partenza ci sono le
coordinate dei punti; si considerano solo quadrilateri che sono rombi
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con i vertici sugli assi di un riferimento cartesiano e con centro di sim-
metria nell’origine. Le nostre aspettative consistevano nell’affermare
che a aree gaussiane piccole ovvero del tipo 0.1, 0.2 fino a 0.6 il rombo
si avvicinava a essere un quadrato e per aree da 0.7 in poi fino a 0.99
risultavano essere rombi allungati con una dimensione predominante
rispetto all’altra . Esse concordano con la fig.1.4 a pagina 27 e vengo-
no confermate con i risultati in Rhinoceros e in Grasshopper vedi figg.
5.44, 5.45, 5.46.

Figura 5.44: Algoritmo risolutivo. Parte relativa all’ottimizzazione
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Figura 5.45: Viewport di Rhinoceros con area gaussiana uguale a 0.9
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Figura 5.46: Vista di insieme di Rhinocheros, Grasshopper e Galapagos con
area uguale a 0.1
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5.7 Ottimizzazione vs Adattamento, Ot-

timizzazione Multi - Parametro

Dopo aver visto come l’ottimizzazione opera in Galapagos, il plug-in
“risolutore evolutivo” del programma, si potrebbe studiare qualcosa del
tipo multi-parametro. Esiste una plug-in di minor nota che si chiama
Octopus come mezzo per semplificare e spiegare i sistemi di ottimizza-
zione multiparametrica. Un’analisi di follow-up discute la capacità di
adattamento al loro interno dei sistemi di ottimizzazione.

Nel contesto matematico, l’ottimizzazione rappresenta uno degli ambiti
più affascinanti e fondamentali, dove l’arte della risoluzione di problemi
incontra la bellezza della teoria. Esso riguarda la ricerca della soluzione
ottimale in un insieme di soluzioni ammissibili, definito da vincoli e
da una funzione obiettivo. L’adattamento, d’altro canto, sottolinea la
capacità di un sistema di modificare le sue caratteristiche in risposta a
nuove condizioni o cambiamenti nell’ambiente.

5.7.1 Ottimizzazione vs Adattamento

Dal punto di vista matematico, l’ottimizzazione è un problema ben
definito che richiede la formalizzazione di un modello matematico con
vincoli e una funzione obiettivo. La sfida consiste nel trovare la solu-
zione che massimizza o minimizza tale funzione, rispettando i vincoli
imposti. L’adattamento, pur non essendo strettamente un concetto
matematico, può essere interpretato come la capacità di un modello
ottimizzato di adeguarsi a nuove condizioni attraverso l’introduzione
di nuove variabili o la modifica dei parametri esistenti.

5.7.2 Ottimizzazione Multi-Parametro

L’ottimizzazione multi-parametro rappresenta una generalizzazione del-
l’ottimizzazione classica, dove si considera un insieme di variabili deci-
sionali e un obiettivo multi-criterio. In questo contesto, la sfida mate-
matica consiste nel navigare in uno spazio decisionale multidimensio-
nale per trovare il compromesso ottimale tra vari obiettivi contrastanti,
tenendo conto di un insieme complesso di vincoli.

161



CAPITOLO 5. APPLICAZIONI DEL PROBLEMA ISOPERIMETRICO: IL FORM
FINDING

5.8 Problemi Aperti: Una prospettiva ma-

tematica

Nel campo dell’ottimizzazione, nonostante i notevoli progressi raggiun-
ti nel corso degli anni, esistono ancora numerosi problemi aperti che
sfidano la comunità matematica. Alcune delle questioni più rilevanti
includono:

– Complessità Computazionale: La determinazione della com-
plessità computazionale di specifici problemi di ottimizzazione e
la ricerca di algoritmi efficienti rappresentano una delle sfide più
grandi.

– Metodi Euristici e Algoritmi Approssimativi: Lo sviluppo
di metodi euristici e algoritmi approssimativi per risolvere proble-
mi di ottimizzazione complessi in tempi ragionevoli è un’area di
ricerca attiva e stimolante.

– Robustezza delle Soluzioni: La ricerca di soluzioni robuste
che siano resilienti ai cambiamenti e alle incertezze rimane un
problema aperto e di grande interesse.

– Ottimizzazione Multi-Obiettivo: La teoria dell’ottimizzazio-
ne multi-obiettivo, che si occupa di trovare il compromesso ot-
timale tra più obiettivi contrastanti, presenta sfide matematiche
significative.

– Integrazione di Tecniche di Apprendimento Automati-
co: L’integrazione di tecniche di apprendimento automatico e
intelligenza artificiale con metodi di ottimizzazione tradizionali
rappresenta un’area di ricerca emergente e promettente.

In conclusione, l’ottimizzazione matematica è un campo ricco e
variegato che continua a offrire opportunità immense per l’inno-
vazione e la scoperta. Nonostante i problemi aperti e le sfide
persistenti, la passione e la dedizione della comunità matematica
nel cercare soluzioni creative e efficaci ai problemi di ottimizzazio-
ne sono le forze trainanti che alimentano l’avanzamento di questa
affascinante disciplina.
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mémoire, J.Reine Angew. Math. 24 (1842) 189-250.

[66] J.Steiner, Gesammelte Werke, vol. 2, Berlin, 1882.

[67] V.N. Sudakov, B.S Tsirel’son, Extremal properties of half-
spaces for spherically invariant measures. Soviet. Math. 9
(1978) 9-18 [translated from Zap. Nauch. Sem. L.O.M.I. 41,
14-24].

[68] G.Talenti, The standard isoperimetric theorem, in handbook
of convex geometry A 73-123 North-Holland Amsterdam
1983

167



BIBLIOGRAFIA

[69] G.Talenti, A. Colesanti, P. Salani Un’introduzione al calco-
lo delle variazioni: teoria ed esercizi Unione matematica
Italiana, 2014
Design, Penalty Function and Optimization.

[70] G. Di Pillo and L. Grippo. Exact penalty functions
in constrained optimization. SIAM J. Control Optim.,
27:1333–1360, 1989.

[71] G. Di Pillo, F. Facchinei. Exact barrier function methods
for Lipschitz programs. Appl. Math. Optim., 32:1-31,1995

[72] M. V. Dolgopolik. A unifying theory of exactness of linear
penalty functions. Optim., 65:1167–1202, 2016.

[73] I. I. Eremin Penalty method in convex programming. Soviet
Math. Dockl., 8:459-462,1966

[74] J. P. Evans, F. J. Gould, J. W. Tolle. Exact penalty functions
in nonlinear programming. Math. Program., 4:72–97, 1973.

[75] P. Han, O.L. Mangasarian. Exact penalty functions in
nonlinear programming. Math. Program.,17:251-269,1979

[76] Z. Khabazi Generative Algorithms using Grasshopper,
traduzione italiana a cura di A. Marsala.

[77] A. Pugnale, M. Sassone Morphogenesis and Structural Opti-
mization of Shell Structures with the Aid of a Genetic Algo-
rithm,Journal of the Internaltional Association for Shel and
Spatial Structure, Vol.48, n155, December 2007.

[78] D. Rutten Evolutionary Principles applied to Pro-
blem Solving, Wordpress, https://ieatbugs- forbreakfa-
st.wordpress.com/2011/03/04/epatps01/

[79] D. Rutten Evolutionary Solvers: Fitness
Functions, Wordpress, https://ieatbugsfor-
breakfast.wordpress.com/2011/03/04/fitness-func- tions/

[80] D. Rutten Evolutionary Solvers: Coupling, Word-
press, https://ieatbugsforbreakfast.wordpress.
com/2011/03/04/coupling-algorithms/

[81] D. Rutten Evolutionary Solver: Colescence,
Wordpress, https://ieatbugsforbreakfast.wordpress.
com/2011/03/05/evolutionary-solver-coales-
cence-algorithms/

[82] D. Rutten Evolutionary Solver: Mutations, Word-
press, https://ieatbugsforbreakfast.wordpress.
com/2011/03/05/evolutionary-solver-mutations/

168



BIBLIOGRAFIA

[83] A. Tedeschi Architettura Parametrica, Introduzione a Gras-
shopper, Il Plug in per la modulazione generativa in Rhino,
Edizioni Le Penseur

[84] A. Tedeschi AAD Algorithms Aided Design, Brienza: Le
Penseur Publisher, 2014

[85] W. I. Zangwill. Nonlinear programming via penalty
functions. Manag. Sci., 13:344–358, 1967.

169



BIBLIOGRAFIA

170



Extratime...

I sogni emergono dall’inconscio
e quindi offrono un mezzo per capire come funziona.

I sogni appaiono quando il livello di coscienza
affonda al di sotto dell’inconscio,

una situazione che ha maggiori probabilità
di verificarsi durante il sonno.

Quando ci svegliamo il livello di coscienza aumenta e il mondo
dell’inconscio scompare.

Ma i sogni possono accadere anche quando siamo svegli.
Questi sono sogni di veglia detti “visioni”.

I sogni e le visioni sono le due chiavi dell’inconscio.

CARL GUSTAV JUNG
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