PROBLEMI DI OTTIMIZZAZIONE IN TEORIA DEL
TRASPORTO DI MASSA

GIUSEPPE BUTTAZZO

SOMMARIO. La teoria del trasporto di massa, iniziata con Gaspard Monge
(1781), si occupa dello studio dei vari modi con cui una data distribuzione di
massa puo essere trasportata in una configurazione diversa, ugualmente asse-
gnata, minimizzando un funzionale che rappresenta il costo totale del trasporto.
L’ambiente matematico naturale per questo tipo di problemi ¢ quello di uno
spazio metrico X e le distribuzioni di massa sono le misure di probabilita su
X, mentre lo stato del sistema ¢ descritto dall’equazione (alle derivate parziali)
di Monge-Kantorovich. E interessante il legame tra la teoria del trasporto e
vari problemi di ottimizzazione di forma; inoltre, facendo variare la distanza
in X in opportune classi di controlli ammissibili, si ottengono diversi modelli
di problemi di pianificazione urbana come ad esempio: la progettazione di reti
di trasporto efficienti, il trasporto di massa con fenomeni di concentrazione
(strutture ramificate) e/o di congestione (movimento di una folla), il posizio-
namento di un gran numero di punti di distribuzione in una regione urbana,
la progettazione ottima dei quartieri di una regione urbana, la determinazione
dei prezzi di pedaggio per 'utilizzazione di una rete di trasporto. Nel lavoro si
illustrano alcuni di questi esempi.

1. INTRODUZIONE

La teoria del trasporto di massa inizio con Gaspard Monge (1746-1818) che nel
1781 propose in [94] un modello per descrivere il lavoro complessivo necessario
a trasportare una quantita di massa da una data configurazione ad un’altra,
entrambe assegnate. Pill precisamente, indicando con A C R" la configurazione
iniziale della massa e con B C RY quella finale (rispettivamente déblais e remblais
nella terminologia di Monge), si tratta di determinare una funzione 7': A — B
tale che, indicando con T'(z) la posizione in cui la generica particella x € A
viene trasportata, il costo complessivo del trasporto risulti minimo. Il costo
complessivo del trasporto viene ottenuto integrando il costo elementare |x —T'(x)|
per trasportare z in 7T'(x). Si ¢ quindi ricondotti al problema di minimo

min { / |x — T'(z)|dx : T trasporta A in B}.
A

Il problema di Monge si presta immediatamente ad essere generalizzato sosti-
tuendo lo spazio euclideo con uno spazio metrico (X, d), A e B con due misure f+
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remblais
déblais

Ficura 1. Il problema del trasporto di Monge.

ed f~ aventi la stessa massa (nel seguito normalizzeremo la massa a 1 prendendo
misure di probabilita), ed il costo elementare |z — T'(x)| con un costo generale
¢(z,T(z)). In tal modo il problema di Monge diventa

(1.1) min{/c(:v,T(a:)) dft(z) : T#fT :f_}

dove la corretta definizione di trasporto di una misura in un’altra viene dato
mediante la misura immagine:

T#f*(B) = f+(T7\(B)).

E immediato osservare che per misure generiche f*, f~ la classe delle funzioni di
trasporto puo risultare vuota; ad esempio, se f* ha h atomi ed f~ ha k atomi,
con h < k, non esistono funzioni T' che trasportano f* su f~.

Analogamente, si possono costruire facilmente esempi in cui f* ed f~ sono
non atomiche ma il problema (1.1) non ha soluzione. Indicando con H! la misura
di Hausdorff unidimensionale in R?, basta infatti considerare f* = H!'LA ed

fm=1 9{1\_B+%9{1|_C’ come nella figura seguente, per avere che, se L ¢ la distanza

tra i SQegmenti A e B ed H ¢ la lunghezza dei segmenti, I'estremo inferiore dei
costi di trasporto, con ¢(x,y) = |z — y| € HL, mentre ogni funzione di trasporto
ha un costo strettamente maggiore di H L.

In generale, quando ¢(x,y) = |z —y|, non ¢’e unicita delle funzioni di trasporto
ottime come mostra ’esempio seguente in dimensione uno (detto book shifting per
'analogia con lo spostamento di volumi da uno scaffale ad un altro). Indichiamo
con L' la misura di Lebesgue su R e consideriamo f+ = 1j gL1, [~ = 1paeyLt; &
facile verificare che entramble le funzioni di trasporto T3 (z) = b+ = (traslazione)
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FicgurA 2. Una funzione di trasporto per misure atomiche.

C A B

Fi1GURA 3. Un caso di non esistenza di funzioni di trasporto ottime.
e Ty(x) = a + b — z (riflessione) sono ottime e che in modo simile si possono
costruire infinite funzioni di trasporto ottime.

Per quanto riguarda l’esistenza di funzioni di trasporto ottime nel caso di spazi
euclidei, si ha il risultato seguente, dimostrato in forma incompleta da Sudakov
[111] e ridimostrato completamente da vari autori (Ambrosio e Pratelli [11], Evans
e Gangbo [74], Caffarelli, Feldman e McCann [57], Trudinger e Wang [113]).

Teorema 1.1. Siano f*, f~ due probabilita su RY, con supporto compatto o
pit in generale con momenti del primo ordine finiti, e supponiamo che f* sia
assolutamente continua rispetto alla misura di Lebesgue. Se | - | indica la norma
euclidea in RY e c(z,y) = |z — y| si ha che il problema di Monge (1.1) ammette
una funzione T di trasporto ottima.

L’esistenza di funzioni di trasporto ottime per norme (o piu in generale per
distanze) qualsiasi, supponendo ’assoluta continuita delle misure f*, f~ & un
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problema ancora aperto; per una discussione sui casi finora noti e sulle varie
tecniche di dimostrazione usate in letteratura rinviamo a [11].

Per ovviare alla mancanza di esistenza di una funzione di trasporto ottima
Kantorovich formulo in [89] il problema di Monge (1.1) in forma rilassata, in cui
invece di una funzione di trasporto si cerca un piano di trasporto, cioe una misura
~ sullo spazio prodotto X x X avente f* ed f~ come marginali, nel senso che:

wiy=ft afy=f"

dove 7 e my sono le proiezioni da X x X sul primo e secondo fattore rispettiva-
mente. In tal modo il problema del trasporto ottimo diventa

(1.2) min{/X XC(ﬂ:’y)dv(x,y) L omiy = fT Wf’yzf‘}-

Osserviamo che, essendo (1.2) un problema di minimo per un funzionale lineare
nell’incognita 7, ed essendo lo spazio delle misure 7 ammissibili compatto per
la topologia debole* delle misure, si ottiene l'esistenza di un piano di trasporto
ottimo sotto ipotesi molto generali sullo spazio X e sul costo ¢ (ad esempio, se
X ¢ compatto e ¢ ¢ continua).

Prendendo c(z,y) = |d(z,y)|P si ottiene la distanza di Wasserstein tra due
probabilita f, g:

(1.3) W,(f,q) = min{(/

1
[d(z, y)? dv(x,y)> A g}
XxX
Se X ¢ compatto le distanze W, sono tutte topologicamente equivalenti e le
rispettive convergenze generate coincidono con la convergenza debole*.

Per le applicazioni che seguono conviene mettere in evidenza la dipendenza del
costo dalle misure f*, f~ e dalla distanza d, indicando con M (f*, f~, d) il valore
minimo del problema (1.2), in cui si fissa ad esempio c(z,y) = d(z,y).

I problemi di trasporto ottimo presentano forti legami con numerosi campi di
ricerca e relative applicazioni; citiamo ad esempio:

e ottimizzazione di forma e di densita per strutture elastiche;
approssimazione delle densita ottime;

ottimizzazione di reti di trasporto;

problemi di pianificazione urbana;

problemi di posizionamento e di irrigazione;

modelli di traffico con effetti di concentrazione e di congestione;

curve nello spazio delle misure ed applicazioni al movimento di una folla.

Nei capitoli seguenti presenteremo solo alcuni dei problemi elencati sopra, in-
sieme ai risultati piu significativi, rinviando alla bibliografia per ogni ulteriore
approfondimento.

2. OTTIMIZZAZIONE DI FORMA E DI DENSITA PER STRUTTURE ELASTICHE
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Un problema fondamentale della meccanica strutturale consiste nel determi-
nare, a parita di peso, la struttura che meglio resiste all’azione di forze esterne
assegnate. Piu precisamente, limitandoci al caso scalare di una membrana elasti-
ca, assegnata una regione di ammissibilita Q C RY | una funzione f € L*(Q), ed
una quantita m > 0, si tratta di determinare una distribuzione di massa p che
soddisfi i vincoli

supp 1 C @, /duzm
Q

e che minimizzi il funzionale di compliance
1
Clu) = —inf{/ —|Dul? dp — / fudr : ue€ C’l(Q)}.
Q2 Q

La variabile di stato u rappresenta lo spostamento verticale della membrana,
mentre la variabile di controllo y rappresenta la densita di materiale che va mes-
sa in ogni punto per ottenere la struttura migliore. Non essendoci regioni in cui
il dato u viene assegnato & necessario assumere la condizione [, 0 fdx = 0. Na-
turalmente, si possono considerare anche casi in cui si impone la condizione di
Dirichlet v = 0 su K, dove K C ) e un insieme fissato, nel qual caso si possono
considerare funzioni f € L?(Q) senza ulteriori vincoli. Inoltre, in molti problemi
le forze esterne f non sono in L?(Q) ma possono avere dei termini singolari; con-
viene considerare il caso generale f € M(Q) in cui le forze esterne sono misure
con segno su @, ed allora il problema di ottimizzazione diventa

(2.1) min{@(u) : supp p C Q, /Qdu:m}
dove
G(u):—inf{/%]Du\zdu—/udf s ue CHQ), u:OsuK}.
Q Q

Se K = () bisogna supporre fQ df = 0, mentre se K # 0 ogni f € M(Q) &
ammissibile. Va osservato che nel caso in cui f € M(Q) pud succedere che
C(p) = 400 per una larga classe di misure u, anche se con densita molto regolare;
cio ad esempio succede se f € una misura discreta e p = a(x) dx con a limitata.
Tuttavia, proprio a causa del fatto che C(u) = +o0, tali misure non modificano
il problema di minimo (2.1).

Il caso di strutture elastiche generali, in cui le forze esterne sono vettoriali, e
analogo: il termine %]Du\Q va rimpiazzato da una forma quadratica j(e(u)), dove
e(u) e la parte simmetrica della matrice gradiente Du, ed il termine di lavoro delle
forze esterne diventa | QU df. Ad esempio, nel caso di un materiale omogeneo e
isotropo si ha

(22) 3(€) = Blel + Flux(e)

dove a e 3 sono le costanti di Lamé.
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Esiste un legame molto stretto tra la teoria del trasporto di massa e 'ottimiz-
zazione delle strutture elastiche, sottoposte all’azione di una forza esterna e con
vincolo di massa. Dati () e K come sopra, conviene introdurre la semi-distanza
geodetica

do.x(z,y) =sup {|¢(z) — ¢(y)| : ¢ € LipRY), ¢ =0su K, [Dg| <1suQ}.

Nel caso K = ) e ) convesso dg x coincide con 'usuale distanza euclidea; altri-
menti dg g € la distanza geodetica su () dove non vengono contati i tratti percorsi
su K (o che iniziano e terminano su K). Indichiamo poi con Lip,(Q, K) la classe
delle funzioni 1-lipschitziane rispetto alla distanza dg k.

Se nel problema di trasporto (1.2) con ¢(x,y) = dg k(x,y) poniamo f = f* —
f~, possiamo considerare il problema duale:

(2.3) max{/udf : uELipl(Q,K)}.

Si ottiene facilmente I'esistenza di una soluzione, che viene chiamata potenziale di
Kantorovich del problema di trasporto. Tale soluzione puo essere caratterizzata
equivalentemente mediante un’equazione alle derivate parziali di tipo ellittico con
coefficienti misure, detta equazione di Monge-Kantorovich:

i) —div(pDyu)=f suRV\K
it) wu € Lip,(Q, K)
ii) |Dyu|l =1 p-q.o.

) suppu CQ,  pu(K)=0.

Per il senso preciso da dare alla derivata tangenziale D,u e per la teoria degli
spazi di Sobolev rispetto ad una misura rinviamo a [23, 25, 26]. Va osservato che
la misura p, detta densita di trasporto & una delle incognite (assieme ad u) in
(2.4); sono note varie proprieta della misura p:

(2.4)

e sc¢ f ¢ una misura allora p ¢ una misura (cfr. [23, 26]), non unica in
generale;
e se ft € L' (oppure f~ € L') allora y ¢ unica e si ha p € L (cfr. [4]);
ese felLPconl<p<+ooallorapue LP (cfr. [69, 71, 72, 74]).
Riportiamo qui i risultati principali, rinviando ai lavori [26, 23] per ogni ul-
teriore dettaglio. Limitandoci per semplicita al caso scalare si ha il risultato
seguente.

Teorema 2.1. Il problema di ottimizzazione (2.1) ha una soluzione fioy. Tale so-
luzione coincide con un multiplo della misura p che risolve [’equazione di Monge-
Kantorovich (2.4). Inoltre lo spostamento verticale uy, corrispondente alla di-
stribuzione di massa flop coincide con un multiplo del potenziale di Kantorovich
del problema di trasporto duale (2.3).

Il caso vettoriale ¢ analogo, con il sistema dell’elasticita lineare al posto dell’e-
quazione ellittica (cfr. [23, 26]).
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Il teorema precedente ci permette di rappresentare le soluzioni del problema di
ottimizzazione (2.1) come soluzioni di un problema di trasporto di massa; alcuni
esempi di densita ottime di massa sono riportati qui di seguito.
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FIGURA 5. Densita ottima per f = 2H!|{z = 0} — H'[{z = 1}
con regione di Dirichlet .

3. APPROSSIMAZIONE DELLE DENSITA OTTIME

Abbiamo visto nel capitolo precedente come la determinazione delle densita
ottime per i problemi di ottimizzazione strutturale (2.1) si riduca alla soluzio-
ne di un problema di trasporto o equivalentemente alla soluzione dell’equazione
ellittica (2.4) con coefficienti misure. Come gia osservato, 'equazione (2.4) ha
come incognite sia u che p, ed & accoppiata all’equazione eikonale |D,u| = 1.

In letteratura sono stati proposti vari metodi numerici per la risoluzione dei
problemi di ottimizzazione di forma e di ottimizzazione di densita; segnaliamo
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FIGURA 6. Densita ottima per f = H'|S — 25,4 senza regione di
Dirichlet e con ) non convesso, il complementare del cerchio.

a—.

73

A B

F1GURA 7. Densita ottima, nel caso vettoriale, per il campo di
forze f rappresentato a sinistra, senza regione di Dirichlet.

in particolare i libri recenti [2, 17, 18] ed il sito http://www.topopt.dtu.dk
dove si possono costruire numerose strutture ottime utilizzando un programma
sviluppato da M. P. Bendsge e O. Sigmund.

Presentiamo qui un’altra possibile approssimazione del problema (2.4), limi-
tandoci per semplicita ancora al caso scalare; per una trattazione piu generale
rinviamo all’articolo [24]. L’idea ¢ di considerare ’equazione ellittica

—ANu=f suQ\K
1
(3.1) u=0 suk, @zo suo@ \ K
v
nella sola incognita u, e far poi tendere p — +o00. L’operatore A, in (3.1) ¢ il
p-laplaciano

Apu = div (|Vu[P~>Vu).
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Va osservato che, a causa delle immersioni di Sobolev, non appena p > N i
termini noti f € M(Q) e le regioni di Dirichlet K qualsiasi sono ammissibili per
I'equazione (3.1). In [24] ¢ dimostrato il risultato seguente.

Teorema 3.1. Indicando con u, l'unica soluzione di (3.1) (a meno di costanti
additive nel caso K = () e fdf = 0), passando eventualmente ad una successione
estratta p, — +o0o st ha

up — u  uniformemente
(32) Vit in M@

|V, [P~2Vu, = V,u in M(Q;RY).
dove la coppia (u, ) € soluzione dell’equazione di Monge-Kantorovich (2.4) e
quindi del problema di ottimizzazione strutturale (2.1).

Nel caso vettoriale dell’elasticita I'equazione ellittica in (3.1) ¢ sostituita dal
sistema ellittico

aiv (h(efu))20, ") — 4

dove h(e) & la funzione 1-omogenea

W 1/2
h(e) = (2j(e))
ottenuta dalla forma quadratica j(e) introdotta in (2.2).
La Figura 7 e stata ottenuta mediante I’approssimazione del Teorema 3.1 nel
caso dell’elasticita. Altre configurazioni di forze e relative densita ottime sono
state studiate in [88] e sono riportate nelle Figure 8, 9, 10.

F1GURA 8. Densita ottime, nel caso vettoriale, per alcune forze assegnate.

Vale la pena segnalare due interessanti congetture sulle densita ottime nel caso
dell’elasticita, supportate dalle figure precedenti.
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L
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F1GurAa 10. Ancora altre densita ottime.

F1curA 9. Altre densita ottime.

Congettura 1. Nel caso dell’elasticita bidimensionale (cioe con N = 2), se
K = (), per ogni forza f ammissibile, cio¢ avente risultante e momento nulli, il
supporto della misura ottima ¢ un insieme semplicemente connesso. Va segnalato
che in [88] viene dimostrato che il supporto della misura ottima non pud avere
buchi di forma circolare.

Congettura 2. Nel caso dell’elasticita, per ogni forza f ammissibile e con sup-
porto compatto, il supporto della misura ottima ¢ compatto. Va segnalato che
il problema analogo nel caso scalare ha risposta positiva in quanto ¢ possibile
dimostrare che

SUPP fopt C conv(supp f).

4. OTTIMIZZAZIONE DI RETI DI TRASPORTO

Dato un dominio € e due misure di probabilitd f* ed f~ vogliamo introdurre
la nozione di rete di trasporto in ) e studiare il problema di determinare una rete
di trasporto ottima per un opportuno funzionale costo.
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Il dominio §2 puo essere visto come una regione geografica assegnata e le misure
ft ed f~ come le distribuzioni di residenti e di servizi in Q. Si tratta dunque
di determinare una rete di trasporto che trasporti in modo ottimo i residenti nei
luoghi dei servizi.

Il caso piu semplice, a cui ci limiteremo in questa presentazione, e quello in cui
si considerano reti di trasporto connesse. Per un’analisi di situazioni piu generali
rinviamo a [46]. Indichiamo con H' la misura di Hausdorff unidimensionale.

Definizione 4.1. Una rete di trasporto in ) ¢ un insieme chiuso e connesso
¥ CQ con HY(X) < +o0.

Come funzionale costo di una generica rete di trasporto Y consideriamo il
valore minimo M (f™, f~,dx) del problema (1.2), dove ds ¢ una semi-distanza
opportuna che si costruisce su 2 e relativa alla rete 3. La quantita ds(z,y)
descrive la distanza del punto x dal punto y in €2 quando nella percorrenza si
utilizza la rete X nel modo migliore; ad esempio, se X = () ed Q & convesso dy &
semplicemente la distanza euclidea, mentre se {2 non e convesso dy, ¢ la distanza
geodetica in

d(z,y) :inf{/o o/ (t)|dt : a € Lip([0,1;Q), a(0) =z, a(1) :y}.

Nel caso in cui la percorrenza su X sia gratuita, I’espressione di dy; € abbastanza
semplice: si ha

ds(z,y) = inf {d(:c,y) A(d(z,&) +d(y, &) : &,6 € E}.

Nel caso in cui si voglia invece contare la percorrenza fuori di ¥ (fatta con mezzi
propri) mediante una funzione crescente A(t) e la percorrenza su % (il prezzo del
biglietto) mediante un’altra funzione crescente B(t), definiremo

ds(z,y) = inf {A(%l(e \ %)) +B(HY(INE)) : 6 curva tra z ed y}

Ad esempio, una scelta molto naturale ¢ A(¢) = ¢ mentre molte compagnie di
trasporto urbano usano le funzioni B della Figura 11

A A

FIGURA 11. Due funzioni di prezzo B: per citta piccole (a
sinistra), per citta grandi (a destra).
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Definita la funzione dy, e il funzionale costo F(X) = M(f™, f~,ds) possiamo
considerare il problema della ricerca della rete di trasporto ottima:

(4.1) min { F(X) : X rete di trasporto in Q, H'(Z) < L}

dove il vincolo H'(X) < L esprime una limitazione naturale sulle risorse dispo-
nibili. Grazie alla definizione di rete di trasporto, si puo ottenere il seguente
risultato di esistenza (cfr. [30]).

Teorema 4.2. Per ogni f*, f~, Q, L, A, B come sopra, esiste una rete di
trasporto Yoy ottima per il problema di minimo (4.1).

Il problema della ricerca di condizioni necessarie di ottimalita per una rete
ottima Y, ¢ particolarmente interessante; gli unici risultati disponibili si hanno
nel caso in cui A(t) =t e B(t) = 0, dove il costo dei mezzi propri varia linear-
mente con la distanza percorsa mentre 1'utilizzo della rete di trasporto e gratuito.
Segnaliamo che almeno nel caso di f*, f~ limitate la regolaritd a meno di un
numero finito di punti di biforcazione sembra una proprieta che le reti ottime
Yopt debbano verificare, ma a parte qualche risultato di regolarita molto debole,
questo e ancora un problema aperto. Elenchiamo qui di seguito alcune proprieta
degli insiemi ottimi ¥,,, rinviando agli articoli [45, 46, 52, 53] per ogni ulteriore
dettaglio.

e gli insiemi X, non contengono curve chiuse;

e i punti di biforcazione di ¥,,, sono punti di incontro di tre rami di curve;

e le curve che si incontrano nei punti di biforcazione di ¥,,, formano angoli
di 120°;

e non ci sono punti di biforcazione se L ¢ piccolo per cui in tal caso Y, ¢
una curva semplice;

Riportiamo la rappresentazione grafica di ¥,, nel caso piu semplice in cui

f~ = 0 (detto problema di irrigazione), caso in cui il funzionale costo si riduce
alla distanza media da X
(4.2) F(%) = / dist (2, %) df* ().

Q

Notiamo che, a causa della presenza della regione di Dirichlet X, la condizione
0= [df = [dft— [ df non & necessaria, il che giustifica I'aver supposto f~ = 0.

Negli esempi seguenti si ¢ sempre presa T la misura di Lebesgue su €. Segna-
liamo che, anche nel caso semplificato del funzionale costo (4.2), il trattamento
numerico del problema di minimo (4.1) € molto complesso in quanto il funzionale
F(X) presenta un numero molto elevato di minimi locali, per cui ¢ richiesto 1'uso
di algoritmi di ottimizzazione globale (cfr [45]).

Se indichiamo con ¥ una rete ottima (per il funzionale distanza media (4.2))
per la lunghezza L, e interessante studiare il comportamento asintotico di X,
quando L — +o00 attraverso le misure di probabilita %J-CH_E - In [97] si dimostra
che, nel caso f* € L'(Q), tali misure convergono debolmente alla misura di
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Ficura 12. Rappresentazione di X nel quadrato di lato unitario,
per L = 0.25 (a sinistra), per L = 0.5 (a destra).

Ficura 13. Rappresentazione di > nel quadrato di lato unitario,
per L = 0.75 (a sinistra), per L = 1.25 (a destra).

probabilita p = (f*)(N*U/N/ Jo(fHWN=U/Ndz mentre i valori minimi F(3,)
sono asintotici a

CNLI/(I—N)(/(f+>(N—1)/N>N/(N_1)
Q

per un’opportuna costante Cy che dipende solo dalla dimensione N. L’unico caso
in cui la costante C'y & nota ¢ il caso bidimensionale N = 2 in cui si ha Cy = 1/4.

5. PROBLEMI DI POSIZIONAMENTO

[ problemi di posizionamento (in inglese location) sono problemi di ottimizza-
zione in cui il funzionale costo F(X) e uguale a quello in (4.2) ma la classe degli
insiemi Y ammissibili e costituita dagli insiemi discreti di n punti. Il problema &
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FiGuraA 14. Rappresentazione di > nel quadrato di lato unitario,
per L = 1.5 (a sinistra), per L = 2 (a destra).

FIGURA 15. Rappresentazione di ¥y nella palla unitaria di R? (il
punto nero ¢ il centro della palla), per L = 1 (a sinistra), per L = 2
(a destra).

quindi
min{F(Z) X CQ, #E L n}

Tali problemi intervengono ad esempio in questioni di pianificazione urbana in
cui, nota la distribuzione f* di popolazione, si vuole stabilire dove posizionare
dei punti di distribuzione (farmacie, distributori di benzina, ...) o di raccolta
(contenitori, o anche scuole, ...) in modo da minimizzare la distanza media che
i residenti devono percorrere per raggiungere il punto di X piu vicino.
L’esistenza di una configurazione ottima >, con n fissato ¢ immediata; come
nel problema precedente e interessante studiare il comportamento asintotico di
Y, per n — o0 attraverso le misure di probabilita %}COLZn. Si ha (cfr. [28])
che, nel caso f* € L'(Q), tali misure convergono debolmente alla misura di



italianPROBLEMI DI OTTIMIZZAZIONE IN TEORIA DEL TRASPORTO DI MASSA 15

FIGURA 16. Rappresentazione di ¥y nella palla unitaria di R? (il
punto nero ¢ il centro della palla), per L = 3 (a sinistra), per L = 4
(a destra).

F1GURA 17. Posizionamento ottimo di 5 e 6 punti in un disco per
fr=1

probabilita y = (f+)N/(N+1)/fQ(f+)N/(N+1)dx, mentre i valori minimi F(3,)
sono asintotici a

R [y
Q

per un’opportuna costante K che dipende solo dalla dimensione N. Nel caso
N =1si trova K; = 1/4 mentre nel caso N = 2 si ha (cfr. [96])

3log3+4
KQ:/|$|d:E:L+:0.377
B 61/2 33/4

) (N+1)/N
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dove E ¢ un esagono regolare di area unitaria centrato nell’origine. I valori di
Ky per N > 3 non sono noti e si hanno solo delle stime.

Analogamente a quanto visto per i problemi di irrigazione il trattamento nume-
rico dei problemi di posizionamento ¢ molto complesso, a causa del gran numero
di minimi locali del funzionale F(X) nella classe considerata.

Invece che determinare accuratamente i punti in 2 per raggiungere una confi-
gurazione ¥, ottima, si puo cercare di posizionare gli n punti a caso in €2, secondo
una legge P di probabilita. Si trova (cfr. [64]) che, nel caso f € LY(Q), la scelta

migliore & P = (fT)NW+D /0 (FHN N dz e si puod calcolare la media dei
valori di F'(¥), trovando per un’opportuna costante Ry che dipende solo dalla

dimensione N
(N+1)/N

TR

Nel caso random la costante Ry puo essere calcolata per ogni dimensione N, e si
trova

E(F(Y) ~ RNn—l/N</

Q

Ry =wy™T(1+1/N)
dove wy ¢ la misura della palla unitaria di R e I ¢ la funzione di Eulero. Essendo
ovviamente il valore del funzionale F' sulle configurazioni ottime pitt basso del suo
valor medio su tutte le configurazioni, si ha la stima

Ky < wi™D(1+ 1/N).

D’altro canto, non ¢ difficile ottenere anche una stima dal basso per Ky: si ha

KNZmin{/|x|dx : |E|:1}
E
-1/N N

ed essendo il minimo raggiunto per una palla, si trova la stima Ky > wy " 577,
per cui si ha
—1/N
Wy N——|—1_ N > Wy F(1+1/N)
Si ha dunque

KN:w;,l/N(1+O(1/N)) per N — +o00

da cui si ricava che per dimensioni N grandi un posizionamento random fornisce
valori (in media) equivalenti ad un posizionamento ottimo, di gran lunga piu
complesso da calcolare! Ad esempio si ha:

Ry =0.5 Ky ~0.377
R3 ~0.554 0.465 < K3 < 0.554

Il grafico seguente mostra le due curve I'(1 + 1/N) (quella superiore, corrispon-
dente al posizionamento random) e N/(N + 1) (quella inferiore, corrispondente
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alla stima inferiore per Ky ) in funzione della dimensione V; dalle stime precedenti

si ha che la quantita KNw]l\{N si trova tra le due.

20 el emem——————_ (]

Ficura 18. Le curve I'(1 +1/N) e N/(N + 1) in funzione della
dimensione N.

6. FORMULAZIONE DINAMICA DEI PROBLEMI DI TRASPORTO DI MASSA

Data una misura di probabilita “niziale” f+ ed una “finale” f~ si vuole de-
terminare una curva p(t) a valori nello spazio P(Q2) delle misure di probabilita su
Q tale che p(0) = T, p(1) = f~, e p(t) descriva dinamicamente il trasporto di
f* su f~ nel senso che la curva p(t) sia una geodetica nello spazio P(£2) munito
di una metrica di Wasserstein W), introdotta in (1.3).

In diverse applicazioni del trasporto di massa a problemi di traffico o di compor-
tamento di strutture ramificate, ¢ interessante studiare formulazioni dinamiche in
cui la metrica di Wasserstein viene perturbata in modo da favorire le concentra-
zioni di raggi di trasporto (come ad esempio nei modelli di reti di canali, idrici o
sanguigni, o di reti elettriche o informatiche, o ancora di strutture vegetali come
alberi e foglie) oppure in modo da favorire I'effetto opposto della diffusione dei
raggi di trasporto (come ad esempio nei modelli di traffico congestionato o di
movimeto di folle in situazioni di panico).

Una formulazione generale ¢ stata proposta in [31] dove, dato uno spazio me-

trico compatto (X, d), si considerano funzionali definiti sullo spazio delle curve
¢ :[0,1] — X del tipo

(6.1 50) = [ 760)0 @)

Il coefficiente J ¢ un funzionale definito su X, mentre |¢'| ¢ la derivata metrica

di ¢ definita da
(Bl = limsup L0

e—0 €
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Il teorema seguente (cfr. [31]) fornisce l'esistenza di curve ottime per § sotto
condizioni molto generali.

Teorema 6.1. Fissati xo,x1 € X supponiamo che:

i) J sia semicontinuo inferiormente in X ;

ii) J > ¢ per un’opportuna costante ¢ > 0;

i11) F(P) < 400 per almeno una curva ¢ congiungente xqo con x.
Allora esiste una curva ottima per il problema di minimo

min {F(@) : ¢(0) = zo, (1) =z1}.

Nel caso dei problemi di trasporto si considera come X lo spazio P(£2) delle
probabilita su un insieme compatto © di RY munito di una metrica di Wasser-
stein W),. Lo spazio X ¢ dunque uno spazio metrico compatto la cui topologia
¢ equivalente alla topologia debole™ su P(€). Il coefficiente J in (6.1) ¢ un fun-
zionale debolmente® semicontinuo inferiormente sullo spazio P(£2); tali funzionali
sono stati studiati estensivamente in [20, 21, 22], dove viene fornita la seguente
caratterizzazione:

900 = [ saptyam+ [ AR [ st ta))

Q
dove
e /m € una misura positiva su €2;
e i = u*+ p® ¢ la decomposizione di Lebesgue-Nikodym di p in parte
assolutamente continua e parte singolare rispetto a m;
e f(z,-) & una funzione convessa;
e > ¢ la funzione di recessione di f definita da
N CRZ))
00 _ JA )
F(w, ) = Jim T
e A, ¢linsieme degli atomi di y;
. g dus
. fQ\Au f°°(z, u*) sta ad indicare fQ\A# f2(, ghs) dlpel;
e # ¢ la misura che conta i punti;
e g(z,-) & una funzione subadditiva che verifica la condizione di compatibi-
lith f°°(z, z) = ¢°(x, 2) essendo
(z,tz)

0 R TI)
g<x7z)_1l_{% t

Casi particolarmente interessanti sono:

e i funzionali di tipo Lebesgue, in cui f(z,z) = [z[P conp > 1 e g = +o0,
per cui 'espressione di J si riduce a

J(,u):/|u|pdm se pu=u-dm
0

mentre J = 400 sulle misure p aventi parte singolare;
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e i funzionali di tipo Dirac, in cui f = +o00 e g(z,2) = |2]|* con o < 1, per
cui l'espressione di J si riduce a

J(p) = / | ()| d# = Z | ()| se p € una misura discreta
QO

€A,
mentre J = 400 sulle misure non discrete;

e i funzionali di tipo Mumford-Shah, in cui f(z,z) = [z]P con p > 1 e
g(x,z) = |z|* con a < 1, per cui 'espressione di J si riduce a

J(p) = / | P dm +/ |p(z)|* d# se p non ha parte cantoriana
0 0

mentre J = 400 sulle misure aventi parte cantoriana (cioe parte singolare
non atomica).

Utilizzando come coefficiente J nell’espressione della distanza di Wasserstein
perturbata (6.1) un funzionale di tipo Lebesgue si possono descrivere problemi
di trasporto con fenomeni di congestione, mentre mediante i coefficienti J di tipo
Dirac si possono descrivere problemi di trasporto con fenomeni di concentrazione.

Una diversa formulazione dinamica dei problemi di trasporto e stata proposta
da Brenier (cfr [36]): si considera ’equazione di continuita

ap
ot

dove ¢ = pv ¢ il vettore flusso, e tra le coppie (p,q) che verificano I'equazione
precedente si minimizza il funzionale energia cinetica

1 L gl
/ /p|v[2dxdt:/ /—dxdt.
0o Ja o Ja P

Naturalmente, essendo p e ¢ misure, il funzionale energia cinetica va scritto piu

correttamente nella forma
1
dq|?
—| dp.
/0 /Q‘dp

e, come funzionale della coppia (p, ¢), risulta convesso. Piu in generale, si possono
considerare funzionali convessi W(p, q) e problemi di minimo

(6.2) +diveg=0,  qva=0, pl_o=f" pl_ =f

min {U(p,q) : (p,q) verificano I'equazione di continuita (6.2)}.

Rinviamo al lavoro [44] per ulteriori dettagli ed al sito
http://www.lama.univ-savoie.fr/~oudet/index.php?page=Galerie/crowd
per alcune animazioni in cui si simula il movimento di una folla in condizioni di
congestione.
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