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FLOTS DE GRADIENT DANS LES ESPACES METRIQUES
ET LEURS APPLICATIONS
[d’apres Ambrosio—Gigli—Savaré]

par Filippo SANTAMBROGIO

INTRODUCTION

Pour traiter des flots de gradient dans les espaces métriques, il est sans doute plus
judicieux de commencer cet exposé en disant de quoi il s’agit dans la situation la plus
simple, c’est-a-dire dans 1’espace euclidien. Etant donnés une fonction suffisamment
réguliere F' : R" — R et un point o € R", un flot de gradient est une évolution, une
courbe z(t), dont le point de départ en ¢ = 0 est zy et qui se déplace en choisissant
a chaque instant la direction qui fait décroitre F' le plus rapidement possible. Plus
précisément, ce n’est que la solution du Probleme de Cauchy

{x’(t) = —VF(z(t)) pourt>0,
z(0) = xo.

Ce probleme de Cauchy standard a une solution unique si VF est lipschitzien, c’est-
a-dire si F € CY!, mais on verra, entre autres, que ’existence et 'unicité pour cette
solution pourront étre obtenues sous des hypotheses beaucoup plus faibles, grace a la
structure variationnelle du probleme.

A titre d’exemple, on peut voir que I'unicité est garantie des que la fonction F' est
convexe, puisque pour deux solutions z(t) et y(¢) on peut poser E(t) = |x(t) — y(t)]* et
calculer

E'(t) = 2(x(t) — (1) - (1) = ' (1)) = =2(x(t) —y(1)) - (VF(x(t)) — VF(y(t))) <0,

I'inégalité venant de la propriété de monotonie (VF(z) — VF(y)) - (v —y) > 0, vérifiée
pour tous z,y € R™ des lors que F' est convexe. Ceci entraine évidemment 1’égalité
x(t) = y(t) si (0) = y(0), et donne aussi une estimation de stabilité, la distance entre
deux solutions au temps t s’estimant avec celle entre les données initiales.

De méme, si F' n’est pas convexe mais juste A-convexe (c’est-a~dire que x — F(x) +
)\% est convexe, une condition plus forte que la convexité si A > 0 et plus faible si
A < 0), on peut également conclure & une estimation de ce genre grace au Lemme de
Gronwall. En effet, dans ce cas on a (VF(z) — VF(y)) - (z —y) > Mz — y|?, et donc

E'(t) < —2\E(t) = E(t) < e E(0),
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ce qui entraine encore l'unicité et la stabilité. Le fait de savoir traiter des fonc-
tions A-convexe (c’est-a-dire des fonctions dont les dérivées secondes sont bornées
inférieurement) est un point important, en particulier parce que cela fait une extension
du cas CH! (toute fonction CT! étant A-convexe pour un certain \).

Or, notre but principal est d’étendre cette théorie au cas ou 'espace euclidien R™ est
remplacé par un espace métrique. Cela n’est pas du tout évident et nécessite de donner
les définitions opportunes, qui n’utilisent pas la notion de gradient VF'. Aussi, il va sans
dire que, si on sait le faire, on sait également se passer de I'hypothese F' € O,

Une premiere interprétation des flots de gradient qui ne requiert pas la structure
différentielle vient de leur discrétisation en temps. En effet, si I'on fixe un pas de temps
7 > 0, on peut considérer, au lieu de 'équation différentielle, la suite (z}), définie par
récurrence de la maniere suivante :
| o —agp

2T

(indépendamment du fait que le probleme de minimisation ci-dessus admette ou pas

ry,, € argmin, F'(x)

une solution unique). Ce qui est important de cette suite est qu’'on peut interpréter
ses points comme les valeurs de la courbe z(t) aux instants ¢t = 0,7,27,...,k7,.... En
effet, les conditions d’optimalité de cette suite récursive de problémes d’optimisation
nous donnent exactement

|z — af?

T "L‘ZJrl - "L‘z
o7 = VF(xk—i-l) + = - 07

Tr,4 — XL
. k+1 k
TR LA S —. ———VF(xZH).
T

Ty, € argmin F(z) +

Cette expression correspond a ce que l'on appelle schéma d’Euler implicite de I’équation
¥’ = =V F(z). Si on prouve que, pour 7 — 0, la suite qu'on a trouvée, interpolée
de maniere opportune, converge a la solution du probleme, alors on soupgonne qu’on
pourrait méme définir une notion de flot de gradient pour une fonction F' qui satisfasse
juste les hypotheses aptes a donner 'existence d'un minimiseur a chaque étape (F' semi-
continue inférieurement et quelques hypotheses de compacité).

Encore mieux, on s’apercoit que cette formulation discrétisée en temps peut s’adapter
parfaitement au cas ou R" est remplacé par un espace métrique. Si 'on a un espace
métrique (X, d) (compact, par exemple) et une fonction semi-continue F' : X — R U
{400}, on peut définir la suite

d T\2
1) ¥ € argmin, F(r) + D0
T
I'interpoler de maniere constante par morceaux
(2) 27 (t) ;== pour tout t € [k7, (k+ 1)7]

et étudier les limites des courbes 27 lorsque 7 — 0.
De Giorgi, dans [DeG]|, définissait ainsi les mouvements minimisant généralisés :
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DEFINITION 0.1. — Une courbe = : [0,T] — X est dite Mouvement Minimisant
Généralisé (MMG) si il existe une suite de pas de temps 1; — 0 telle que la suite de
courbes x7i définies en (2) en partant d’une suite de solutions du schéma discret (1)
converge uniformément a x sur [0,T].

Les résultats de compacité garantissant I'existence d’un tel mouvement minimisant
généralisé découlent d’une propriété assez simple de presque-continuité Holder : pour
tout 7 et tout k, I'optimalité de 27, nous donne

d(x;c——&-h x;)Q

(3) Frp) +
ce qui entraine
d(@fs1, xp)? <27 (F<5U£) - F("”ZH)) :

Si F () est fini et F' est bornée inférieurement, en prenant la somme sur k£ on a

!
Zd<x£+1a 77)? <21 (F<$7+1) - F(%)) < CrT.
k=0

L’inégalité de Cauchy-Schwartz nous donne alors, si t < s, t € [k7,(k + 1)7] et
s € [Ir, (I + 1)7[ (et donc |l — k| < =2 1)

l ! 1/2 1/2
T T T T T T t_$|
e <t>,x<s>>s}jd<xk+1,xk>s(deH,xk)?) (’ . +1) <Ot — s[V27)
k=0 k=0

Cela nous dit que les courbes 2™ — si on oublie qu’elles sont discontinues — sont morale-
ment équi-holdériennes d’exposant 1/2, et permet d’extraire une sous-suite convergente.

Or, si I'espace X, la distance d et la fonctionnelle F' sont connus explicitement, dans
certains cas il est déja possible de passer a la limite dans les conditions d’optimalité de
chaque probleme d’optimisation en temps discret, et de caractériser les courbes (ou la
courbe) limite z(t). Il sera possible de faire ainsi dans le cadre des mesures de probabilité
dont il est question dans la section 2, mais pas dans d’autres cas. De fait, sans un
petit peu de structure (différentielle) sur 'espace X, cela est pratiquement impossible.
Si I'on souhaite développer une théorie générale pour les flots de gradient dans les
espaces métriques, il faut utiliser des instruments plus fins, qui permettent vraiment de
caractériser, a ’aide seulement de quantités métriques, le fait qu'une courbe continue
x(t) soit un flot de gradient. Le livre d’Ambrosio-Gigli-Savaré [AGS05], et en particulier
sa premiere partie (la deuxieme étant dédiée aux espaces de mesures de probabilité), se
donne exactement cet objectif.

Nous présentons ici deux inégalités qui sont satisfaites par les flots de gradient dans le
cas euclidien régulier, et qui peuvent étre utilisées comme définition de flot de gradient
dans un cadre métrique, toutes les quantités qui y apparaissent ayant une contrepartie
métrique.
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La premiere observation est la suivante : pour toute courbe z(t) on a
t t
Fa(s) = Flalt) = [ ~VF@(r) -0} dr < [ [VP@)|e0)]| dr
L1 1
< [ (Ge 0 + 51 FEo)R) ar

Ci-dessus, la premiere inégalité est une égalité si et seulement si 2/(r) et VF(x(r)) sont
des vecteurs de directions opposées pour presque tout r, et la deuxieme est une égalité
si et seulement si leurs modules sont égaux. Ainsi, la condition, appelée EDE (Energy
Dissipation Equality)
a! 1
F(z(s)) — F(z(t)) = / (5]35’(7")\2 + §\VF(:U(T))]2) dr, pour tous s <t

(ou méme la simple inégalité F(z(s)) — F(z(t)) > fst (312 (r)]* + 3IVF(z(r))|?) dr)
est équivalente a ' = —VF(z) p.p., et pourrait étre prise comme définition de flot
de gradient. On verra que les deux objets |2| et |[VF| ont un sens dans les espaces
métriques, et que cela donne des résultats tres puissants d’existence.

Pour les résultats d’unicité, une autre caractérisation est proposée. Elle se base sur
I'observation suivante : si ' : R™ — R est convexe, alors I'inégalité

F(y) > F(x)+p-(y—=x) pour tout y € R"
caractérise (par définition) les vecteurs p € OF(x) et, si F' € C*, elle est vérifiée
uniquement par p = VF(z). De méme, si F' est A-convexe, I'inégalité qui caractérise le
gradient est

A
Ply) > F(a)+5le—yP+p-(y—2)  pow tous y € R

Ainsi, on peut prendre une courbe x(t) et un point y et calculer

d1
2l =yl = (v = 2(1)) - (=2'(1)).
Par conséquent, imposer que, pour tout ¢ et tout y, on ait

d1 5 A 5
- — 2 < — _Z _
91 (t) — of? < Fly) - Flalt) - Sle(t) - o
sera donc équivalent a 1'égalité —a'(t) = VF(x(t)) pour tout ¢t. Cela donnera une

deuxieme caractérisation (appelée EVI Evolution Variational Inequality) des flots de
gradient dans un environnement métrique. Méme si on oubliera souvent la dépendance
en A, il faut remarquer que la condition EVI devrait étre indiquée comme EVI,, puis-
qu’elle fait intervenir un parametre A, a priori arbitraire. D’ailleurs, remarquons aussi
que la A-convexité de F' n’est pas nécessaire pour définir la propriété EVI,, mais le sera
pour 'existence de courbes la satisfaisant, ce qui nous amenera a définir ce qu’est une
fonction A-convexe dans un espace métrique (ce sera d’ailleurs une propriété nécessaire
pour l'existence de ces courbes).
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Plan de I’exposé. Jusque-la on a vu comment certaines notions dans la théorie
euclidienne des flots de gradient pourraient s’exprimer a 1’aide de quantités métriques :
dans la suite — structurée bien entendu en trois parties, chacune composée de trois
sous-parties — on verra d’abord par quelles techniques on pourra avoir des résultats
d’existence et unicité pour les flots de gradient (définis a l’aide des conditions EDE ou
EVI) dans un espace métrique (Section 1); ensuite viendra le tour du cas particulier
de 'espace des mesures de probabilité muni d’une distance issue du transport optimal
et des EDP d’évolution associées a ces flots de gradient (Section 2); on terminera par
des résultats récents de Gigli et de ses collaborateurs, motivés par 1'observation que le
flot de la chaleur est en méme temps un flot de gradient par rapport a la métrique du
transport et par rapport a la distance L? (Section 3).

1. LA THEORIE GENERALE DANS LES ESPACES METRIQUES

1.1. Préliminaires métriques

Pour esquisser une théorie générale dans les espaces métriques, il est tout d’abord
nécessaire de définir au moins les trois objets dont on a besoin pour parler des propriétés
EDE et EVI caractérisant les flots de gradient : la notion de vitesse d'une courbe, celle
de pente d’une fonction, et celle de convexité géodésique.

Dérivée métrique. Pour toute courbe = : [0,7] — X a valeur dans un espace
métrique on peut définir, au lieu de la vitesse 2/(t) en tant que vecteur (avec sa direction,
comme on le ferait dans un espace vectoriel), le module de sa vitesse :

1) o= i (4 1)

9

a condition que la limite existe. On voit facilement que cette définition coincide avec
la norme de la dérivée si I'on est dans un espace normé. Dans 'esprit du Théoreme
de Rademacher, on peut démontrer que cette limite existe pour presque tout t si la
courbe z est lipschitzienne (il est facile de le faire dans I'espace métrique [*°, en prenant
le sup des modules des vitesses des composantes, et la généralisation a tout espace
métrique compact se fait en le plongeant dans [*°; la preuve peut étre restreinte au cas
des espaces compacts, puisque 'image de [0, T'| par la courbe continue z 'est toujours).
De méme, par reparamétrage, cela s’étend aux courbes absolument continues.

Celle-ci est la notion de vitesse qu’on utilisera dans les espaces métriques. On remarque
que la longueur d’une courbe est bien l'intégrale de sa dérivée métrique, et qu’on peut
reparamétrer les courbes de longueur finie de maniere a ce que leur dérivée métrique
soit constante.

Pente et module du gradient. Plusieurs définitions différentes du module du
gradient d’une fonction F' définie sur un espace métrique sont possibles. Tout d’abord
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on peut définir gradient supérieur (upper gradient, en anglais) toute fonction g : X — R
telle que, pour toute courbe lipschitzienne x, on a

1
Fa(0) - Fa)| < [ gle®)le(0)
0
Si F' est lipschitzienne, un choix possible est la constante de Lipschitz locale

(4) |VF|(z) := limsup —\F(x) — F(y)];

y— d(z,y)
un autre est la pente descendante (descending slope en anglais, mais on l'indiquera
simplement pente en frangais), qui est une notion en soi plus adaptée a la minimisation
d’une fonction qu’a sa maximisation, et donc a priori raisonnable pour des fonctions
semi-continues inférieurement :

|V~ F|(x) := limsup F(z)

Yy—x d(.’L‘ ) y)
(remarquons que la pente est nulle en tout point de minimum local). En général il n’est
pas vrai que la pente soit un gradient supérieur, méme si on donnera des cas ou elle
I'est. On verra ensuite (Section 3) comment, pour établir une notion d’espace H' sur
un espace métrique, on prendra des notions < relaxées > du module du gradient de F.

Convexité géodésique. Troisieme notion a fixer, celle de convexité. Cela ne marche
que dans un espace géodésique, c’est-a-dire dans un espace métrique (X,d) tel que,
pour tout couple (z(0),z(1)) de points de X, il existe une courbe z : [0,1] — X
les connectant et telle que d(z(t),z(s)) = |t — s|d(x(0),2(1)). Une telle courbe est
forcément une géodésique (courbe de longueur minimale connectant deux points donnés)
et sa vitesse |2'|(t) est constante et égale a d(z(0),z(1)). On peut alors définir les
fonctions géodésiquement convezes comme ces fonctions F' : X — R U {400} qui sont
convexes le long des géodésiques. Plus précisément, on demande a ce que pour tout
couple (z(0),z(1)) il existe ™ une géodésique x a vitesse constante connectant les deux
points telle que

Fa(t)) < (1 - OF (2(0)) + tF(x(1)).

On peut également définir les fonctions A-convexes comme celles qui satisfont une ver-
sion modifiée de I'inégalité ci-dessus, a savoir

F(a(0) < (1~ DF((0) + P (1) - 3D i2(a(0), 2(1).

1. Attention, cette définition n’équivaut pas a la vraie convexité le long de la géodésique, parce
qu’on ne compare que les instants intermédiaires ¢ aux instants 0 et 1, pas entre eux; toutefois, en
cas d’unicité de la géodésique ou si on demandait a ce que cette condition soit valable pour toute
géodésique cela reviendrait au méme. Aussi, on peut remarquer qu’on n’aurait besoin de I'existence de
géodésiques que pour connecter les points ou F' < +o0.
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1.2. Existence d’un flot de gradient

Une fois établies ces notions de bases, on passe maintenant aux notions de flots de
gradient. L’approche est encore et toujours celle de procéder a une minimisation par
étapes temporelles pour un pas de temps 7 > 0 fixé, et de passer a la limite ensuite.
On veut tout d’abord préciser le cadre dans lequel cela est bien posé. On suppose que
I'espace X et la fonction F' soient tels que tout ensemble de sous-niveau {F < ¢} soit
compact dans X, soit pour la topologie donnée par la distance d, soit pour une topologie
plus faible, par rapport a laquelle la distance d est semi-continue inférieurement ; F
serait aussi semi-continue par rapport a la méme topologie. Ceci est le cadre minimal
qui garantit l'existence des minimiseurs a chaque étape et le fait que des estimations du
type de (3) donnent Iexistence d'une courbe limite. C’est d’ailleurs une situation assez
générale, comme on peut le voir dans le cas ou X est un espace de Banach réflexif et
la distance celle induite par la norme : se limiter aux fonctions F' fortement continues
serait trop contraignant, mais la topologie faible fait typiquement I’affaire.

On comprend aisément que, bien que l'estimation (3) soit suffisante & donner la
compacité, et donc I'existence d'un MMG, elle ne pourra jamais caractériser la courbe
limite (elle est satisfaite par toute évolution discrete ot 27, ; donne une valeur meilleure
que 2, sans aucune optimalité requise) et donc on n’obtiendra a priori aucune des deux
formulations — EDE ou EVI — des flots de gradient métriques.

Pour améliorer le résultat il faut mieux exploiter <« combien » z7, fait mieux que
x. Une idée due a De Giorgi permet d’obtenir le résultat souhaité, et ce par une
interpolation « variationnelle > entre les points 7, et z7 ;. Pour ce faire, a7 étant fixé
pour toute valeur du parametre 6 €]0, 1], on peut considérer

_ d*(x, z7)

Inxln F (33) + T
et appeler z(f) un minimiseur de ce probleme, et v(f) la valeur minimale. Il est clair
que, pour § — 07, on a z(0) — z] et v(0) — F(z}), et que, pour § = 1, on revient au
probléme et au minimiseur x7_, usuels. De plus, la fonction v est monotone décroissante
et, par conséquent, dérivable presque partout (on peut méme démontrer qu’elle est
localement semi-concave). Sa dérivée v'(0) est donnée par la dérivée de la fonction

0 F(z) + Lok

que cette dérivée soit la méme quel que soit le minimiseur z(#)). On a donc

, calculée au point x = z(#) optimal (I'existence de v'(6) implique

d*(z(0), x})

/ —_
vi(0) = 202

ce qui implique d’ailleurs que la distance d(z(),z})? ne dépend pas du minimiseur
x(0). Aussi, les conditions d’optimalité pour le probleme de minimisation a 6 > 0 fixé,
nous montrent assez facilement que |V~ F|(z(0)) < d(z(0),x})/07. Ceci peut se voir
si on considére la minimisation d’'une fonction z — F(x) + cd*(z,¥), pour ¢ > 0 et T
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quelconques, et on considere un compétiteur y. Si x est optimal on a
F(y) + cd*(y,7) > F(x) + cd*(x, 7)
= F(x) = Fy) < c(d(y, 7) — d*(x, 7)) = c(d(y, 7) +d(y, 7)) (d(y, ) — d(y, 7))
< c(d(y, ) +d(y, 7)) d(y, x).
En divisant par d(y, z) et en prenant la lim sup pour y — x, on a |V~ F|(z) < 2cd(x, Z).

On revient a la fonction v et on utilise v(0) — v(1) = — 01 v'(6)dl, avec 'inégalité
d(z(0), 23)* _ T o 2
Yy — NNVDTR s

que l'on vient d’obtenir. On obtient donc une version améliorée de (3) :

d(xT ’:L.T 2 T 1
Fepa) + W < pap) - 7 9 P Pas
T 0
Si on ajoute ces inégalités pour k = 0, 1,2, ... et qu’ensuite I'on passe a la limite 7 — 0,

on peut obtenir, pour tout MMG =z, I'inégalité

) Fla®) +5 [ 1lfdr+ 5 [ 19 Fa()Par < Pa()

pourvu que des hypotheses opportunes aient été établies. En particulier, il faut la semi-
continuité inférieure de F' pour gérer le terme F'(z7,, ;) qui donnera F'(x(t)), mais il faut
également la semi-continuité de la pente |V~ F| pour gérer le terme correspondant.
Cette inégalité ne correspond pas exactement a EDE : d’une part on a une inégalité,
et d’autre part on compare les instants ¢ et 0 au lieu de t et s. Si on veut obtenir cette
propriété plus forte on peut demander a ce que la pente soit un gradient supérieur. Ceci
parce que, dans ce cas, on a 'inégalité F'(z(0)) — F(x(t)) < fot |V~ F(x(r))||2’|(r)dr et,
en continuant avec les inégalités usuelles, on trouve que (5) est en fait une égalité. Cela
permet de soustraire 1’égalité pour s de celle pour ¢, et obtenir, pour tout s < ¢ :

Falt) +5 [ [#)0Pdr+ 5 [ 197 Faln)Pdr = Flas)

Or, il se trouve que si on suppose que F' est A\-géodésiquement convexe, le cadre
se simplifie fortement. En effet, on a deux avantages : la semi-continuité de la pente,
ainsi que le fait qu’elle est un gradient supérieur. Ces deux résultats sont prouvés dans
[AGS05, AG]. Nous ne donnons ici que I'idée principale qui permet de prouver les deux.
Elle repose sur une représentation ponctuelle de la pente comme un sup au lieu d'une
limsup : si F' est A-géodésiquement convexe, en effet, on peut vérifier qu’on a

. Flx) = Fly) A
(6) V™ F|(2) = sup | —————= + Sd(z,y)| .
y#T d(l’, y) 2 +
Pour vérifier cette égalité, il suffit de rajouter un terme %d(az, y) a lintérieur de la partie
positive de la définition de |V~ F|(x), ce qui ne change pas la limite y — = et montre

que |V~ F|(x) est inférieure ou égale & ce sup, et prouver I'inégalité opposée en fixant
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un y, le connectant a z par une géodésique z(t), et en calculant ensuite la limite le long
de cette géodésique.

Cette représentation comme un sup permet aussi de démontrer la semi-continuité de
la pente @), 11 est également possible (voir [AG], par exemple) de prouver que la pente
est un gradient supérieur.

J'insiste néanmoins sur le fait que 'hypothese de A-convexité n’est pas naturelle ni
cruciale pour 'existence d’un flot de gradient. D’une part, parce que des fonctions suffi-
samment régulieres pourraient satisfaire également les hypotheses de semi-continuité de
F et de la pente |V~ F| et le fait que |V~ F| soit un gradient supérieur indépendamment
de la convexité, et d’autre part parce que le schéma discret donne déja une méthode, bien
définie sous des hypotheses bien plus faibles, pour trouver une courbe limite. Si I’espace
et la fonctionnelle le permettent (comme ce sera le cas dans la prochaine section) on
peut espérer caractériser cette courbe comme la solution d’'une équation (aux dérivées
partielles dans la section 2) sans passer par la théorie générale et par la condition EDE.

1.3. Unicité et contractivité

Au contraire, au vu de la preuve d’unicité qu’on avait donnée dans le cas euclidien
dans l'introduction, une certaine convexité semble étre une condition a demander si on
veut des résultats d'unicité.

Pour ne pas alourdir I'exposition, on se limitera ici a donner les lignes générales de
ce qui est la théorie de I'unicité dans un cadre métrique. Le point clé est qu’elle se base
sur la condition EVI au lieu de la condition EDE. La relation entre ces deux conditions
a été étudiée et clarifiée par Savaré (dans un papier non publié, mais la preuve peut se
trouver dans [AG]), qui a montré que

— Toute courbe qui est un flot de gradient au sens de la condition EVI I'est aussi au
sens de la condition EDE.

— La condition EDE n’est en général pas suffisante pour garantir 1'unicité d’une
solution . En revanche, il y a pratiquement toujours existence d’un flot de gradient
au sens EDE.

— La condition EVT est en général trop contraignante pour garantir I’existence d’un
flot de gradient en ce sens, mais elle permet toujours d’établir I'unicité et meéme la
stabilité (par rapport aux données initiales) des flots de gradient.

Remarquons au passage que l'existence d’un flot de gradient au sens EVI est tres

contraignante pour la fonction (on verra ensuite qu’elle I'est aussi pour 'espace), puis-
qu’'un résultat contenu dans [DS] affirme que si F est telle que pour tout point de départ

2. Attention, dans ce cas on a semi-continuité par rapport & la topologie de la distance d, ce qui
permet de gérer seulement le cas ol les ensembles de niveau {F < ¢} sont d-compacts.

3. L’exemple le plus simple est le suivant : prenons X = R? muni de la distance [*° donnée par
d((z1,22), (Y1,92)) = |21 —y1| V|22 — y2|, €t F(x1,22) = x1 ; il se trouve que toute courbe (z1(t), z2(t))
avec x](t) = —1 et |24 (t)| < 1 satisfait la condition EDE ; dans le méme exemple, on peut également
voir qu’il n’y a pas de courbes satisfaisant EVI.
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xg il existe un flot de gradient satisfaisant la condition EVI,, alors F' est forcément \-
géodésiquement convexe.

Nous donnons une idée de preuve de la contractivité (et donc de I'unicité) des flots
de gradient EVI :

PROPOSITION 1.1. — Si deux courbes x ety : [0,T] — X satisfont la condition EVI,
alors on a

(1), y(1))? < —2Ad(x(t), y(1))?

et d(x(t),y(t)) < e~ Md(x(0),y(0)).

La deuxieme partie de I’énoncé est une conséquence de la premiere par le Lemme de
Gronwall. La premitre est obtenue (formellement) en dérivant ¢ — d(z(t),y(to))? par
rapport a t en t = tg, puis s — d(z(ty), y(s))? par rapport a s, en s = ;. L'inégalité qui
définit la condition EVI permet de dire

d 2

@), y(to) =i, < —Ad(2(to), y(to))? + 2F (y(to)) — 2F (x(to))

d

—-d(@(t0), y(9))s=sy < —Ad(2(t0), y(t0))” + 2F (2(to)) — 2F (y(to))

et donc, en ajoutant les deux inégalités, et en jouant avec les dérivées composées,

d

Zd((),y(1))* < —2Md(x (1), y(t)*

Si 'on veut une théorie satisfaisante de 1'unicité pour les flots de gradient, il reste
donc a démontrer I'existence de courbes qui satisfassent la condition EVI, sachant que
cela demandera sans doute des hypotheses additionnelles. Cela se fait encore grace
au schéma discret, en rajoutant une hypothese de compatibilité entre la fonction F
et la distance d, condition qui fait intervenir une certaine notion de convexité. Nous
ne rentrons pas dans les détails de la preuve, pour laquelle on renvoie a [AGS05], ou
est prouvée la convergence vers un flot de gradient EVI, avec des estimations d’erreur
explicites. Ces estimations a priori permettent d’ailleurs de démontrer qu’on a affaire
a une suite de Cauchy, en se passant donc de la compacité pour avoir la convergence
(on pourrait méme se passer de 'hypothese de compacité dont on aurait besoin pour
démontrer I’existence d'une solution a chaque étape temporelle discrete, si on utilise de
presque-minimiseurs en faisant appel au principe variationnel d’Ekeland). Nous nous
limitons a discuter cette hypothese ultérieure de convexité.

L’hypothese, qu’on appellera C?G? (Compatibilité du Comportement sur les
Géodésiques Généralisées) est la suivante : supposons que, pour toute paire (xg, z1) et
tout point y € X, il existe une courbe z(t) connectant z(0) a x(1), telle que

D 2a(0), 201,

(1= t)d*(2(0), y) + td*(x(1), y) — t(1 — t)d*(x(0), z(1)).

Fat)) < (1= 1)F(z(0)) + tF(x(1)) — A
d*(x(t), y)

IN
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Autrement dit, on demande la A-convexité de la fonction F' mais également la 2-
convexité de la fonction z — d?(z,y), le long d’une méme courbe qui n’est pas forcément
la géodésique. Il faut remarquer que cette deuxieme condition est automatiquement
vérifiée, en prenant la géodésique, dans l'espace euclidien (et dans tout espace de Hil-
bert) puisque la fonction z — |r — y|? est quadratique avec matrice hessienne égale
a 2I en tout point. On peut également vérifier qu’elle n’est satisfaite dans un espace
normé que si la norme provient d’un produit scalaire. Il a été remarqué récemment par
Gigli que la bonne condition pour avoir 'existence des flots de gradient au sens EVI est
en effet que 'espace soit < infinitésimalement hilbertien > (en un sens a préciser, on y
reviendra a la fin de la section 3).

Ici, on se contente de remarquer que la C2G? implique la (A + %)—convexité, le long de
ces courbes (parfois appelées géodésiques généralisées, sachant que ce sont des courbes
qui dépendent d’un point base typiquement extérieur aux deux points a connecter), de
la fonctionnelle qu’on minimise a chaque étape du schéma discret. Cela donne I'unicité
du minimiseur pour 7 petit, et permet de faire les estimations voulues.

Aussi, le choix de cette hypothese a été fait en vue des applications aux espaces de
Wasserstein, qu’on présentera dans la prochaine section. En effet, dans ces espaces le
carré de la distance n’est pas en général 2-convexe mais on peut trouver, pour beaucoup
de fonctionnelles F', des courbes adaptées qui permettent d’avoir la convexité opportune.

2. LES FLOTS DE GRADIENT DANS I’ESPACE DE WASSERSTEIN

L'une des applications les plus excitantes (et peut-étre la seule ® véritable applica-
tion, au sens des mathématiques appliquées) de la théorie des flots de gradient dans
les espaces métriques est sans doute celle aux EDP d’évolutions dans des espaces de
mesures. Ce sujet puise son inspiration dans les travaux de Jordan, Kinderlehrer et Otto
([JKO]), qui avaient eu I'intuition que I’équation de la chaleur et celle de Fokker-Planck
ont une structure variationnelle commune vis-a-vis d’'une métrique particuliere sur les
mesures de probabilité, la distance de Wasserstein. Cependant, ce n’est qu’avec les tra-
vaux d’Ambrosio, Gigli et Savaré que la théorie a été formalisée dans un cadre plus
abstrait et général (sans que cela signifie que la preuve de [JKO] n’était pas rigoureuse,
c’est l'intuition sur la structure générale qui nécessitait encore une mise au point).

L’idée principale est celle de munir I'espace P(2) des mesures de probabilité sur
un domaine 2 d’'une distance et de traiter ensuite les flots de gradient de certaines
fonctionnelles sur cet espace métrique.

Pour expliquer de quoi il s’agit, nous allons d’abord donner un bref apercu de cette
distance, issue de la théorie du transport optimal. On peut trouver plus de détails sur

4. Qu’il s’agisse de la seule est stirement exagéré; on pourrait penser par exemple a la théorie des
évolutions géométriques de formes et d’ensembles, méme s’il semble que cette approche métrique ne se
soit pas encore imposée.
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cette théorie dans les ouvrages de C. Villani ([Vil03, Vil09]), ainsi que dans le livre
[AGS05] ©).

2.1. Transport Optimal et distance W,

La distance sur les mesures de probabilité qu’on va considérer est celle, désormais
appelée Distance de Wasserstein(®), issue du probleme de transport optimal de Monge-
Kantorovitch. Etant données deux mesures de probabilité p, v € P () sur un domaine
Q) c R? (quon peut prendre compact par simplicité d’exposition), le probleme du
transport optimal consiste en

min{/ jz —y[* dy VEH(MV)},
QxQ

ou II(u, v) est 'ensemble des plans de transport, c’est-a-dire

H(ﬂ» l/) = {7 S P(Q X Q) : (px)#ﬁy = M, (py)#7 =V, }7

p* et pY étant les deux projections d’€2 x 2 sur €. Il s’agit d’une extension du probleme
de Monge :

inf{/\x—T(x)]Qdu T Q= Q, T#uzy}

(une extension parce qu’a toute fonction T' de ce type on peut associer un plan 7 en
prenant vy = (id X T')zpu, tel que le cout de T' dans le probleme de Monge est le méme
que celui de vy dans celui de Kantorovitch ; de plus, sous des hypotheses opportunes
sur p, le minimum parmi les plans est atteint en un plan de la forme v et, sous des
hypotheses moins restrictives, 'ensemble des y7 est dense dans II(u, v)).
Indépendamment du fait que le minimum soit réalisé par une fonction 7' ou pas,
on peut définir une distance sur les mesures, notée Wy, a l'aide de la valeur de ce
minimum (7. Nous pouvons définir en effet la distance Wy (j, ) comme la racine carrée

5. Des versions plus allégées de ces références existent, comme par exemple [AS], ou le tout récent
User’s Guide to Optimal Transport ([AG]), qui est en effet une trés bonne référence pour cet exposé,
puisqu’il traite & moitié de transport optimal (bien que le titre ne fasse référence qu’a cet aspect), puis
pour un sixieme de la théorie générale des flots de gradient (comme dans notre section 1), et pour un
tiers des espaces métriques avec courbures bornées inférieurement (ce dont on parlera rapidement dans
la section 3).

6. Cette terminologie est trés contestée, en particulier en Russie, parce que ce L. Vaserstein, dont
le nom est souvent écrit Wasserstein, n’a pas vraiment eu le réle qu’on pourrait croire dans cette
notion ; cependant, elle est tellement utilisée en Occident qu’il semble impossible de la changer au profit
d’autres dénominations qui pourraient étre plus appropriées, comme distance de Monge-Kantorovitch,
ou autres. ..

7. L’indice 2 se réfere a I’exposant dans le coiit quadratique, des distances W), étant possibles pour
1 <p < oo;lalettre W ose réfere surtout au nom <« Wasserstein >, méme si Kantorovitch utilisait déja
cette lettre, pour W = Work ; pour se débarrasser de cette terminologie controversée, et sans doute a
la solde de I'industrie de I’entertainment, Y. Brenier proposait de passer plutét a la notation M Ko,
avec M K, bien évidemment, pour Monge-Kantorovitch. . .
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de la valeur minimale :
1/2

Wao)i= (min{ [ fo= o dviy e Ma}) = minlle = sy - € M)}

On peut démontrer que W; est une distance sur P(£2), qui métrise la converge faible-*
des mesures de probabilité (méme si des subtilités additionnelles se présentent dans le
cas d'un domaine 2 non compact). On appellera donc Espace de Wasserstein Wa(2)
I'espace P(2) muni de cette distance.

Pour une approche rapide et alternative aux flots de gradient dans I’espace de Was-
serstein nous présentons ici les ingrédients dont on a besoin a propos du probleme
du transport optimal et de W5 pour les utiliser dans I’étude du schéma discret. Cette
approche, basée sur des perturbations < verticales >, différentes des perturbations < ho-
rizontales > utilisées dans [JKO] et [AGS05], a été essentiellement proposée par moi-
méme et ne représente que mon choix personnel ; j’ai commencé a I'utiliser dans d’autres
contextes (voir [BS]) et I’ai ensuite appliquée aux flots de gradient (voir [MRS, San-X,
San-0]).

Le point principal dont on aura besoin pour la suite est le suivant. Pour toute paire
(i, v) il existe une fonction lipschitzienne ¢ : Q@ — R, appelée potentiel de Kantorovitch
avec les propriétés suivantes :

— si ¢ est différentiable u-p.p. (ce qui est le cas, par exemple, si u << £%), alors il y

a une unique solution au probléeme de Kantorovitch, qui est de la forme 7, et le
T optimal est donné par T'(x) = x — Vo(z);
~ la fonction ¢ joue aussi le role de dérivée (variation premitre) de W3 (-,v) : on a

d1

£§W22(M+SX, V)|e=0 :/SOCZX-

Cette fonction ¢ (définie & une constante additive pres) est en fait la solution d’un
probleme d’optimisation < dual > du probleme de Kantorovitch, au sens de ’analyse
convexe (le probleme de Kantorovitch étant un probleme de programmation linéaire en
dimension infinie, il admet une formulation duale, définie sur un espace de fonctions
continues dont les mesures sont le dual).

Pour faciliter la suite de la lecture, on introduit la notation suivante pour les dérivées :

étant donnée une fonctionnelle G : P(2) — R on indique par ‘;—f(p), si elle existe, la

seule fonction (& une constante additive pres) telle que £G(p + ex)je—o = [ %(p)dx
pour toute perturbation x telle que, au moins pour £ € [0, ], la mesure p + €x soit
dans P(€2). Ainsi, dans le cas du potentiel de Kantorovitch, la condition ci-dessus se lit
6(1W22('7V))

2 5 = .

Un dernier ingrédient important concernant I'espace de Wasserstein est la connais-
sance de ses géodésiques, qui ont une forme assez intuitive. Etant donnés deux mesures
i, v € P(Q2) et T un transport optimal de p a v, en supposant que le domaine € soit

convexe, la courbe

(7) po = (1= t)id +tT) gy, t€[0,1]
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est une géodésique a vitesse constante reliant g = p a py; = v. De plus, toutes les
géodésiques ont cette forme (ou une forme équivalente i = (m)xy oll vy est un plan
optimal et m(z,y) = (1 — t)z + ty, au cas ou I'optimum serait réalisé par un plan au
lieu d’un transport). La convexité du domaine €) sert a garantir p; € P(Q2) et sera
implicitement supposée dans le reste de la section.

2.2. Schéma discret dans 1’espace de Wasserstein et EDP d’évolution

Nous pouvons maintenant considérer une fonctionnelle F' définie sur I'espace de Was-
serstein et définir le schéma discret

W2(p, p™ (k
Pis1 € argmin, F(p) + Walp. (k)

2T
Quelles sont les conditions d’optimalité ? De maniere informelle, on peut écrire
OF 0
%(/)ZJA) + — = const

(la raison pour avoir une constante au lieu de 0, outre le fait que ¢ est aussi définie
a une constante pres, est que les conditions sur x pour que p + ey € P(2) imposent
en particulier [dy = 0). L’égalité ci-dessus peut en fait étre démontrée proprement
(voir [San-0]) et a lieu p-p.p. Nous allons passer directement aux conséquences de cette
condition : si on met ensemble le fait que la somme ci-dessus est constante et que 1'on
aT(x) =x — Ve(z) pour le T optimal, on obtient

) Hot_ T ().

T T

T@)-z Pourquoi 7 Parce que, en tant que ratio entre
o

Nous allons écrire —uv pour le ratio =
un déplacement et un pas de temps, il joue le role d’une vitesse, et le signe négatif est
justifié par le fait qu’il représente le mouvement de p;,; a pj, en remontant donc le
temps.

5F

Or, comme on a obtenu v = —V(—p(p)), cela suggere qu’a la limite 7 — 0 on

obtiendra une solution de 1’équation
dp oF
9 2 (re () o
(9) 5 PVI3, (p)
simplement parce que la densité p; d’une famille de particules qui bouge instantanément
a la vitesse v; est solution (au sens des distributions) de 1’équation de continuité
atpt +V- (PtUt) =0.

Cette équation est complémentée par des conditions au bord de Neumann ® v-ng = 0,
correspondant au fait que la masse ne sort jamais du domaine {2 et permettant de
vérifier la conservation de la masse.

8. Nous signalons juste qu’une approche proposée par Figalli et Gigli [FG] permet, en considérant
une variante de la distance W5 qui donne un role spécial au bord, d’obtenir des conditions de Dirichlet.
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Pour clarifier le sens de (9), il est utile de donner des exemples. Nous considérons
trois types de fonctionnelles sur P(€2) :

= / Flp(x))dz, G(p) = / V(x)dp, / Wz —y)p(dz)p(dy),

ou f: R — R est une fonction convexe et superlinéaire (et p(z) indique la densité de
p par rapport a la mesure de Lebesgue, la fonctionnelle F' valant 400 si p n’est pas
absolument continue), V : @ — R et W : R? — R sont des fonctions suffisamment
régulieres (on peut prendre W symétrique, par simplicité, W(z) = W(—z)). Dans ce
cas il est assez simple de calculer

L) = o), i—f(p) =V %—f(p) = Wp.

op
Un exemple intéressant est celui de f(t) = tlnt, qui donne f'(t) = Int + 1 et
V(f'(p)) = : par conséquent, le flot de gradient associé a cette fonctionnelle F'
donnera lEquatwn de la Chaleur % — Ap = 0. Si on prend F + G, on aura alors

I’ Equation de Fokker-Planck % —Ap—V - (pVV) = 0. Le choix f(t) = t" peut donner
I’ Equation des milieuz poreus et la fonctionnelle d’interaction H donne, au contraire,
des équations non-locales (et non-linéares). Nous signalons aussi les équations pour
les modeles de mouvement de foules, qui ont une forme différente et beaucoup moins
réguliere, étudiées d’abord dans un cas discret dans [MV1] (voir [MV2] pour plus de
détails) et étendues au cas continu dans [MRS]. Ce n’est qu’en utilisant des méthodes
de transport et flots de gradient que l’existence d’une solution dans le cas continu —
auparavant trop dure — a été prouvée.

Sans rentrer dans les détails de comment démontrer que ce schéma discret converge
a une solution de 1’équation de continuité, nous donnons juste une petite idée
supplémentaire, qui porte sur 'interpolation de la suite p], (et des vitesses discretes cor-
respondantes v} ). En effet, deux interpolations différentes se révelent utiles : d’'une part,
on peut définir une interpolation (p”,v"™) constante par morceaux, comme dans (2);
d’autre part, on peut connecter chaque mesure p; a pp; en utilisant une géodésique p”
de T'espace de Wasserstein, et (7) donne son expression explicite et montre qu’elle est
obtenue en déplacant les particules avec une vitesse 07 apparentée a v”. Or, 'avantage
de cette deuxieme interpolation est qu’on a une courbe continue et qu’on peut garantir
que l'équation de continuité est satisfaite. Au contraire, la premiere interpolation
est discontinue et I'’équation n’est pas satisfaite, mais il y a un lien entre v et p”
(v = —V(‘Z—i(pT))), ce qu'on n’a pas entre p7 et v7. Il est possible de démontrer que
les deux interpolations convergent finalement a la méme limite lorsque 7 — 0, et que
donc a la limite on satisfait I’équation de continuité avec un champ de vitesse qui est
bien donné par v = —V(%—i(p)), ce qui permet de conclure.

Au niveau des applications en EDP, il me semble judicieux de souligner que

— le point important en EDP est que les courbes (p;); obtenues de cette maniere

sont de vraies solutions faibles de 1’équation de continuité; de ce point de vue,



1065-16

le formalisme développé dans la premiere moitié de [AGS05] n’est pas crucial;
par contre, dans la deuxieme moitié du livre les auteurs s’occupent exactement
d’étudier les propriétés des courbes dans I'espace de Wasserstein (en donnant les
résultats nécessaires pour pouvoir effectuer soigneusement le passage a la limite
7 — 0 ci-dessus) et de faire I’équivalence entre les différentes notions. Pourtant,
si le but est d’obtenir I'existence d’une solution faible, la théorie dans les espaces
métriques est souvent excessivement lourde.

— apres avoir utilisé la théorie du transport optimal pour choisir la distance dans le
schéma discret et ensuite pour l'interpolation, le passage a la limite peut se faire
par des techniques classiques de compacité dans I'espace des mesures et d’analyse
fonctionnelle.

— Les hypotheses de A-convexité ne sont en général pas importantes a ce niveau, en
ce qui concerne |’existence.

— Quant a l'unicité de la solution, le point de vue naturel serait celui de vérifier I'uni-
cité des solutions faibles de 1’équation (ou, éventuellement, de définir une notion
plus restrictive de solution de 'EDP correspondante), ce qui est a priori différent
des notions d’EDE ou d’EVI. Cependant, de fait l'unicité n’est pratiquement jamais
prouvable sans des hypotheses de convexité.

2.3. Convexité géodésique pour W,

Or, bien qu’on ait insisté sur le fait que dans ce cadre ’approche la plus naturelle est
celle qui consiste a considérer les solutions faibles de certaines EDP, il est indéniable qu’il
peut étre intéressant de vérifier si la théorie développée a la section 1 peut s’appliquer
aux fonctionnelles modeles F, G et H présentées ci-dessus, d’autant plus que cela peut
étre une maniere de vérifier I'unicité. En particulier, on peut se demander si elles sont
géodésiquement convexes, sachant qu’on connait maintenant les géodésiques de I'espace
de Wasserstein. Par exemple, il n’est pas difficile de vérifier que la convexité de V est
suffisante pour garantir la convexité géodésique de GG, puisque

G() = /Vd((l —t)z'd+tT)#M: /V((l — )z + tT(x))dy,

tout comme la convexité de W garantit celle de H :
H(w) = /W@: —y)d (((1 — t)id +1T) ) @ (((1 - t)id + tT)#,u> (z,)

— /W((l — )z +tT(z), (1 — t)y +tT(y))dp @ p.

De méme, si V' ou W sont A\-convexes on obtient une A-convexité géodésique.

Aussi, on pourrait se demander si ’hypothese C?G? est satisfaite et, en regardant la
question de pres, on se rend compte que la définition a été justement donnée expres
pour faire face au cas de I’espace de Wasserstein. En effet, le probleme principal de cet
espace est que 'application p — W (u, v) n’a pas de propriété de convexité géodésique
mais elle est plutot concave; par contre, si on fixe v € P(2), et que 'on prend g, i1
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deux autres mesures de probabilité et Ty, T} les transports optimaux de v vers pg et puq,
alors la courbe

(10) pe o= (1 —t)To + tTh) pv

connecte i & i1 et peut étre utilisée dans C2G2. Cette courbe est appelée une géodésique
généralisée entre py et pp. 11 n'est pas difficile de voir que v — WZ(uy, v) satisfait
I’hypothese de convexité que ’on cherche, puisque

W2 () < / 12— (1 - OTo(z) + Ty(2))2dv

et le calcul suit de la convexité du cout quadratique. Aussi, la convexité des fonction-
nelles G et H le long de la méme courbe est évidente (puisqu’elle se basait uniquement
sur le fait que la courbe p; était obtenue en interpolant linéairement deux fonctions de
transport). La convexité de F' est plus délicate, mais faisable, et tout est résumé dans
la proposition suivante, essentiellement due & McCann ([McC]).

PROPOSITION 2.1. — Supposons que §) est un domaine conveze de R?. Alors la fonc-
tionnelle F' est géodésiquement convexe dans l'espace de Wasserstein si f est convexe
et t = t4f(t79) est convexe décroissante. G et H sont \-géodésiquement convexes si V
et W sont A-convezes, respectivement.

Sous les mémes hypotheses, la convexité de F', G et H est également vérifiée le long
des géodésiques généralisées définies en (10).

Ce résultat permet d’appliquer a ces fonctionnelles la théorie de la section précédente.

Il est utile de remarquer que ’hypothese sur la fonction f de la proposition 2.1 est
satisfaite par toute fonction du type f(t) = ¢4, ¢ > 1, et par f(t) = tInt. Aussi,
ce théoreme se base, toujours en ce qui concerne la fonctionnelle F', sur la structure
euclidienne de €2 et changerait profondément si on était sur une variété. Il a été signalé
(voir [VRS]) que la condition de K-convexité géodésique de la fonctionnelle Entropie
sur une variété caractérise une borne inférieure sur la courbure de la variété :

PROPOSITION 2.2. — Soient M une variété compacte de dimension d et v sa mesure
de volume renormalisée, de maniére ¢ avoir v € P(M). Soit E la fonctionnelle entropie
définie par E(p) = [ pln pdv pour toute mesure p << v (et +00 pour les mesures qui ne
sont pas absolument continues par rapport a v). Alors E est K-géodésiquement convexe
dans lespace de Wasserstein (P(M), Ws) si et seulement si la courbure de Ricci Ricyy
satisfait Ricyy > K.

Pour le cas K = 0, la méme équivalence est vraie si on remplace la fonction f(t) = tlnt
par la fonction fx(t) = —t'=VN avec N > d.

Cela a donné lieu (on le verra dans la section 3) a une définition basée sur le transport
optimal de la notion de courbure de Ricci dans des espaces plus abstraits, définition
dont il est question dans les papiers célebres de Sturm, [St], et, indépendamment, de
Lott et Villani, [LV].
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3. LE FLOT DE LA CHALEUR DANS LES ESPACES METRIQUES

Cette troisieme section se propose de ne présenter que le début des nouvelles re-
cherches du trio Ambrosio-Gigli-Savaré, a nouveau centrées sur les espaces métriques,
mais beaucoup plus ambitieuses, visant maintenant une théorie générale de ’analyse
dans ces espaces, en tirant profit des techniques et des notions développées dans le cadre
du transport optimal et des flots de gradient.

Un point de départ pour tout cela a été la théorie du flot de la chaleur qu’on tachera
de présenter brievement ici. L’observation clé est la suivante : dans l’espace euclidien
R? (ou dans un domaine Q C R?), le flot de la chaleur 9;p = Ap peut étre vu comme
un flot de gradient de deux manieres différentes

— tout d’abord il s’agit du flot de gradient dans l'espace de Hilbert L?(£2), muni
de la norme usuelle, de la fonctionnelle d’énergie de Dirichlet D(p) = [ |Vp|*dx
(fonctionnelle qui vaut +oo si p ¢ H'(Q2)); dans ce cadre, le point de départ pg
pourrait étre une fonction arbitraire dans L?(£2) mais les propriétés bien connues de
I'équation de la chaleur nous disent que pg > 0 = p; > 0 et, si {2 est tout I'espace,
ou si les conditions au bord sont de Neumann, alors [ podz =1 = [ pidz =1, ce
qui permet de se restreindre aux densités de probabilité.

— aussi, en prenant la fonctionnelle E de la section précédente (avec f(t) = tlnt), le
flot de la chaleur est également un flot de gradient dans I’espace W5(€2), comme on
I’a déja remarqué.

La question naturelle est : est-ce que le fait que ces deux flots coincident est un fait
général 7 Que faudrait-il faire pour analyser et donner une réponse a cette question
dans un espace métrique général 7 Dans I'espace euclidien c’est simple : on écrit 'EDP
associée a ces deux flots et, comme c’est la méme et qu’il y a unicité, les deux flots
coincident.

Tout d’abord on se rend compte que la question n’est pas bien posée si la seule
structure dont on dispose est celle d’espace métrique, puisqu’il nous faut également une
mesure de référence (role joué par la mesure le Lebesgue dans le cas euclidien), pour
définir I'intégrale [ |Vp|*dz, ainsi que pour l'entropie [ plnpdz (cette fonctionnelle
n’étant pas 1-homogene, sa valeur dépend de la mesure par rapport a laquelle on calcule
la densité p).

On décidera donc de se placer dans le cas des espaces métriques mesurés, (X, d, m),
ou m > 0 est une mesure (de préférence finie) sur les boréliens de X. Ceci ne doit pas
surprendre, les espaces métriques mesurés sont en ce moment la nouvelle frontiere de
certaines branches de I'analyse géométrique, comme généralisation naturelle des variétés
riemaniennes. Pour ne pas alourdir la liste des références, on peut se limiter a remarquer
que les papiers suivants, déja présents dans la bibliographie de cet exposé par ailleurs,
touchent a ces questions : [AG, AGS-heat, AGS-riem, AGS-grad, Che, Gigl0, GKO,
Hajl, Haj2, HK, LV, Sha, St].
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3.1. Energies de Dirichlet et Cheeger dans des espaces métriques mesurés

Pour bien poser la question il faut d’abord définir le flot de I’Energie de Dirichlet
et donc définir cette énergie. En gros, cela revient a définir 'espace H'(X) pour X
espace métrique mesuré (EMM). Ceci n’est pas une nouveauté, plusieurs auteurs ’ont
étudié (en particulier [Hajl, Haj2, Che, Sha]) et les travaux récents d’Ambrosio, Gigli
et Savaré ([AGS-heat, AGS-grad]) ont démontré des résultats complémentaires utiles
a leur analyse en toute généralité (en particulier, beaucoup de résultats précédents
demandaient des propriétés de doubling et 'existence d’une inégalité de Poincaré —
voir aussi [HK] — comme hypothese sur (X, d, m), absente dans ces papiers). L'une des
premieres définitions de I'espace de Sobolev sur un EMM avait été donnée par Hailasz,
qui utilisait la définition <« f € H'(X,d, m) si et seulement si il existe g € L*(X,m) telle
que |f(z)—f(y)] < d(z,y)(g(x)+9g(y)) =, propriété qui caractérise les espaces de Sobolev
dans R™ en prenant pour g la fonction maximale de |V f|. Cette définition n’étant pas
locale, tous les travaux plus récents se fondent plutot sur les idées de Cheeger ([Chel),
basées sur la relaxation a partir des fonctions lipschitziennes, et de Shanmuganlingam
([Shal), basées sur D'estimation | f(z(0)) — f(z(1))| < [ |V f(z(t)||2'(t)| demandée sur
< presque toutes > courbes, en un sens opportun. Le papier récent [AGS-grad] présente
une classification de différentes notions de <« module du gradient > au sens faible dans
un EMM et I’équivalence en analyse, mais ici on va se baser sur une seule définition de
f |V f|?dm, celle qui nous semble la plus simple.

Pour toute fonction f lipschitzienne sur X, prenons sa constante de Lipschitz locale
|V f| définie en (4), et posons D(f) := [ |V f|?(x)dm. Ensuite, par relaxation on définit
I’ Energie de Cheeger® C(f) :

C(f) :=inf {liminf D(f,) : fo— fen L*(X,m), fn € Lip(X)}.

On peut ensuite définir I'espace de Sobolev H'(X, d, m) comme l'espace des fonctions
telles que C(f) < +o0. Cet espace sera un espace de Banach muni de la norme f —

C(f) et la fonction C' sera convexe. On peut définir —A f comme 1’élément de norme
minimale du sous-différentiel C(f), sachant qu’en général 'application f — —Af ne
sera pas linéaire (la norme /C(f) n’étant pas hilbertienne).

Définir le flot de la fonctionnelle C' dans I'espace de Hilbert L?( X, m) n’est maintenant
guere difficile, et rentre bien dans le cadre classique des fonctionnelles convexes dans
les espaces de Hilbert et des opérateurs maximaux monotones (voir [Bre]), avec des
résultats d’existence et d’unicité qui sont valables dans un cadre tres général (et qui
s’appliquent ici).

9. Le nom venant du fait que Cheeger avait aussi donné une définition par relaxation; de plus, les
auteurs ne souhaitaient pas ’appeler Energie de Dirichlet, parce que ce nom indique habituellement
une forme quadratique.
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3.2. Un flot de gradient bien posé pour I’entropie

Une deuxieme étape (développée d’abord dans [Gigl0] et ensuite généralisée dans
[AGS-heat]) consiste a donner des conditions d’existence et d’unicité du flot de Ientro-
pie. Pour ce faire, on considere la fonctionnelle E, définie sur I’ensemble des densités
[ telles que p := f - m soit une mesure de probabilité, par E(f) := [ fIn fdm et on
en considere les flots de gradient dans W, au sens EDE. Pour pouvoir appliquer la
théorie générale de la section 1, puisqu’on ne peut pas passer par la formulation faible
de I’équation de continuité, il est naturel de supposer que cette fonctionnelle E soit
A-géodésiquement convexe pour un certain A € R. Cela revient a dire, au sens de Sturm
et Lott-Villani, que 'espace (X,d, m) est un EMM avec courbure de Ricci minorée.
Nous donnons ici la définition correspondante, déja évoquée en fin de section 2.

DEFINITION 3.1. — Un espace métrique mesuré (X, d, m) est dit avoir une courbure de
Ricci minorée par K € R au sens de Sturm et Lott-Villani si la fonctionnelle d’entropie
E:P(X)— RU{+o0} définie par

E(p>:{fflnfdm sip=f-m

400 si p n’est pas absolument continue par rapport a m

est K -géodésiquement convexe dans l'espace Wh(X). On dit alors que (X, d, m) satisfait
la condition ' CD(K,o0).

Remarquons aussi que la formulation EVI du flot de gradient n’est pas disponible dans
ce cas, parce qu’il nous manque la convexité du carré de la distance de Wasserstein le
long des géodésiques. Pour pouvoir bien définir le flot de gradient de E, Gigli a introduit
dans [Gigl0] une stratégie intéressante de preuve d’unicité pour les flots EDE.

PROPOSITION 3.2. — Si F' : P(X) — R U {+o0} est une fonctionnelle strictement
conveze (par rapport aux combinaisons convezes usuelles s = (1 — $)ug + sp1, ce qui
a un sens dans le cadre des mesures de probabilités), telle que |V~ F| est un gradient
supérieur pour F et que son carré |V~ F|* est conveze, alors pour toute mesure [i de
départ il existe au plus un seul flot de gradient p(t) au sens EDE pour la fonctionnelle
F démarrant en i : u(0) = fi.

En particulier, cela s’applique au cas de I'entropie E (la stricte convexité de la fonc-
tionnelle étant évidente, la convexité de la pente se basant sur la formulation (6), valable
en cas de A-convexité géodésique, et sur des propriétés algébriques particulieres de la
fonction t — tlnt).

10. On utilise la notation générale CD(K, N), qui représente le fait d’avoir une courbure minorée
par K et une dimension majorée par N (<« CD » signifiant < curvature-dimension ).
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3.3. Comparaison des flots de gradient

Il reste ensuite a vérifier (et ce n’est pas trivial), que tout flot de gradient de C (par
rapport & la métrique L?) est aussi un flot de gradient EDE pour E et la métrique Ws.
Celle-ci ((C, L?*) = (E,W3)) est la direction la plus simple dans ce cadre, puisque les
calculs sont plus simples a faire, la structure des flots de gradient des fonctionnelles
convexes dans les espaces de Hilbert étant plus claire. Pour ce faire, il convient de
calculer et d’estimer

%E(ft), ou f; est un flot de gradient de C dans L*(X,m).

Ceci se base essentiellement sur une stratégie développée dans [GKO] et sur un lemme
du a Kuwada. La preuve initiale, contenue dans [GKO], est valable dans le cas des
espaces d’Alexandroff V). La généralisation de ce méme résultat aux EMM arbitraires
satisfaisant C'D (K, 00) est faite dans [AGS-heat].

PROPOSITION 3.3. — Si f; est un flot de gradient de C dans L*(X,H"™), on a l’égalité
avec l'information de Fischer :

d
_EE(ft) = C(Q\/ﬁ)-

De plus, pour tout p = f-H" € P(X) on a
C(2v/f) 2 IV EP(p)

(ot la pente de E est calculée par rapport a la distance Ws ). Aussi, en prenant la courbe
pe = fi- H"™, on trouve que p; est une courbe absolument continue dans l’espace Wh(X)
et

() < C@V o).

Ces trois estimations impliquent que p; est un flot de gradient pour [’entropie E par
rapport a Ws.

Une fois qu’on a cette équivalence, on peut se poser la question des propriétés de ce
flot de gradient. La distance L? étant hilbertienne, il est facile de vérifier la propriété
C2G? qui permette de dire que ce flot satisfait la condition EVI. Au contraire, il n’est
pas du tout évident qu’il la satisfasse en ce qui concerne la fonctionnelle E et la distance
W5, On peut vérifier que les trois assertions suivantes (dont le caractere vrai ou faux
dépend de l'espace (X, d,m), qui est supposé satisfaire CD(K,0)) sont équivalentes
(voir [AGS-riem]) :

11. 1l s’agit (voir [BGP] d’espaces métriques ol les triangles sont au moins aussi < gros » (en com-
parant les distances d’un sommet aux points d’une géodésique connectant les autres sommets) que les
triangles d’une variété modele de comparaison de courbure constante k en dimension 2 (la dimension
2 étant suffisante, puisque seuls les triangles apparaissent dans la définition). Il se trouve que ces es-
paces ont toujours une dimension entiere, et on peut les considérer comme des EMM quand ils sont
de dimension finie, et on les munit de la mesure H".
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— l'unique flot de gradient de l'entropie F dans l'espace de Wasserstein satisfait la
condition EVT;
— le flot de la chaleur (qui est en méme temps flot de E pour Wy et de C pour L?)

est linéaire par rapport aux données initiales;

— (si on suppose de plus que (X, d, m) est une variété finslérienne munie de sa distance

naturelle et de sa mesure de volume) X est une variété riemanienne.

Par conséquent, Ambrosio, Gigli et Savaré ont proposé dans [AGS-riem] une définition
d’EMM qui a une courbure de Ricci riemanienne bornée inférieurement, en demandant
a satisfaire CD(K,00) et la linéarité du flot de la chaleur. C’est la notion d’espace

< Infinitésimalement hilbertien > mentionnée dans la section 1.

I est important de remarquer (mais nous ne développons pas ce sujet ici) que ces

notions de bornes sur la courbure (riemaniennes ou pas) sont stables par convergence

de Gromov-Hausdorff mesurées (une convergence a la Gromov-Hausdorff basée sur la

distance de Wasserstein minimale entre les mesures images des deux espaces par des

plongements isométriques dans un méme espace).

[AGS-heat]

[AGS-riem]

[AGS-grad]

[AGS-comp]

[AS]
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