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Introduzione

Nel 1978 E. De Giorgi [12] propose la seguente congettura:

Congettura 0.1 (De Giorgi). Sia u: R® — (—1,1) una soluzione C?, definita su
tutto R™, dell’equazione semilineare

Au = v’ — u,
tale da soddisfare la condizione di monotonia
Op,u >0 inR". (0.1)
Allora tutti gli insiemi di livello {u = s} sono iperpiani, almeno per n < 8.

La richiesta che gli insiemi di livello di u siano iperpiani € equivalente a chiedere
che u dipenda da una sola variabile, cioe che esistano h : R — (—=1,1) e a € R",
con |a| =1, tali che u(x) = h(a - x). In particolare, si puo facilmente verificare che

h deve essere della forma h(t) = tanh (\/L§ + c), con ¢ € R.

E’ interessante cercare di capire I'idea che sta dietro questa congettura, che a prima
vista potrebbe sembrare un po’ misteriosa e quasi immotivata. A tal proposito,
occorre innanzitutto richiamare il teorema di Bernstein. Come ¢ noto, l’equazione
delle superfici minime che siano grafici di una funzione f : 2 C R® — R corrisponde
all’equazione di Eulero-Lagrange legata al funzionale area

T(f) = / VIT VIR,

~ VS Vg
V(W> =0 in . (0.2)

In [6] S. Bernstein dimostro che le uniche soluzioni della (0.2) definite su tutto
R? sono le costanti e i polinomi di primo grado. Nonostante in seguito siano state



6 INTRODUZIONE

trovate anche altre dimostrazioni del teorema di Bernstein, nessuna di esse permet-
teva di essere estesa a dimensione superiore. E’ stato solo nel 1962 che Fleming
[15] ha dato una dimostrazione differente che si poteva adattare a dimensione piu
alta.

La sua idea e stata la seguente: sia f una soluzione dell’equazione delle superfici
minime (0.2) ed F' il suo sottografico. Si considerino, per j € N, gli insiemi

Fj={zeR"™ | jreF};

si puo dimostrare che esiste una sottosuccessione convergente a un qualche insieme
minimo C', dove, per convergenza di insiemi, si intende la convergenza in L} delle
funzioni caratteristiche e, per insieme minimo, si intende che 9C' € una superficie
minima in un qualche senso che verra spiegato meglio nel capitolo 1.

Cio che Fleming dimostro ¢ che C' ¢ un cono con vertice in 0 (i.e. z € C =tz €
C Vt > 0) e che OC ¢ un iperpiano se e solo se f € una funzione affine. In altre
parole, dall’esistenza di una soluzione non banale (i.e. affine) dell’equazione delle
superfici minime in tutto R™, puo dedursi 'esistenza di un cono minimo singolare
in R"*!, ossia di un cono minimo in R™*! la cui frontiera non sia localmente grafico
in almeno un punto.

De Giorgi, successivamente, fece ancora meglio, dimostrando che se ne poteva
dedurre esistenza anche in R™ (vedi [11]).

Si inizio cosi a cercare di dimostrare che non esistono coni minimi singolari e fu cosi
che Simons, dimostrando la non esistenza di coni minimi singolari in R”, ottenne
I'estensione del teorema di Bernstein a funzioni da R™ in R, con m < 7 (vedi [28]).
Simons attiro poi I'attenzione sui coni

{(z,y) | x e R™, y eR™, |z]> = |y|* > 0, m >4},

davanti ai quali il suo metodo di dimostrazione si arrestava.

Nel 1969 Bombieri, De Giorgi e Giusti dimostrarono in [7] non solo che i suddetti
coni sono minimi e, ovviamente, singolari nel vertice, ma provarono anche, con
'ausilio di sopra- e sotto-soluzioni della (0.2), I'esistenza di soluzioni non banali
dell’equazione delle superfici minime.

Cio che vale e, per 'esattezza, il seguente:

Teorema 0.2. Sia f : R — R una soluzione, su tutto R™, dell’equazione delle
superfici minime.

Sen <7, f e affine.

Se n > 8, esistono soluzioni regolari non affini.



Sia ora u : R™ — (—1,1) una soluzione su tutto R" dell’equazione
Au=1u*—u

che verifica la (0.1).
Si definisca ug(z) := u(Rx); si vuole ora studiare il comportamento di ugr per
R — 400. Le funzioni ur sono soluzioni limitate dell’equazione riscalata

—RAuR = R(u?l’;i — Uug),

che, per ogni R, e I'equazione di Eulero-Lagrange del funzionale

1 N (1 —v?)?
/Q(ﬁwm + R g

[ funzionali cosi definiti I'—convergono a un funzionale F(v) che coincide con un
multiplo del funzionale perimetro sulle funzioni che assumono solo i valori 1 e —1
(ossia della forma xg — xo\g) e vale +o0 altrimenti .

Si consideri ora un insieme di livello {u = s} e un raggio arbitrario r > 0. Si puo
dimostrare che, prendendo 2 = B,., le funzioni ug, oltre ad essere punti critici dei
funzionali definiti sopra, sono anche minimi locali.

Come ¢ noto la I'—convergenza assicura la convergenza di minimi globali a minimi
globali; meno noto e che, sotto opportune ipotesi aggiuntive sui funzionali, che in
questo caso particolare sono verificate, anche la proprieta di minimalita locale si
conserva al limite.

Da proprieta di compattezza si riesce dunque ad estrarre una sottosuccesione

UR, — XE — XB,\E»

con F insieme minimo e, dallipotesi (0.1), si deduce che E ¢ 'epigrafico di una
funzione f definita su R®! a valori in R. Allora, per il teorema 0.2, se n — 1 < 7,
il grafico di f, ossia OF, & un iperpiano 2.

Ci si aspetterebbe allora, euristicamente parlando, che {ug, = s} N B,, che non &
altro che una copia riscalata di {u = s} N B,g,, tenda in B,, per k — +00, a un
iperpiano, da cui, per l'arbitrarieta di r, ¢ certamente ragionevole aspettarsi che
gli insiemi di livello di u siano piatti all’infinito per n < 8.

1Si veda, per le definizioni e per maggiori dettagli, il capitolo 1.
211 teorema, 0.2 si puo applicare anche se f assume i valori 00 specificando bene in che senso
f risolve ’equazione delle superfici minime. A tal proposito si veda il paragrafo 2.2.4.
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Notazioni

Vu
O, U = Uy, = g;fi
V2u
Au
Du
DZ'U
Q
Ae)
r= (2, x,)
X = (z,2p41)
2]
(e1,...,6n)
MnXTL
£7’l
Hn
|1l
XE
Br
Br(z)
wn

D'(R")

gradiente di u
derivata parziale di u rispetto a x;
hessiano di u
laplaciano di u
derivata distribuzionale di u
derivata parziale di u rispetto a x; in senso distribuzionale
aperto di R”
A ha chiusura compatta in 2
vettore di R"”
vettore di R™+!
norma di x
base ortonormale Euclidea di R”
matrici n X n
misura di Lebesgue n—dimensionale
misura di Hausdorff n—dimensionale
misura variazione totale di p
funzione caratteristica di £
palla di centro l'origine e raggio R in R"”
palla di centro x e raggio R in R"
misura di Lebesgue della palla unitaria n—dimensionale
spazio delle distribuzioni su R"
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Capitolo 1

Preliminari

1.1 TI'-convergenza

Definizione 1.1. Dati X spazio metrico e una successione di funzioni F. : X —
[0, 4+00], con e parametro continuo che tende a 0, si dice che F. I'-converge a F

: . r : L
per e — 0, e st scrive F. — F', se valgono le due sequenti condizioni:
(i) per ogniv € X e ogni successione (v.) tale che v. — v, vale

liminf F.(v.) > F(v) (1.1)

e—0

(i1) per ogni v € X, esiste una successione (v.) tale che v. — v e vale

liné F.(v.) = F(v) (1.2)
0, equivalentemente,
limsup F.(v.) < F(v). (1.3)
e—0

Non e difficile dimostare che la I'-convergenza gode della fondamentale proprieta

di essere stabile per successioni minimizzanti: se F; LFe v, minimizza F. su X,
allora ogni punto di accumulazione di (v.) minimizza F.

Si supponga, infatti, che v., — v per n — +o00 e sia w € X. Presa allora w. — w
che verifica che la (1.2), si ha

F(w)= lim F. (w.,) > liminf F_ (v, ) > F(v) Ywe X

n—-+o0o n—-+o0o

11



12 1.0. PRELIMINARI

e dunque v € un minimo.

Nel caso in cui le F. siano funzionali e X e uno spazio di funzioni, si puo an-
che dimostrare che, sotto opportune ipotesi addizionali sui funzionali stessi, la
['-convergenza gode anche della proprieta di stabilita per successioni di minimi
locali, ossia ogni punto di accumulazione di una successione di minimi locali ¢ un
minimo locale, dove, con minimo locale, si intende minimo rispetto a perturbazioni
a supporto compatto.

1.2 Funzioni BV e insiemi di perimetro finito

Ricordiamo innanzitutto che C*(Q, R"™) rappresenta lo spazio delle funzioni C* a
supporto compatto in €2 a valori in R"™.

Definizione 1.2. Data f : Q — R, si dice che f € L'(Q) ¢ a variazione limitata
dentro ), e si scrive f € BV(Q), se

|IDf|(Q2) := sup{/ﬂf div g dx

g€ CHQ,R™),|g| < 1} < +00.

Si noti che, per il teorema di rappresentazione di Riesz (Teorema B.8), cio e
equivalente a chiedere che la derivata distribuzionale di f sia una misura di Ra-
don con variazione totale finita dentro €2, ossia che esista una misura di Radon
p=(p,- .., ), a valori in R", tale che [, |u| < +ooe

/fagbdx:—/qbd,ui Vo € C2(Q), i=1,...,n;
o O Q

1 e allora, per definizione, la derivata distribuzionale di f e, sempre dal teorema
di Riesz, segue che

DFIQ) = / Il (1.4)

Definizione 1.3. Data f: Q — R, con f € BV (Q2), denotando con pr(x) Uinte-
grale mediato sulla palla, si definisce l'insieme dei punti di discontinuita essenziale

di f
Sf = {:EGQ‘][B()|f(y)—c|dy—/—>0‘v’c€]1§},

ossia Sf consiste degli x € ) che non sono punti di Lebesque per f.
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Definizione 1.4. Un insieme EE C R" si dice di perimetro finito in §2 se

P(E,Q) :=sup {/ div g dx
E

g € CHQ,RY), |g| < 1} < +00
0, equivalentemente, se xp € BV (Q), e il numero P(E, ) viene detto perimetro
di E in €.

Si osservi che, per la (1.4),

P(E,Q) = / Dl.
Q
Dal teorema della divergenza segue poi che, se OF e sufficientemente regolare,

P(E,Q)=H"(0ENQ).

1.3 1l teorema di Modica-Mortola

Teorema 1.5 (Modica-Mortola - vedi [22]). Sia Q@ € R™ un aperto limitato e si
fissi V € R tale che V € (0,L£™(2)). Si consideri dunque sullo spazio metrico

X::{U;QH[O,H ‘ /Q“:V}

dotato della norma L', la famiglia di funzionali

F(v) = e fo|VoP+ 21 [ W(v) seveW?(Q)NX
A +00 altrimenti

con W funzione continua non negativa che si annulla solo in 0 e in 1, e

Fv) = o|Dv|(R2) sewve BV(Q,{0,1})NnX
v = +00 altrimenti

con o =2 [i /W (s)ds.

Allora @ funzionali F. T'-convergono a F in X.

Vale inoltre la sequente proprieta di compattezza: date due successioni (€,) e (vy,)
tali che e, — 0 e F_, (v,) é limitata, esiste una sottosuccessione (vy, ) convergente

m X.
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Si noti che, essendo v a valori in {0, 1},
|Dv|(Q) = H"(Sw).

Una interpretazione del teorema suddetto e la seguente: dati due fluidi immiscibili
e incomprimibili in un recipiente rappresentato da un aperto © di R3, detta v(z)
la densita del primo fluido nel punto x (v(z) ¢ una funzione a valori in [0, 1]), si
impone il vincolo [v =V (si ¢ fissato, cioe, il volume del primo fluido).

Se si suppone che tra i due fluidi ci sia una separazione netta, lo spazio delle
possibili configurazioni e dato da tutte le v(z) a valori in {0, 1}, alle quali si suppone
associata |’energia

F(v) = oH?*(Sv)

dove o e detta tensione superficiale.

Se invece si suppone che la transizione da un liquido a un altro avvenga in maniera
continua attraverso un sottile strato di spessore dell’ordine di ¢, lo spazio delle
possibili configurazioni ¢ dato da tutte le v(x) a valori in [0, 1], alle quali si suppone

associata |’energia
E.(v) 252/ |Vv|2+/W(v),
) Q

con W funzione continua non negativa che si annulla solo in 0 e in 1.

Il teorema di Modica-Mortola permette allora di collegare tra loro i due diversi
modelli, mostrando che un opportuno riscalamento dei funzionali E. converge, in
un qualche senso, a F' ! e che le configurazioni di minima energia del modello ad
interfaccia continua convergono a una configurazione di minima energia del model-
lo ad interfaccia discontinua.

1.4 Motivazioni euristiche della congettura

Ora che abbiamo richiamato tutti i teoremi che ci servono, vogliamo fare una
discussione un po’ piu dettagliata sul collegamento tra la congettura di De Giorgi
e il teorema 0.2, prima di passare alle dimostrazioni.

Diamo prima, pero, la definizione esatta di insieme di perimetro minimo:

Definizione 1.6. Sia E un insieme di perimetro finito dentro €.
E si dice insieme minimo, o di perimetro minimo, dentro ) se, per ogni compatto

'Per la dimostrazione del teorema si veda appendice A, Teorema A.1.
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/!Dms/ Dyl
K K

per ogni F' coincidente con E in Q\ K.

K C, siha

Ci mettiamo ora nell’ipotesi pilt generale che F' € C%(R) sia un potenziale della
forma di quello di De Giorgi (cioe (1712)2), supponendo che esistano m ed M
tali che m < M ed F' > F(m) = F(M) nell'intervallo (m, M) (F ¢ dunque un
cosiddetto potenziale a doppio pozzo). Sia poi u una soluzione limitata su tutto R”

dell’equazione

Au = F'(u)

che verifica la (0.1) e tale che infu = m e supu = M.
Si definisca ug(z) := u(Rz). Come ¢ stato gia fatto notare nell’introduzione, le
funzioni ur sono soluzioni limitate dell’equazione riscalata

1
EAUR = RF/(UR),

corrispondente, per ogni R, all’equazione di Eulero-Lagrange del funzionale Eg(+, €2)
definito come

Er(u, Q) = /Q (%%Wu\? - RF(u)> dz.

Detto allora cp = fnj\:[ V2F(s)ds, in questo caso dal teorema 1.5 seguono le tre
seguenti proprieta:

(i) (Semicontinuita inferiore) Se E ha perimetro localmente finito in R", allora,
prese due successioni R; — +00 e u; — 1p in Lj,.(R™), con 1p che indica la
funzione che vale M su E' e m su R"\ E, si ha

liminf &g, (u;, Q) > cpP(E,Q) VQ C R™

i——+00

(ii) (Approssimazione) Se F ha perimetro localmente finito in R”, esiste una
famiglia (vz) C W,?(R™) convergente a 1g in L] _(R™) e tale che

loc loc

limsup Eg(vg, Q) < cpP(E,Q)
R—+4o00

per ogni 2 C R™ aperto limitato tale che P(F,09) = 0.



16 1.0. PRELIMINARI

(ili) (Coercivitd) Se R; — 400 e la famiglia (u;) C W,2*(R") soddisfa

sup Eg, (u;, 1) < 400 VQ € R”,

allora esiste una sottosuccessione (u;, ) e un insieme £ di perimetro localmente

finito tale che u;, converge a 1g in L}, (R") per k — +o0.

Dal lemma 3.4 segue che le funzioni ug sono minimi locali per i funzionali &g;
inoltre, dal teorema 3.7, sappiamo che esiste una sottosuccessione (ug, ) tale che

ur, — Xp— Xo\r in L,.(Q),

con F insieme di perimetro minimo dentro (). Allora, dal ragionamento fatto nel-
I'introduzione, ci si aspetta che, per n < 8, gli insiemi di livello di w siano piatti
all’infinito.

Pit in particolare valgono i seguenti risultati:

Teorema 1.7 (vedi [2]). Sia u una soluzione limitata su tutto R™, con n < 8,
dell’equazione
Au = F'(u)

che wverifica la (0.1), con F € C*R) e tale che F > F(infu) = F(supu) in
(inf w,supu). Si supponga poi che valga la sequente ipotesi aggiuntiva:

lim w(2,z,) =infu e lim w(2' z,) =supu Vo' € R* L

Tp——00 Tp—+00

Allora, presa (R;) C (0,400) una qualunque successione tendente a +00o, esistono
una sottosuccessione (R;,) e un vettore unitario a € R™ tali che

lim ng-”/ (my? - \aau\Z)dx —0.
k—+o0 BRik

Infine up(x) = u(R;,x) converge in L}, (R™) alla funzione caratteristica (con valori

infu e supu) di un semispazio ortogonale ad a.

Teorema 1.8 (vedi [10]). Sia ug : Q@ — [—1, 1] un minimo locale del funzionale

Er(u, Q) = / (%|VU!2 - RF(a:,u)> dz,
Q
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con F potenziale tale che 0 < F < 1, F(x,—1) = F(x,1) =0, F(z,t) > 0 per
t € (=1,1), e che verifica opportune ipotesi di crescita *.
Si supponga poi che una sottosuccessione (ug,) converga localmente in L' a

V=XE — XQ\E-

Allora ogni insieme di livello {ur, = pn} converge uniformemente, dentro ogni
compatto, a OF.

Si puo notare che il teorema 1.7 & ancora ben lontano dall’essere una dimostrazione
della congettura di De Giorgi; infatti:

(i) la direzione a dipende a priori dalla sottosuccessione (R;,) e benché il teore-
ma 1.7 implica, con un semplice ragionamento per assurdo, l’esistenza, per
ogni R, di un vettore unitario ap tale che

lim Rl—"/ <|vu|2 - |8aRu|2>dx —0,
R—+o00 Bgr

non ¢ chiaro come escludere un comportamento a spirale degli insiemi di
livello di w all’infinito.

(ii) Supponendo anche che esista un vettore unitario a, indipendente da R, tale
che

lim Rln/ <|Vu\2 - |8au|2)da: =0,
Br

R—+o00

non e chiaro, a questo punto, come concludere che Vu e ovunque parallelo
ad a.

Per quanto riguarda il teorema 1.8, si osservi che si puo applicare prendendo
ug,(r) = u(R;z), con u come nella congettura di De Giorgi (il potenziale F'(u) =
% verifica infatti tutte le ipotesi richieste); allora, dal teorema 2.6, segue, per
n < 7, una convergenza uniforme dei blow-down degli insiemi di livello di v a un
iperpiano. L’ipotesi di monotonia (0.1) permette poi di utilizzare il teorema 2.8 e,
quindi, di ottenere la convergenza uniforme a un iperpiano anche per n = 8.

In ogni caso, benché tutti questi discorsi fatti e i teoremi suddetti siano certamente
lontani dal dare una dimostrazione della congettura di De Giorgi, fanno pero capire
perché bisognerebbe aspettarsi che essa sia vera. Anzi, come si vedra nel secondo
paragrafo del capitolo 3, sara proprio l'idea di studiare la convergenza degli insiemi
di livello quella che risultera vincente per dimostrare la congettura di De Giorgi

nel caso n < 8.

2Per maggiori dettagli si veda l’articolo originale.
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Capitolo 2

Il teorema di Bernstein

Prima di dare una dimostrazione del teorema di Bernstein per n = 2 e di studiare
poi, un po’ piu in dettaglio, il discorso fatto sui coni minimi nell’introduzione e il
teorema di Bernstein nella sua versione generale, si vuole far notare una proprieta
dell’equazione delle superfici minime:

si consideri il problema di minimizzare ’area del grafico delle funzioni f : ) — R
tali che f = ¢ su 09, con ¢ funzione assegnata sufficientemente regolare; si sta,
cioe, cercando di risolvere il problema di minimo

win{7() = [ VI

Certamente, se g risolve il problema di minimo ed ¢ abbastanza regolare, allora e
una soluzione della (0.2).

Viceversa, dal fatto che R™ 5 p — /14 |p|? & strettamente convessa, segue che,
se g risolve la (0.2), per ogni f tale che f = g su 09,

UUENORY <V%» "

da cui g ¢ un minimo. Si € dunque dimostrato che, nel caso particolare del pro-
blema di trovare grafici di area minima, risolvere ’equazione di Eulero-Lagrange
legata al funzionale area, e cioe la (0.2), & condizione necessaria e sufficiente affin-
ché una funzione risolva il problema di minimo. Questa e una proprieta generale
dei funzionali convessi; la stretta convessita di J permette poi di concludere che il
minimo, se esiste, € unico.

fngsan}.

= J(9),

19



20 2.0. IL TEOREMA DI BERNSTEIN

2.1 Il cason=2

Nel 1915, Bernstein dimostro il suo famoso teorema sui grafici minimali:

Teorema 2.1 (Bernstein - vedi [6]). Sia f(z,y) una soluzione C? dell’equazione
delle superfici minime nel piano:

0 - 0
%<7F%F%>+5(7F%F%):“ 21
+ 2+ Y + 2+
Allora f ¢ affine.
Tra le molte dimostrazioni presenti di questo teorema, la seguente, di Nitsche
(vedi [26]), ha certamente il pregio di essere relativamente breve e semplice, ma
ha il difetto che, utilizzando metodi dell’analisi complessa, non & estendibile a
dimensione superiore.

DIMOSTRAZIONE.
Si noti innazitutto che la (2.1) puo essere equivalentemente riscritta come

L+ f) foo = 2fafyfay + (L4 f2) fyy =0 (2.2)

e che, dalla (2.2), segue esistenza di una funzione ®(z,y) € C*(R?) tale che

1 2
P,, = +—fﬂc
ESEESF
P,y = —f =fy
T2
1+ f2
Dy = —fy
ESIESE
Si puo infatti dimostrare, in maniera assolutamente analoga a come si dimostre-

rebbe che un campo vettoriale ¢ un gradiente se e solo se vale la condizione delle
derivate incrociate, che, date tre funzioni A, B, C, esiste V tale che

», (A B
vv_(BO
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se e solo se 0,A = 0,B e 0,B = 0,C, condizioni che, nel nostro caso particolare,
sono proprio espresse dalla (2.2) 1.
Tale ® verifica ’equazione

Dy Py — 02, = 1. (2.3)

Modulo il seguente lemma, che ci dice che ®,, e ®,, sono costanti, f, e f, sono
costanti, da cui la tesi. O

Lemma 2.2. Se ® € C*(R?) verifica la (2.3) in tutto il piano, allora é un polinomio
di secondo grado.

DIMOSTRAZIONE.

A meno di cambiare ® con —®, si puo supporre che ® sia convessa, dal momento
che, per la (2.3), det(V?®) = 1 e dunque gli autovalori dell’hessiano sono concordi e,
per la continuita delle derivate seconde, sono sempre o entrambi positivi o entrambi
negativi.

Si consideri ora la mappa F : R? — R? definita da

Si vuole dimostrare che F' ¢ un diffeomorfismo di R? in sé.
Poiché
1+® d
I = Tx Ty
v ( Py 1+ @y, ) ’

dalla (2.3) si ottiene det(VF) = @,, + @,,, + 2 > 0, da cui F ¢ un diffeomorfismo
locale.
Il fatto che F sia iniettiva segue dalla convessita di ®:

Fv)=F(w)=v+Vo(w)=w+VP(w) =v—w=Vd(w)—Vo(v) =

= 0 < (VO(v) — VO(w),v —w) = —|jv —w||* = v =w.

Per dimostrare invece la surgettivitd di F, fissato w € R?, si consideri la funzione
gw : R? — R data da

_ ol
2

9w (V)

1Si noti che, in verita, la (2.2) & condizione necessaria e sufficiente per Pesistenza di una fun-
zione ® che verifichi le condizioni richieste. La necessita segue, infatti, semplicemente imponendo
OyPyr = 0, P4y 0, equivalentemente, 0y Pyy = 0, Pyy.

+ ®(v) — (v, w).
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Essendo ® convessa, g, avra un unico punto di minimo v e in tale punto si ha
0=Vgu(?) =0+ VP(0) —w = F(?) —w.
F & dunque un diffeomorfismo ed esiste F'~! : R? — R? di classe C*.

Siponga ora ¢ = &+inew(() = z—Py(z,y)—i(y—Py(z,y)), con (z,y) = F1(£,n).
Osservando che

1+ @
8595— + v
Dy + By + 2
-
Oyr =0 —
e T g D, + 2
a —
nd $pp + D,y + 27

e un semplice conto verificare che w & una funzione olomorfa intera.
Inoltre, utilizzando sempre la (2.3), si ha

Oy + Py — 2

<1,
Oyp + Dy + 2

W' (Q))* =

da cui, per il teorema di Liouville, w’ ¢ costante. D’altra parte

11— w'?
D, = 1——|w’|2 =0
11+ w'[?
Py = 12 e = C2
e, quindi, ¢ ¢ un polinomio di secondo grado. O

2.2 1l caso generale

Per poter ottenere il teorema di Bernstein in tutta la sua generalita, occorre prima
di tutto introdurre la variazione prima e seconda dell’area e, poi, vedere qualche
risultato sulla non esistenza di coni minimi singolari.
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2.2.1 Variazione prima e seconda dell’area

Sia £ C R™ un insieme minimo dentro {2 con JF regolare e si consideri una famiglia
di diffeomorfismi {F;} tali che Fy = I e F, — I ha supporto compatto uniforme
dentro Bj.

Detti E; = Fy(E) e A(t) = [, |Dxg,|, per la proprieta di minimalita di E si ha:

d

—A(t =
dt (>t:0 0
d2

—A(t >
dt? ()t:() =0

Prendendo F; = I + tv(, con ¢ € C} e v la normale a F entrante, si ottiene

d
o=—{([1|D

= | (5F = (@ =)y e
t=0

= | AHCAH" = A =0

t=0 OF

= [ (J6¢) =) dH >0
OFE

dove # = 7 (z) ¢ la curvatura media della superficie JE nel punto z, ¢ = ¢(x)? &

la somma dei quadrati delle curvature principali di OF in x e §( indica il gradiente

tangenziale di ¢, i.e. 6¢ = V{ — (V(, v)v.

2.2.2 Coni minimi

Ricordando quanto detto sopra, passiamo ora a dimostrare il seguente:

Teorema 2.3 (Simons - vedi [28]). Sia C' un cono tale che OC' é regolare in R™\{0}.
St supponga poi 7 = 0 e che la variazione seconda dell’area sia non negativa, 0ssia

/ac (J6¢)? = *¢)dH™ >0 (2.4)

per ogni ¢ € C} tale che spt ( N {0} = 0.
Allora o OC' & un iperpiano oppure n > 8.
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DIMOSTRAZIONE.
Sostituendo ¢ con ¢ nella (2.4) e ricordando che J# = 0, & solo un lungo conto
dimostrare che essa implica

/ (y&qz — Q—CQ) dH" >0 (2.5)
oC

[

per ogni ¢ € C} tale che spt ¢ N {0} = 0. La stessa equazione vale poi per
approssimazione per ogni ( tale che

/ <202|x|72dr}_ln71 < 4o00.
oC

Essendo 0C' un cono, v(x) ¢ una funzione omogenea di grado 0, da cui d;v, €
omogenea di grado —1 e dunque ¢? = > j(éiuj)z ¢ omogenea di grado —2. Allora,
affinché I'integrale converga, basta che converga
Clo| *dH™
ac
a,.B

Detto ora r; = max{|z|, 1}, r = |z|, ponendo ((z) = r®r] e utilizzando la formula
di coarea (teorema B.4), si ottiene

+00
(2|x|_4dH"_1 _ / / r2a_4rfﬁd7'("_2dr _
oC 0 O0CNIB;-

+00 +oo
= / 7“2"_47“%67-{"_2(30 N OB, )dr = H”_Z((?C’ NOB;) / T2a+n_6rfﬁdr.
0 0

Prendendo a > 25 e a + 3 < 25, D'integrale converge; dalla (2.5) segue allora

0< (O{Q _ 2)/ rQa—QCZdHn—l + [(O[ + ﬁ)Q _ 2] / T2(a+ﬂ)_262dHn_1.
o0CNBy BC\Bl

Se ora (5_7")2 < 2, si possono scegliere o e 8 in modo che a? < 2 e (a+3)? < 2, da
cui o ¢ = 0, e dunque OC' & un iperpiano, oppure (5 —n)? > 8, e dunque n > 8. [

A questo punto non e difficile dimostrare che non esistono coni minimi singola-
riin R" per n < 7.
Infatti vale la seguente:
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Proposizione 2.4. Sia C' un cono minimo con vertice in 0 e sia xy € 0C' \ {0}.
Pert > 0, si definisca

Cor={zeR" | zg+t(x—z) € C}.

Allora esiste una successione (t;) convergente a 0 tale che Cy; converge a un cono
minimo Q. Vale poi che QQ ¢ un cilindro (ossia Q = A X R), avente come asse la
retta congiungente O con xq, € che A € a sua volta un cono minimo.

Si supponga ora che C' sia un cono minimo in R”, singolare in 0 e anche in un altro
punto zy # 0. Dal momento che C' & un cono, tutti i punti della semiretta uscente
da 0 e passante per xy devono essere singolari. A meno di ruotare C, si puo allora
supporre che questa semiretta coincida con 'asse delle z,,. Facendo ora un blow-up
di C intorno a xq, si ottiene un cilindro minimo ) tale che I’asse delle z,, giace su
0Q). Inoltre, si puo dimostrare che il limite di una successione di punti singolari ¢
ancora un punto singolare, da cui tutti i punti dell’asse x,, sono singolari. Si ha
cosi che Q = A x R, con A cono minimo in R"! singolare nell’origine. Iterando
ancora questo argomento si ottiene il seguente:

Teorema 2.5. Sia C un cono minimo in R™, singolare in 0. Allora esiste k < n e
un cono A C RF tale che A ¢ minimo e ha solo una singolarita in 0.

Mettendo insieme i teoremi 2.3 e 2.5, segue che non esistono coni minimi singolari in
R™ per n < 7, dal momento che ogni cono minimo deve soddisfare 5 = 0 e la (2.4).

2.2.3 1l teorema di Bernstein per n <7

Si pud dunque passare a mostrare piu in dettaglio I'idea di Fleming [15].

A tal fine, si dara un cenno delle dimostrazioni di due teoremi: il primo su insiemi di
perimetro minimo; il secondo, invece, ¢ il teorema di Bernstein sui grafici minimi
nella sua forma piu generale, che seguira come corollario di una sua forma piu

debole.

Teorema 2.6. Sia E un insieme di perimetro minimo in R™ tale che 0 € OFE.
Allora o OF € un iperpiano oppure n > 8.

DIMOSTRAZIONE. (CENNO)
Per 5 € N si ponga

FE
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Ovviamente, gli insiemi £; hanno perimetro minimo in R", da cui vale
D, | < 2w R,
| XE]| — §nwn )
Br

ricordando allora che BV si immerge compatto in L', tramite un procedimento
diagonale si ottiene una sottosuccessione (£,,) convergente a un insieme C'. Il fatto
che esso sia ancora un insieme minimo segue sostanzialmente dalla semicontinuita
inferiore del perimetro rispetto alla convergenza in L', proprietd che pud essere
facilmente dimostrata a partire dalla definizione di perimetro data all’inizio del
capitolo, mentre € meno elementare la dimostrazione che C' sia un cono.

Dato questo per buono, da disuguaglianze per insiemi minimi segue, per quasi ogni
R >0,

nr < (Rrp)' " /

| DXkl :R1"/ |Dx,,| HR”/ |Dxc|.  (2.6)
BRrj BR BR

Si supponga ora n < 7. In questo caso C' deve essere un semispazio, da cui
1-n
R [ Dxol =wns
Br

Usando ora il fatto che, per un insieme minimo, R'™" [ Br |DxE| € crescente in R,
per la (2.6) risulta

R1”/ |Dxg| =wn—1 VR >D0.
Bgr

Ricordiamo ora la seguente disuguaglianza per insiemi di perimetro minimo:

<2 / 2] D] <p / Dxg| — / |D><E|) Vr <,
B,— B, B, "

dove il valore di yg su 0B e da intendersi nel senso delle tracce per funzioni BV.
Notando ora che il membro di destra e nullo, si ottiene che £ € un cono, da cui
E = C e OF & un iperpiano. ]

P
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Lemma 2.7 (vedi [24]). Sia f una soluzione dell’equazione delle superfici minime
su tutto R™ con gradiente limitato. Allora f ¢ affine.

DIMOSTRAZIONE.
Per k =1,...,n, le funzioni g, = 0,, f risolvono 'equazione
O, (ij(2)0,,9) =0 (2.7)
con 5 NP
G (1+ |V — 0, fO,.

(L+[Vf2)32

Essendo |V f] limitato su tutto R", esiste una costante v, indipendente da x, tale
che
ai;(2)&& > v[E)? VE e R,

i.e. 'equazione (2.7) ¢ (uniformemente) ellittica.

Si consideri allora, fissato k € {1,...,n}, la funzione w = g, — inf gy.

w ¢ allora una funzione non negativa che verifica la (2.7); dunque, dalla disugua-
glianza di Harnack (teorema B.3), si ottiene

supw < Cinfw VR >0,
Br Br

con C indipendente da R, da cui, passando al limite per R — +00, supgn. w < 0,
il che implica 0,, f costante per k =1,...,n. O

Teorema 2.8. Sia f: R" — R una soluzione, definita su tutto R™, dell’equazione
delle superfici minime, conn < 7. Allora f & affine.

DIMOSTRAZIONE. (CENNO)

Per il lemma 2.7 basta dimostare che |V f| ¢ limitato.

Sia dunque [’ il sottografico di f e siano F} i blow-down di F' come nel teorema
2.6.

Allora, per ogni j, 'insieme F} ¢ il sottografico della funzione f;(x) = % (jx).

Si puo dimostrare che F' ¢ un insieme minimo e, dunque, ragionando come nel
teorema 2.6, si ottiene che una sottosuccessione (F);) converge a un cono minimo
C C R™. Questo cono sara a sua volta il sottografico di una funzione g : R* — R.
Detti ora P = {x € R" | g(z) = o0} e N = {z € R" | g(x) = —o0}, si ha che,
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essendo C' un cono, P e N sono coni in R™ con vertice in 0; vale inoltre che P e N
sono a loro volta coni minimi. Essendo dunque n < 7, P e N sono semispazi, da
cui
g(m):{ +o00 sex e P
—o00 sex € R"\ P.

Cio significa che C' € un semispazio e 0C' & un iperpiano verticale.

Ripetendo nuovamente il ragionamento utilizzato nel teorema 2.6, si ha F = C,
il che e impossibile perché OF, e cioe il grafico di f, non puo essere un iperpiano
verticale.

Dunque g € in verita una funzione a valori reali tale che il suo sottografico € un
insieme di perimetro minimo; vale allora che g ¢ localmente limitata dentro R™, da
cui si puo dedurre che le funzioni f; sono equilimitate dentro la palla unitaria, e
quindi

sup f(z) < vrj. (2.8)

Tj

Ricordiamo ora la seguente stima a priori sul gradiente delle soluzioni dell’equazione
delle superfici minime su tutto R™ dimostrata da Bombieri, De Giorgi e Miranda

8]:
IV f(x)] < Cyexp [02 (SHPBR(@}“: — f(x))] : (2.9)

con C costante indipendente da R e da x.
Mettendo insieme la (2.8) e la (2.9) si ottiene dunque

IVf(z)| < Crexp {Cz (7 - f(a:))} :

T

da cui segue la tesi passando al limite per j — +oc. [

2.2.4 Minimalita dei coni di Simons

Diamo innanzitutto la definizione di quasi-soluzione:

Definizione 2.9. Sia f : Q — R una funzione misurabile. Si dice che f ¢ una
quasi-soluzione dell’equazione delle superfici minime dentro 2 se il suo sottografico
F minimizza localmente il perimetro dentro @ =  x R.
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Si osservi che, per quanto notato nel teorema 2.6, data una succesione di insiemi
minimi esiste una sottosuccessione convergente a un insieme che ¢, a sua volta,
minimo; da questo segue, dunque, che ogni successione ( fx) di quasi-soluzioni am-
mette una sottosuccessione convergente quasi ovunque a una quasi-soluzione.
Osserviamo, inoltre, che la dimostrazione del teorema 2.8 funziona ancora se si
suppone solo che f sia una quasi-soluzione 2.

Vogliamo adesso vedere che questo risultato non puo essere migliorato:

Teorema 2.10. Sia
S={(z,y) | v €R™ ycR™ 2> —y* >0, m>4},
ossia il cono di Simons in R*™. Allora la funzione

f—{ +oo sex €S

| —o0 sex g S
¢ una quasi-soluzione in R?™.

DIMOSTRAZIONE. (vedi [19])
Sia
g(z,y) = |z[* = jy[*, (x,y) € R™ x R™.

Allora, essendo m > 4, g soddisfa

Vyg

g div [ —Z—
V1+ Vgl

su tutto R?™. g & dunque una sottosoluzione per I’equazione delle superfici minime
in S e una soprasoluzione in R*"\ S 3. Lo stesso ¢ poi vero per la successione di

kx, k
gk = ¥ =kg(z,y).

funzioni

Si considerino i problemi di minimo in W*°(Bg) :

min{/ V14 |V f2de
Q

2Questa osservazione ci sard poi utile nel teorema 3.17.
3Per la definizione di sopra e sottosoluzione si veda appendice B, Teorema, B.7.

f =gk su 8BR},
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con R > 0 fissato.

Grazie al fatto che il bordo e il dato al bordo sono regolari e che il bordo ha
curvatura media non negativa, si puo dimostrare che ciascun problema di minimo
ammette un’unica soluzione regolare f;. Dalla simmetria delle g, si deduce che
fr =0 su 0S e, dal principio del massimo (Teorema B.7),

fe=>9gr inS
fe <gr inR™\S

da cui, facendo tendere k a +oo, si ottiene f — f. La tesi segue, dunque, dall’os-
servazione fatta sopra e dall’arbitrarieta di R. ]

Concludiamo ricordando che, come gia detto nell'introduzione, vale ben di piu
di quanto si ¢ dimostrato: per n = 8§, esiste una soluzione su tutto R" dell’equa-
zione delle superfici minime che non e affine. Per costruirla, si utilizza il cono
di Simons in R® : si costruiscono prima opportune sopra- e sotto-soluzioni dell’e-
quazione e poi, partendo da queste, si dimostra l’esistenza di una soluzione che e
positiva dentro S, nulla su 05 e negativa nella parte rimanente. In particolare,
questa soluzione avra, per il lemma 2.7, crescita piu che lineare.



Capitolo 3

La congettura di De Giorgi

3.1 Icasin=2en=3

Si dimostrera, in maniera praticamente identica a parte alcune difficolta tecniche in
piu per il caso n = 3, il seguente teorema, che non ¢ altro che una generalizzazione
della congettura di De Giorgi.

Teorema 3.1 (vedi [2]). Sia F € C*(R) e sia u una soluzione limitata su tutto
R™ conn =2 on =3, dell’equazione semilineare

Au = F'(u), (3.1)
con u che verifica la condizione di monotonia
Op,u >0 in R". (3.2)
Allora tutti gli insiemi di livello {u = s} sono iperpiani.

La cosa interessante da notare ¢ che, nei due casi particolari n = 2 en = 3, la
congettura ¢ vera senza fare nessuna ipotesi sul potenziale F', al quale si richiede
solo di essere regolare. Anzi, per n = 2, il teorema vale in ipotesi ancora piu
generali:

Teorema 3.2 (vedi [14]). Siano f € C)H(R) e a € C1(0,400), con a che verifica

loc loc
opportune ipotesi di crescita (verificate da a = 1) 1. Sia u € C1(R?) una soluzione

d
Z div(a(|Vu|)Vu) + f(u) =0 in D'(R?)
Vu| > 0 in R2

'Per maggiori dettagli si veda ’articolo originale.

31
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con |Vu| € L>*(R?). Si assuma infine che esista § < 1 tale che

larg (Vu)(z)] = O(n° |z|) per |z| — +oo.
Allora u ¢ unidimensionale, cioé esistono v € S' e g € C*(R) tali che u(zx) =
gv-x) elg'(x)] > 0.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 3.1.

Nel corso della dimostrazione si avra bisogno di una serie di lemmi e teoremi, le
cui dimostrazioni sono riportate alla fine per semplificare la lettura.

Sia nel caso n = 2 che nel caso n = 3, il punto chiave della dimostrazione sara il
seguente teorema tipo-Liouville:

Teorema 3.3 (vedi [5]). Sia ¢ € LS. (R™) una funzione positiva.

loc

Si assuma che o € W22 (R™) soddisfi

odiv(¢*Vo) >0 in R" (3.3)

i senso distribuzionale e che, per ogni R > 1,
/ (po)*dz < CR? (3.4)
Br

per una certa costante C, indipendente da R. Allora o ¢ costante.

Per applicare questo teorema alla dimostrazione del teorema 3.1, si considerino le
funzioni

¢ =0y, u >0
e
Oy, Op,u
YO ¢
per ogni ¢+ = 1,...,n — 1. Basta allora dimostrare che ciascun o; ¢ costante,

dal momento che questo implicherebbe V(u) = a|V(u)|, con a vettore unitario
costante, e che dunque gli insiemi di livello di u sono iperpiani ortogonali ad a.

Si noti che, poiché ¢*Va; = ¢pVO,,u — 0,,uVe, e dal momento che sia 9,,u sia ¢
risolvono la stessa equazione lineare Av = F”(u)v, si ha

div(¢?V ;) = (Vé, VO, u) + ¢AOy,u — (VOy,u, VP) — Opullg =

= ¢(F”(U)81,LU) - chu(FH(U)Qb) =0,
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e dunque la (3.3) ¢ verificata. Per quanto riguarda la (3.4), poiché ¢o; = 0,,u, si
tratta di verificare che vale

/ |Vul’de < CR®* VR > 1, (3.5)
Br
con C' indipendente da R.

Nel caso n = 2, la (3.5) segue da stime W?P con p > n, applicate all’equazio-
ne Au = F'(u) in ogni palla By(z) di raggio 2: si ha infatti, poiché u e F’(u) sono
in L>*(R"), che

lallw () < C ([l Ba@y + [1F'(@l|ir(ma@n) < C Yp € [1,4+00)  (3.6)
con C indipendente da z. Grazie alle immersioni di Sobolev, WP < L per p > n

e, dunque, Vu € L*(R"), da cui segue la (3.5).

Nel caso n = 3, la (3.5) vale ancora ma & piu complicato dimostrarla.
Si definisca innanzitutto

u(z") ;= lim w2, x,)
Tp—+00
e
u(z'):= lim w(z', x,)
Ty ——00

(si noti che, per la (3.2), la definizione ha senso); si osservi che, per la (3.6), abbiamo
F'(u) € WoP(R™), VF'(u) = F"(u)Vu e

loc
Ay, u = F"(u)0z,u

in senso debole, per ogni i =1,...n.
Con le stesse stime usate sopra, si ottiene una stima uniforme della norma W3P
di u in ogni palla di raggio 1 e, ricordando che, per p > n, W3? — (C?%“ con

n

o =1— 2, si ottiene |ullc2e(By @) < C Va € (0,1), con €' indipendente da z, e
dunque [|u|gzag@ny < C.

Per Ascoli-Arzela, otteniamo allora che esiste una successione z,, — +oo tale che
w(x’', x,, ) converge in C*(R™) a u(z’) e quindi

Au+ L = F'(u),

N , _ : : o
con L(z') = kglfoo Opnant(2, x,, ); allora un semplice ragionamento sulla limita-

tezza di v da L = 0; ripetendo lo stesso ragionamento con wu, si ottiene che u
e u risolvono la (3.1) su R"1. Si avra poi bisogno del seguente lemma di locale
minimalita:
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Lemma 3.4. Sia u una soluzione limitata della (3.1) su R™ che verifica la condi-
zione di monotonia (3.2) e sia @ C R™ un dominio limitato regolare. Allora

‘L(gvm”+Fw0dx§lxgme+Fw0dx (3.7)

per ogni funzione v € CY(Q) tale che v =u su 09 e
u(z) <o, z,) <u(z') Vo= (2 x,) €.
A questo punto si puo dimostrare il seguente:

Teorema 3.5. Sia u soluzione limitata della (3.1) suR? che verifica la condizione
di monotonia (3.2). Vale allora la (3.5) per ogni R > 1 con C indipendente da R.

DIMOSTRAZIONE.

Per prima cosa si vuole vedere quando l'intervallo [sup w,inf @], con @ e u definite
precedentemente, € non vuoto.

Si consideri u(z’). Per quanto visto prima, @ risolve la (3.1) su R?; vale inoltre il
seguente:

Lemma 3.6. Sia u soluzione limitata della (3.1) su tutto R™ che verifica la (3.2)
e sia u(x') = linj u(x', ). Allora esiste una funzione ¢ € W2P(R"1) Vp < oo

tale che ¢ >0 e
Ap — F"(u)p <0 su R"* (3.8)

Si considerino dunque, per i = 1,2, le funzioni definite su tutto R?

0,

¢ Y

;

con ¢ data dal lemma 3.6.
Si noti che, essendo ¢ > 0, o; € ben definita e si ha poi sufficiente regolarita affinché
valga

div(¢*Vo;) = ¢AD,.u — 0, uAP,

da cui, per la (3.8),
0, div(¢?Vo,) = 0, U, T — (8,,0)2 (A ) =

= (0,,0)*F" (W) — (05,0)* (A /) > 0.
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Vale allora la (3.3); per quanto riguarda la (3.4), basta osservare che ¢o; = 0,7 ¢
limitata e che siamo in dimensione 2. Dal teorema 3.3, si ottiene che o; € costante,
da cui

0pU = ¢i0) (3.9)

per qualche costante c;.

Se ¢ = ¢ = 0, allora u & costante.

Se almeno un ¢; e diverso da 0, allora, per la (3.9), @ ¢ costante lungo la direzione
(ca, —c1) e, dunque, preso a = (c1,¢q)/|(c1, )|, si ottiene u(z’) = h(a - 2’), con
h € C?*(R). Inoltre, sempre per la (3.9), c;¢ = ¢;h'(a - 2')/|(c1, )|, da cui A > 0.
Segue allora

W' —F'(h) =0= (h"— F'(h)h' = 0= F(h) — %hﬂ ~C.

Poiché h ¢ limitata (perché tale ¢ u), se A’ > 0 (cio¢ w non & costante) si ha
liminf A'(t) = 0, da cui, detti m = inf we M =sup w, F(m) = F(M) = C e

t—=o0

F>Cin(m,M).

Analogamente, detti m = inf uw e M = sup u, se u non ¢ costante si ha F(m) =
F(M)=Ce¢F>Cin (m,M).

Da cio si ottiene che, considerando le quattro possibili situazioni (cioe u e u costanti
o meno), I'unico caso in cui M > 1, e cioe in cui 'intervallo [sup w,inf @] & vuoto,
si ha quando m = M e m = T, caso che verra trattato a parte alla fine.

Nei rimanenti casi, ovvero quelli in cui U'intervallo [sup w,inf %] & non vuoto, si
noti che, per quanto visto sopra, esiste un s € [sup wu,inf u] tale che

F(s) = ¢, :=min{F(t) | inf u <t <sup u}.

Sia allora ¢ € C°(R"™) tale che 0 < ¢pp < 1, ¢pp =1 in Bg_1, o =0in R"\ Bg
e ||Vorl|eo < 2, e si consideri

vg = (1 — ¢r)u + drs.

Questa funzione verifica le ipotesi del lemma 3.4 con 2 = Bpg; ricordando allora
che Vu € L™, si ottiene:

1 1
/ ~|Vul*dr < / (—\Vu|2 + F(u) — cu) dr <
B 2 Br \2
1 9 1 2
< =|Vog|* 4+ F(vg) — ¢, | dz = =|Vog|* 4+ F(vg) — ¢, | dx <
B \2 Br\Br 1 \2
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< CL3Bg\ Br_1) < CR?

per ogni R > 1, con C indipendente da R 2.
Nel caso in cui l'intervallo [sup w,inf @] ¢ vuoto, si consideri invece

VR \— (1 — ¢R)'LL -+ ¢Rﬂ

e ¢, = F(m).

Usando il fatto che F' > F(m) nell'intervallo [inf u, sup u] e che vg verifica ancora
le ipotesi del lemma 3.4, si puo ragionare esattamente come sopra ottenendo, in
questo caso,

1 1
/ —|Vu|*dz < CR? —i—/ (—\Vﬂ(w’)lz + F(u(a2") — cu> d.
Br 2 Bgr-1 2

Si tratta ora di stimare 'energia dentro Bg_1; ricordando che u(z') = h(a-2'), con
h funzione di una sola variabile, si ha

/BRl (%’W'Q tEE - Cu) iw <o - (%h%s)? + F(h(s)) - cu) ds.

-R

Inoltre, per quanto visto precedentemente, F'(h) — ¢, = 3/ % ¢ dunque

R—1 1 +oo o o
/ <§h’2 + F(h) — cu) < / n? < (M —m)suph' < (M —m)V2D,
1-R —00

con D = maxc 37 F(t) — F(M), da cui la tesi. O
Per concludere, restano solo da dimostrare i lemmi e il teorema tipo-Liouville:

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 3.3.
Sia ¢ una funzione C* su RT taleche 0 < (< 1le

¢ = 1 se0<t<1
1 0 set>2.

2Si noti come la stima trovata non dipenda dalla dimensione: se u & una soluzione della (3.1)
su R™ che verifica la condizione di monotonia (3.2), allora

1
/ ~|Vu|?dz < CR™!

per ogni R > 1, con C' indipendente da R
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Per R > 1 sia (g(z) = ¢ (%') per x € R™.

Moltiplicando la (3.3) per (% e integrando per parti su tutto R™, si ottiene
0< [ Cpodiv(¢?Vo)=— | ¢*(Vo,V(r)2(ro — [ (3¢*|Vo]* =
R

R™ R™

= [ a@veP <2 / (CrdIV o)) (d0]VCa]) <
Rn BQR\BR

gzU <;¢2|w|2} U ¢2021v<3\2} <
Byr\Br Bar\Br

| ro ;
<o | [ gerver| g [ eor] <
BZR\BR B2R\BR

A 2 42 2% 1 2
sc[/BzR\BRcRas w} [RQ/BQRwa)] ,

con C' costante indipendente da R.
Dunque, per la (3.4),

GIVo <T [ / @%aﬁ?wfrﬂ (3.10)
R” B

2r\BR

da cui

(R’ Vo> < C.

Rn
Mandando ora R — oo, si ottiene

@*|Vol? < C.

Rn

Da cio segue che il membro di destra della (3.10) tende a zero per R — oo e,
ricordando che ¢ > 0,

®*|Vol> =0= |Vo|(z) =0 VzeR",
Rn

da cul o ¢ costante. O
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DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 3.4.

Sia v il minimo assoluto di
1
/ (—|Vv|2 + F(v)) dx
a \2

all’interno della classe delle funzioni ammissibili
A= {v e WH(Q) | u(2') <v(z) <a(2), v|sa = uloa},

che esiste per compattezza debole e semicontinuita inferiore del funzionale.
Si vuole dimostrare che u = v. Si ponga dunque u'(z) := u(2’,x, +t), con t € R.
Poiché

: t =
Jim vl () = (),

si riesce a concludere, usando la compattezza di €2, che, per t sufficientemente
grande, il grafico di u! sta sopra il grafico di v.

Se infatti, per assurdo, esistesse una successione t;, — 400 tale che, per ogni
k, esiste x;, con u'(xy) < v(xy), si potrebbe estrarre una sottosuccessione (t, )
tale che x;, — 2. Allora, dalla limitatezza dei gradienti di u e v, che segue dalle
stime ellittiche utilizzate precedentemente nella dimostrazione del teorema 3.1, si
otterrebbe u(z) = v().

Dal momento, pero, che v ¢ soluzione di

Av=F'(v) in{
v=u su 051,

si ha che la funzione ¢ = u — v risolve la seguente equazione:

A¢p =c(x)p inQ
¢ >0 in Q2

con

. { P g0 (s) £ 4(0)

0 se u(z) = v(x).
Allora, dal principio del massimo (teorema B.6), si avrebbe @ = v, il che contrad-
dirrebbe il fatto che v|sq = ulgq.
Si inizi ora a far decrescere t fino a un certo ty in corrispondenza del quale i due
grafici si toccano per la prima volta.

1) = u!® — v & una funzione non negativa su 92 che risolve

Ay = d(x)y
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con

F'(u'0(z))—F'(v(z)) () £ v(x)
d(z) := o (z)—v(x) Se UL
(@) { 0 se u'(z) = v(x).

Sempre dal principio del massimo, si ottiene che il primo punto di contatto si deve
avere su 0€), da cui tg = 0 e v < u. Allo stesso modo si ottiene v > wu, il che prova
che u = v e, dunque, u ¢ un minimo locale in 2. ]

DIMOSTRAZIONE DEL LEMMA 3.6.
Si ricordi che, come notato precedentemente,

Ad,,u = F"(u)0,,u (3.11)

su tutto R™.
Poiché 9,,u > 0 e d,,u € C, presa & € C®(R"), moltiplicando la (3.11) per
£2/0,, u e integrando per parti si ottiene

2 v ¢ )

Dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwarz segue allora

/n <|V£|2 + F"(u)§2)dx >0 Ve O®RY), (3.12)

che corrisponde a dire che la variazione seconda dell’energia associata all’equazione
(3.1), calcolata in u, & non-negativa. Si vuole ora dimostrare che

/ <|v77|2 + F”(a)n2>dx >0 VneCOX(R"1). (3.13)
Rn—1
Per far cio, si prenda p > 0 e ¢, € C°(R), con 0 <4, < 1,0 <) <2, ¢, =01n

(—00,p)U(2p+2,+0)et,=11in (p+1,2p+1).
Usando la (3.12) con &(x) = n(2'),(2,), dopo aver diviso per o, = [ 42, si ha

[ [ (e [ Wafj">)+

[ (mee [ F”(u(z’w@)wzf")) >0,
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Passando ora al limite per p — 400 e tenendo presente che F' € C? e che, essendo
u, u continue e u(z’,z,) monotona in z,, la convergenza di u(z’,z,) a u(z’) e
uniforme sui compatti di R"™!, si ottiene la (3.13).

Detto ora By = {2’ € R"™! | |2/| < R}, si consideri il problema di minimo
min / <|VU|2 + F"(E)v2>dx / Vidr=15%.
veW, *(BR) Bl B,
Si ottiene cosi una ¢p € Wy2(BY) tale che
—Adr + F'(@W)¢r = M rOR, (3.14)

con A g il primo autovalore di —A + F" ().
Utilizzando il fatto che ¢ = 0 su 0B}, si ha

| (Vor + Frai) s = [ 6
B B

R R

da cui, per la (3.13),

B fB’R (IVor|? + F"(u)¢%) dx N
H fIBé’R ¢hdx N

Notando poi che W, *(B.) € W,*(BY) se r < R, segue che (A g) & una successione
decrescente in R e, in particolare, limitata. Allora, da stime uniformi W?2® dentro

ogni compatto K, preso un altro compatto K’ con K C K’, si ottiene dunque
[orllw2r) < CUF" @)y + Ap)llorllLoiny < Cllérlloray, — (3.15)

con C che non dipende da R; per boot-strap ¢ allora facile vedere, grazie alle im-
mersioni di Sobolev, che, dalla (3.15), segue ¢r € W2P(R™) Vp € [1, +00).

A questo punto, a meno di scambiare ¢r con —¢@p, possiamo supporre che esista
un punto xg € Bp tale che ¢r(zg) > 0.

Notando che anche |¢g| € Wy?(B}) risolve il problema di minimo, si consideri
wr = |¢pr| — ¢r. Dal momento che wg risolve la (3.14), si puo applicare il princi-
pio del massimo (teorema B.6) e, notando che wg(zg) = 0, si ha wg = 0, da cui

¢r = 0.
Riapplicando ora il principio del massimo a ¢g, si ottiene ¢r > 0 e, a meno di
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rinormalizzazioni, si puo supporre ¢z(0) = 1.

Ricordando che, per quanto fatto notare sopra, la successione (A; z) € limitata,
dalla disuguaglianza di Harnack (teorema B.1) segue che, fissato un qualunque
compatto K, le funzioni ¢r sono limitate uniformemente in R dentro K.

Per la (3.15) la successione (¢) & dunque limitata in W.2”(R"~1) e, per le immersio-
ni compatte di Sobolev, esiste una sottosuccessione (¢r,) convergente in L (R"!)
a una funzione ¢ > 0. Ancora dalla (3.15), applicata alle funzioni ¢r, — ¢r;, segue
che la sottosuccessione (¢p.) & di Cauchy in W2P(R™1), da cui ¢ € W2P(R").

loc loc
Dal momento che, per ogni R; > 0,
A¢Ri - F//(ﬂ)¢Ri = _Al,RigbRi S 07
posto A = ‘liin A1,Rr,, passando al limite si ottiene
Ao — F"(u)p = - o <0,

da cui la (3.8). Infine, ancora per il principio del massimo, ¢ > 0. ]

La dimostrazione del teorema 3.1 ¢ cosi completata. O]

3.2 1l caso generale

Come si e visto nel precedente paragrafo, la congettura di De Giorgi € vera per n =
2 e n = 3 senza nessuna ipotesi sul potenziale F' e, soprattutto, senza usare nulla
del teorema di Bernstein. Nella dimostrazione del caso generale, ossia per n < 8,
di O. Savin [27], che risale al 2003, risultano invece di fondamentale importanza

tutti i discorsi euristici fatti nell’introduzione; in particolare, il potenziale F' dovra
(1—u?)?

essere analogo a quello di De Giorgi, ossia . Resta da dire che, per n > 9,
non si sa dire ancora nulla a meno che non si facciano forti ipotesi addizionali, per
esempio sulla crescita all’infinito degli insiemi di livello (si veda il teorema 3.17

Si consideri dunque il funzionale

£(u,9) ;:/Q(%\WMF(U)) iz,

con [ul < leF € C?*-1,1], F(—-1) = F(1) =0, F > 0 su (—1,1), F'(-1) =
F'(1)=0, F"(-1)>0e F"(1) > 0.
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Introduciamo poi i funzionali riscalati

En(1, Q) ::/Q(%\VMZ—FRF(UO iz,

notando che, se u ¢ un minimo locale di €(u, ©2), allora ug(z) := u(Rz) sono minimi
. Q

locali per £(-, 3).

Per comodita di notazione, in certi casi si considereranno i riscalamenti di £ dati

da .
E(u,Q) = / (£|Vu|2 + —F(u)) dz,
Q \2 €

e, in corrispondenza, le funzioni u.(z) 1= u(%).
Facciamo infine la seguente ipotesi aggiuntiva su u :

lim w(a2,z,) =41 Vo' € R"

Tp—t00

Prima di dare la dimostrazione della congettura di De Giorgi per n < 8 in questa
forma leggermente pit debole (ossia con la suddetta ipotesi aggiuntiva sul compor-
tamento di u per x,, — £00), occorre fare qualche richiamo e dare la definizione
di soluzione di viscosita.

3.2.1 Risultati preliminari e soluzioni di viscosita
I seguenti risultati risulteranno fondamentali ai fini della dimostrazione:

Teorema 3.7 (vedi [21]). Siano uy : Q — [—1,1] minimi locali per i funzionali
&, (+,Q), con e, — 0. Allora esiste una sottosuccessione (uy,,) tale che

Up,, — X — Xorg in L,.(),

con E insieme di perimetro minimo dentro €.
Inoltre, se A € Q & un aperto tale che [, ,|Dxg| =0, allora

lim &, (ug,,A)=P(E,A) /1 V2F (s)ds.

m—-+00

Teorema 3.8 (vedi [10]). Dati o« > —1, f < 1, se u minimizza € dentro B e
u(0) > «, allora

L'({u>prNB,) = Cr"  ¥r = Ro(a, §),

con C' costante che dipende solo da n ed F.
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Servira poi conoscere la definizione di sopra- e sotto-soluzione di viscosita:

Definizione 3.9. Sia L(z,u, Vu,V*u) = 0 una equazione alle derivate parziali,
con u : Q — R. Una funzione u € C°(Q) ¢ una sotto-soluzione (risp. sopra-
soluzione) di viscositda di L se vale la sequente condizione:

dato o € Q, per ogni ¢ € C?*(Q) tale che u — ¢ ha massimo (risp. minimo) in x,
vale

L(zo, u(xo), Vé(o), V2h(20)) > 0 (risp. <0).

u st dice, poi, soluzione di viscosita se € sia una sopra- che una sotto-soluzione di
viscosita.

Sostanzialmente le sopra- e sotto-soluzioni di viscosita sono un tipo di soluzioni
deboli per equazioni alle derivate parziali. Nel caso di equazioni ellittiche, per
esse valgono molte delle proprieta di cui godono le soluzioni classiche, tra cui il
seguente:

Teorema 3.10 (principio del massimo). Sia u € C°(Q), L un operatore differen-
ziale ellittico. Allora

(i) Se u é una sotto-soluzione di viscosita di L e uw < 0 su 0%, allora u < 0
dentro Q.

(ii) Se u é una sopra-soluzione di viscosita di L e uw > 0 su 0, allora u > 0
dentro Q.

3.2.2 La dimostrazione per n <8

Possiamo ora dare un’idea della dimostrazione del seguente teorema, dal qua-
le seguiranno, come semplici corollari, il teorema 3.16 e la dimostrazione della
congettura di De Giorgi 3.

Teorema 3.11. Sia u un minimo locale di € su tutto R™ con u(0) = 0. Si supponga
che esistano delle successioni di numeri positivi 0, e ly,, e una succesione di vettori

unitari &, tali che l;, — +0o0, ?—:

— 0, e

{u=0} N {lmez[ < b} x {2, &)l < b}) {1, &)l < Ok},

dove g, x = x — (x, &) &k Allora Uinsieme di livello {u = 0} & un iperpiano.

3Per maggiori dettagli si veda [27].
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DIMOSTRAZIONE. (CENNO) Per comodita di scrittura, durante tutto il teorema si
considereranno i riscalamenti u. (z) := u(%), anziché quelli dati da ug(r) := u(Rx).
Enunciamo innanzitutto due lemmi, il primo dei quali € una sorta di disuguaglianza
di Harnack per insiemi di livello di minimi che siano, gia per ipotesi, abbastanza
piatti, mentre il secondo € una versione apparentemente piu forte del primo lemma,
anche se, come si vedra, seguira proprio da esso.

Lemma 3.12. Sia v un minimo locale di € nel cilindro {|z'| <1} x {|z,| <1} e
st assuma che

{u=0} C {|z,] <0}, u(0)=0.

Allora esiste una piccola costante nyg > 0, dipendente solo da n e da F, tale che,
dato 6y > 0, esiste £9(6p) > 0, dipendente solo da n, F e Oy, tale che se

? < 60(90), ‘90 < 9,

allora
{u=0} N {[2"] <mol} C {|za| < (1 —no)8}.

Lemma 3.13. Sia v un minimo locale di € nel cilindro {|z'| <1} x {|z,| <1} e
st assuma che

{u=0} C {|an] <0}, u(0)=0.

Allora esistono due piccole costanti 0 < my < ne < 1, dipendenti solo da n, tali che,
dato 6y > 0, esiste £1(6p) > 0, dipendente solo da n, F' e 6y, tale che se

0
7 < 81(90), 00 < 9,

allora

{u=0} N ({|rex| <ml} x {|{z,&)] < mal}) € ({|mex| < ml} x {|{z, &) <mb})
per un qualche vettore unitario €.

Essendo la dimostrazione del teorema alquanto articolata, per chiarezza d’esposi-
zione sara divisa in tre passi.

Occorre pero fare prima una osservazione preliminare:

si definiscano

= H'(t);

/ﬁng
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¢ un semplice conto verificare che ¢”(t) = F'(g(t)), da cui g € una soluzione
unidimensionale dell’equazione

Au = F'(u). (3.16)

1° passo: la dimostrazione del lemma 3.12.
Essendo la dimostrazione particolarmente lunga e, soprattutto, estremamente com-
plessa, se ne dara solo un’idea a larghe linee.
Innanzitutto si costruisce una famiglia di superfici di rotazione in R"*!, che de-

noteremo con S(Y,R), con Y = (y,Yns1). Prendendo in modo opportuno tali
superfici, si ottiene che esse risolvono la (3.16) a meno di un errore di %, ie.

|AS(Y,R) — F'(S(Y,R))| < %, con C universale, e si riesce inoltre a dimostrare la
seguente:

Proposizione 3.14. Sia £ un vettore perpendicolare a e, 1 € A un chiuso conte-
nuto in Pe N {|zp41] < }1}, dove P indica l'iperpiano ortogonale a & e passante per
Uorigine. Si supponga poi che, per ogniY € A, la superficie S(Y + t§, R), con R
grande, stia sopra il grafico di u quando t — —oo e, per t che cresce, essa tocchi
il grafico uw da sopra per la prima volta in un punto (punto di contatto). Se B de-
nota la proiezione lungo § det punti di contatto su P, allora esiste ¢ > 0 costante
universale tale che L"(A) < cL™(B).

A questo punto si definiscano i seguenti insiemi:
1 , , 1
L= Pen N {|$n+1| < 5}7 Ql = {(ZL‘ 707$n+1) | |ZE | < l7 |xn+l| < 5}

Sia poi D* l'insieme dei punti sul grafico di u che, per un certo Y, hanno per un
certo Y, S(Y, RC~*) tangente da sopra, con C costante sufficientemente grande, e
siano

Dy =LNm, (DY, E,={X¢cL|dist(X,Dy) <al,

con a grande. Cio che si dimostra ¢ che, facendo crescere k, gli insiemi Fj, invadono

L in misura, i.e. L"(L\ Ek) gmasayy)

Infine, si riescono ad ottenere stime sulla misura della proiezione su L dei punti
del grafico di u dei quali si ha un controllo sull’'n—esima coordinata; se si hanno
poi anche informazioni sull’esistenza di un superficie S(Y, Ry) tangente da sopra
nel punto e sull’angolo formato dal gradiente di u nel punto con il versore e, si
riescono ad ottenere ulteriori stime.
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Si assuma ora, per assurdo, che un punto zy € {u = 0}, con |z{| < [, sia vicino
all'insieme {x,, = —0}. Allora, si riesce a far vedere che u € vicino, nel cilindro
{|2| < L} x {|Jz,| < i}, nella direzione e, a g(z, + 0), ossia u(z) ~ g(z, + 6).
Utilizzando le stime di densita ottenute precedentemente, mettendosi in un cilin-
dro pilt piccolo A; = {|2'] < £} x {|z,| < £} e stimando D'energia £(u, A)), si
ottiene che essa e troppo grande rispetto a quella che dovrebbe essere. Si ricordi,
infatti, che il teorema 3.7 ci permetteva di avere una stima sul limite dell’energia
dei funzionali riscalati, stima che, in questo caso, sarebbe contraddetta.

2° passo: il lemma 3.12 implica il lemma 3.13.

Cio che si vuole sostanzialmente ottenere ¢ che, se {u = 0} € contenuto in un cilin-
dro di R™ con centro nell’origine sufficientemente piatto, esiste un cilindro, sempre
con centro nell’origine ma che potrebbe essere ruotato, ancora piu schiacciato del
precedente. Inoltre, il fattore di riscalamento ¢ dato da due costanti universali
entrambe minori di 1.

L’idea di base ¢ trovare una famiglia di sopra-soluzioni di viscosita per la (3.16).
Per fare cio, occorre prendere un opportuno potenziale F; definito su [s; — 1, 1],
con s; abbastanza piccolo, ottenuto modificando di poco il potenziale originario F',
ottenendo, come prima, una funzione unidimensionale g; che verifica g/ = F/(¢g,),
g1(0) = 0 e che, moralmente, differisce di poco da g. g; sara dunque definita su un
intervallo massimale della forma (—é, %), con [ > 0 grande. Ponendola ora uguale
a s — 1 su (—oo,—1), si ottiene una funzione C*! definita su (—oo, £).
Si consideri ora la famiglia di superfici di rotazione in R**!

U(y, 1) = {zps1 = gulz —y| = D}

Si puo allora dimostrare che, per ogni y € R, U(y,[) ¢ il grafico di una stretta
sopra-soluzione di viscosita (i.e. AVU(y,l) < F'(¥(y,l))) ovunque essa ¢ definita
eccetto che sulla sfera {|z —y| = [}.

Successivamente, si costruisce una stretta sopra-soluzione che vale 0 su una su-
perficie I' C R™ con curvatura media positiva. Piu precisamente, presa M €
Mn—1)x(n-1) € definita ||M|| := max,—1 [Mz|, si consideri

I = {g:n = P(2)) = g:v’TMx'—l—U(&,x’)} N {]96’! < g}a

1 1
AP =tr M > 9, HMH§S7 |£|§5

con § > 0 piccolo. Allora, esiste o(§) > 0 tale che, se ¢ < 0 < ¢(d), modificando
appena F' in modo da ottenere un potenziale opportuno Fr e ottenuta, come al
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solito, gr, allora la funzione gr(dr) e la stretta sopra-soluzione richiesta, dove dr
rappresenta la distanza con segno da I', con dr > 0 sopra I'.
A questo punto si puo dimostrare il seguente:

Lemma 3.15. Sia u un minimo locale di € in {|2'| <1} x {|z,| <} e si assuma
u(0) =0 e u <0 sotto la superficie

1
Fl = {l’n = Pl(l'/) — Z%EI,TMx/ + §<€,IL‘/>} 5

1 1

M| < = < =

Ml <35, Jel <5

con § > 0 piccolo. Esiste allora o(0) > 0 piccolo tale che, se
0
7 <o), 0>,

allora
tr M <.

In un certo senso, cio che questo lemma afferma e dunque che, se I'insieme di livello
{u = 0} sta sopra opportuni paraboloidi, allora ¢ il grafico di una sopra-soluzione
di viscosita di Af = 0.

DIMOSTRAZIONE. (CENNO)

Se per assurdo fosse tr M > §, per quanto visto prima, presa la superficie

)

Ly = {zn = B(2) = A(@) = Py 0 {la'] < 13,
con € = l%, o= %,
soluzione.

Si vuole utilizzare ora il teorema 3.8. Sia dunque a < 0 tale che F’ & crescente
in [—1,a] e B = 0. Esiste allora una costante universale Ry tale che, se u(z) > a,
allora

se o ¢ abbastanza piccolo allora gr,(dr,) ¢ una stretta sopra-

Bp,(z) N {u =0} # 0.
Allora, se | > 8Ry,
u(xr) < a perx € Bé(((), —1/2)).

Dal momento che ¥((0, —1/2),1/4) ¢ una sopra-soluzione della 3.16 in B ((0,-1/2))
ed & nulla al bordo, per il teorema 3.10 u ¢ sotto W((0,—[/2),1/4) dentro tutta la
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palla.
Si faccia scivolare la superficie lungo una direzione v, con (v, e,41) = 0, (v,e,) >
0, finché non tocca il grafico di u. Essendo ¥ ((0,—1/2),1/4) una sopra-soluzione
stretta ovunque eccetto che sull’insieme di livello 0, si trova che i punti di contatto
devono trovarsi sull’insieme di livello {u = 0}. Da questo segue

l

l
(dr,) se 2] < 5, Jonl < 5 (317)

u(z) <g <3

L
4
Inoltre, da opportune stime, si riesce a ottenere

l

l
gra(dra) > g (dr,) se o' = o, |dn,| < 7. (3.18)

Si prenda allora gr,(dr,) e la si trasli dal basso verso alto, lungo la direzione e,,
nel cilindro {|z/| < i} x {|z, < |}, finche non tocca u. Per la (3.17) e la (3.18)
il punto di contatto non puo trovarsi su {|2/| = £} e quindi deve essere un punto
interno, il che ¢ in contrasto col fatto che gr,(dr,) € una stretta sopra-soluzione e
col teorema 3.10. [

Siamo finalmente pronti a far vedere come dal lemma 3.12 segua il lemma 3.13.
Si assuma per assurdo che esistano wuy, 0, [ tali che u; € un minimo locale di &,
u(0) = 0, I'insieme di livello {u, = 0} & contenuto nel cilindro

{l2'] <} x {|zn] < Oi},

0, > 0o, ?—]’: — 0 per k — +00 e, comunque si prenda & vettore unitario,

{ur = 03 0 ({Ime,e] < mali} > {[(2, &) < mali}) &
¢ ({me x| < maliy > {[{z, &) < mbh}).

Sia allora Ay il riscalamento dell'insieme di livello {u, = 0} dato da

/ Ty

T
(Il,xn) IS {uk = 0} — (y/7yn) € A, y’ — E’ Yp = E

Ay ¢, ossia, il sottoinsieme ottenuto da {uy = 0} mandando il cilindro

{l='] < l} x{lzn| < 61}

nel cilindro
Uyl < 1} x {lyal < 1}
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Claim 1: Aj ha una sottosuccessione convergente uniformemente, per |y/| < %, a
un insieme Ao = {(v', w(y’)}, dove w ¢ una funzione Holderiana.

Per dimostrare ci, si fissi yj, con |yp| < 3 3, € si supponga (g, ¥x) € Ax. Applicando
ripetutamente il lemma 3.12 alla funzione u; nel cilindro

[
{12 = Lyl < Ek} X {]zn — Ocyr| < 20k},

nel quale 'insieme {u; = 0} & intrappolato, si ottiene che esistono una costante
universale 79 > 0 e una funzione crescente £¢(#) > 0, con £¢(f) — 0 per 6 — 0, tali
che {uy = 0} ¢ intrappolato nel cilindro

I
{le" = bl < 505"} > {lo — Oyl < 2(1 — 10)" i}

se 4(0k/lk) < [no/(1 —no)™e0(2(1 — 19)™0%), da cui riscalando

1
A {ly =yl < 57 o'} C {lyn —yrl <2(1—mn0)™}.

A questo punto non e difficile far vedere che, fissato mg, gli insiemi Ay, per k ab-
bastanza grande, sono compresi tra i grafici di due successioni di fuzioni (ax) e (by)
aventi modulo di continuita equilimitato e tali che ||ap — bglloe < C(1 —n9)™°. La
tesi segue, allora, dal teorema di Ascoli-Arzela con un procedimento diagonale.

Claim 2: w & armonica nel senso delle viscosita.

La dimostrazione ¢ per assurdo. Si fissi un polinomio quadratico

1
57
tale che AP = tr M > 6, P(y') + d0]y/|? tocca il grafico di w in un punto che
possiamo supporre essere 0, e che stia sotto il grafico per |y| < 20. Allora, per k
grande, si trovano dei punti (y;,, yx, ) vicini a 0 tali che P(y’) + Cy, con C}, costante

opportuna, tocca Ay da sotto nel punto (y;,yk,) € rimane sotto per |y’ — y;| < 6.
Questo implica, eventualmente dopo aver effettuato una traslazione, che esiste una

superficie
o 0 ‘9k /T / 6 ekz gk’ /
{“‘(51)22 M+ 5=

1
yo = P(y) = ¢/ My + (£,9), |M]| <

1
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con [&] < 2, che tocca {uy = 0} nell’origine e gli sta sotto nel cilindro |z/| < dl.

Tutto cid perd contraddice il lemma 3.15 dal momento che 6, > 6y, % — 0 e

AP > §. "
Dunque w verifica, nel senso delle viscosita, Aw < 0. Scambiando u(xy, ..., T, 1,x,)
con u(x,...,Tp_1,—T,), che & ancora un minimo locale di &, si puo vedere abba-
stanza facilmente che segue anche l'altra disuguaglianza.

Si puo dimostrare che essere armonica nel senso delle viscosita € equivalente a
essere armonica in senso classico. Esistono allora 0 < 7, < 12 piccoli, dipendenti
solo da n, tali che |w — (£, 9/)| < & per |[y'| < 2m,.

Riscalando all’indietro e usando il fatto che A, converge uniformemente al grafico
di w, si puo concludere che, per k sufficientemente grande,

3 3
o, 60| < {mbe} © {loal < Smoe),
k

3
{ur = 0} N {J2| < Smeli} € {lzn
il che contraddice l'ipotesi iniziale.

3° passo: dal lemma 3.13 segue la tesi.

Si fissi 0y > 0 e si scelga k abbastanza grande in modo che ?—: < e <e(by).

Se 6, > 6y, si puo applicare il lemma 3.13 per ottenere che l'insieme di livello
{u = 0} & intrappolato in un cilindro piu schiacciato. Applicando ripetutamente il
lemma 3.13, finché I'altezza del cilindro non diventa minore di 6y, si ottiene, in un
opportuno sistema di coordinate,

{u=0} N ({ly'| <} xA{lyal <B}) C{lyal <0},

conn190§9;§90e%’“§?—I’:Se,dacuilgzngﬂ.
k
Mandando ¢ a 0, si ottiene che {u = 0} ¢ contenuto in una striscia infinita di
altezza 0y. La tesi segue allora dall’arbitrarieta di e.
Ok

Se, invece, risultava 6, < 6y per ogni k tale che T <es £1(6p), prendendo una

sottosuccessione ({;) convergente a un certo vettore unitario &, si ottiene
{u=0}N({lme, 2| <, } > {[{z, &) <, })  {[{z, &) < 0o}

definitivamente. Facendo tendere j a +oo, si ottiene come prima che {u = 0} ¢
contenuto in una striscia infinita di altezza 6, da cui la tesi. O

Come conseguenza del teorema 3.11 seguono i due seguenti teoremi:
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Teorema 3.16. Sia u un minimo locale di € su tutto R™, conn <7 e u(0) = 0.
Allora gli insiemi di livello di w sono iperpiani.

DIMOSTRAZIONE.
Ovviamente ¢ sufficiente dimostrare la tesi per 'insieme di livello {u = 0}.
Come notato sopra, le funzioni riscalate ug(x) := u(Rx) sono minimi locali per

i funzionali £ dentro R™. Allora, per il teorema 3.7, esiste una sottosuccessione
Ry — 400 tale che

UR, — XE — XQ\E n Llloc<Rn)v
con F insieme di perimetro minimo. Da questo, grazie al teorema 3.8, segue la
convergenza uniforme dentro ogni compatto degli insiemi {ug, = 0} a OF, ossia la
tesi del teorema 1.8.
Si fissi, infatti, un compatto e si supponga, per assurdo, che non ci sia convergenza
uniforme; esisterebbe allora una successione (z) di punti, con z, € {ug, = 0}, tali
che (zx) C Bs(y) e, possiamo supporre, Bos(y) C E. Allora, dal teorema 3.8, per
k abbastanza grande si ha

L"({ur, <0} N Bas(y)) = CLY(Bas(y)),
da cui, per la convergenza in L],

1 k—+4o00
1< |1_uRk|§6 |1_uRk| — 0,
{ur,, <0}NBas(y) Bas(y)

il che e assurdo.
Essendon < 7e0 € OF, per il teorema 2.6 OF e un iperpiano passante per l’origine
che, a meno di un cambiamento di coordinate, possiamo supporre sia {x, = 0}.
Tutto cio implica

fur, = 0} N By € {lra] < &),

con 9, — 0. Riscalando, si ottiene

Dal teorema 3.11 segue dunque la tesi. ]

Teorema 3.17. Sia u una soluzione su tutto R™ di
Au = F'(u)

tale che |u| <1, 0,,u >0, lim wu(z', x,)==+1. Allora:

Tpn—Fo0
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(i) Sen <8, gli insiemi di livello di u sono iperpiani.

(i1) Se linsieme di livello {u = 0} ha crescita al pit lineare all’infinito, allora gli
instemi di livello di w sono iperpiani per ogni n.

DIMOSTRAZIONE.

Gia sappiamo, per il lemma 3.4, che u € un minimo locale per £ dentro R". Si
supponga u(0) = 0 e si definisca ug(x) := u(Rz). Come nel teorema 3.16, esiste
una sottosuccessione R, — +oo tale che

UR, — XE — XRn\E n Llloc(Rn)7

con F insieme di perimetro minimo. Dall’ipotesi di monotonia 3.2 segue allora che
R™\ F ¢ un sottografico di una quasi-soluzione. Inoltre, nel caso (i), OF sara, in
particolare, il grafico di una soluzione. Dal lemma 2.7 e dal teorema 2.8 segue, in
entrambi i casi, che OF € un iperpiano passante per l'origine. Ragionando come
nel teorema 3.16 si ottiene la tesi. ]



Appendice A

Modica-Mortola e convergenza
dei minimi locali

Per mostrare meglio il collegamento tra il teorema di Bernstein e la congettura
di De Giorgi, dimostreremo il teorema di Modica-Mortola nella versione che ci
interessa e il teorema 3.7 (vedi [21], [22], [23]).

Richiamiamo prima di tutto la definizione delle energie

1
)= [ (§IvaP+ 1rw) dn <1,
Q 19

con F' € C?*[-1,1], F(—-1) = F(1) =0, F > 0 su (—1,1).
Teorema A.1. Sia 2 C R™ un aperto limitato con bordo Lipschitziano.

(i) Se uy, ¢ una successione in L'(Q), con |ug| < 1, convergente a ug per k —
+00, tale che
llim inf &, (ug, ) < 400 (A.1)
— 400
per una successione €, — 0, allora

Up = XE — XQ\E

per un qualche insieme E misurabile e
1
P(E, Q)/ V2F (s)ds < lliminfgek(uk, Q).
1 — 400

53
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(i) Se E C Q ¢é un insieme misurabile, allora esiste una successione (uy) C
LY(Q), con |ux| < 1, tale che

Up — XE — XQ\E 1 LY(9),

EQ/ V2F (s)ds = hrf Ee, (ug, Q).

DIMOSTRAZIONE.
(i) Per la (A.1), esiste una sottosuccessione (ug,,) tale che lim [, F(uy,,)dz =0,

m—-+00

da cui F(ug) = 0 quasi ovunque. Cio implica

Uy = XE — XQ\E

con £ = {uy = 1}. Per la formula di coarea per funzioni BV (teorema B.5), presa

(t) = fot \V/2F (s)ds, si ha
&, (ug, Q) = /Q <%|Vuk|2 + %F(uk)) dx > /Q V 2F (ug) | Vug|de =

H(1) 1
= /Q |V H (ug)|de = / )P({H(uk) >y}, Q)dy = /_1 V2F(s)P({ur > s}, Q)ds

H(-1

Si fissi 0 > 0 piccolo. Allora, ricordando che A A B = (A\ B)U (B \ A), se
0—1<s<1-4,

L"({ug > s} AE) / |y, — uoldz,

da cui xqu>st — xg in L'(Q) per & — +oo. Dalla stima precedente, dalla
semicontinuita del perimetro e dal lemma di Fatou si ottiene

lligminf & (ug, ) > lim mf/ V2F (s)P({ur > s},Q)ds >

k—-4o00

1-46

> /1 V2F(s) l]'iminf P({uy > s},Q)ds > P(E,Q) V2F(s)ds.
-1 —Tee 5—1

Dall’arbitrarieta di d segue il punto (3).
(ii) Se P(E,Q) = +o0, la tesi segue dal punto (i); possiamo dunque supporre
P(E,Q) < 400.
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Si fissi § > 0, si definisca ¢5 := max{F(s) | s € [-1,6 —1JU[1 — 4, 1]}, e si consideri
la funzione Fy: [—1,1] — R,

0 se s=—1
Cs se —1<s<§f—-1

Fs(s):=4¢ F(s) sed—1<s<1-9
Cs sel—-90<s<1
0 se s = 1.

Sia poi Hy : [-1,1] — R,

s 1
Hy(s) = /0 ™

—1 se s < Hs(—1)
gs(s) =< Hy'(s) se Hs(—1) < s < Hg(1) (A.2)
1 se Hs(1) < s.

Si noti che g5 ¢ Lipschitziana e %(gg(t))2 = Fs(gs(t)).

Non e difficile dimostrare che E, essendo un insieme di perimetro finito, puo essere

approssimato da una successione (£}) di insiemi con bordo C* tali che
H* Y OE; N Q) = P(E;,Q) — P(E,Q)

per j — +oo. L’idea ¢, infatti, quella di considerare innanzitutto la successione di

funzioni (f,) ottenuta mollificando xg, i.e. f, = p, * xg, con p,(z) = n‘”p(%)

e p € CX(R",R") tale che spt(p) C By e [p = 1. A questo punto, gli insiemi

approssimanti saranno dati da una opportuna succesione estratta da

By =A{x | folw) > t};

infatti, per il teorema di Sard, fissato n, OE, ; ¢ regolare per quasi ogni t.
Si definisca ora u.; = gs(dag, /<), dove dyg; rappresenta la distanza con segno da
L, con dpg, > 0 su E;. Dal momento che

€ 1
§‘Vuszj’2 = gF(uEJ)?
si ha

1 1
s ) = [ (§V0sP 2y o< [ (S9uP + 2ty o<
Q Q
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1
< / 2F5(ue ;)| Vu, j|dx = / V2F5(s)P({u.; > s}, Q)ds <
Q 1

1

< (K™Y (0E; N Q) + O(¢)) /

-1

( 2F (s) + 0(5)) ds.

Passando al limite per ¢ — 0 e per j — 400 si ottiene

1
limsup & (u. ;, Q) < P(E,Q) V2F (s)ds 4+ O(9).
-1

e—0

Mandando 4 a 0 e ricordando che, per il punto (7),

1
liminf & (v, Q) > P(E,Q) / 2F(s)ds,
1

e—0

segue la tesi. ]

Vogliamo ora dimostrare un risultato simile di convergenza di minimi locali, nel
senso della seguente definizione.

Definizione A.2. Diciamo che una funzione u € L*(2) ¢ un minimo locale del
funzionale E.(-,Q) se, per ogni aperto A €@ Q e ogni funzione v € L*(Q) tale che
spt(v) C A, si ha

E(u, ) < E(u+v,Q).

Come si puo vedere, u = +1 sono gli unici due minimi assoluti di &, per ogni €, ma,
non essendo interessanti, si supporra sempre che i minimi locali siano non banali e,
dunque, per il principio del massimo (teorema B.6), sempre strettamente compresi
tra —1e 1.

Abbiamo ora bisogno di due lemmi che si useranno nella dimostrazione del teore-
ma 3.7.

Lemma A.3. Siano A e B due aperti di R™ e C € AUB aperto. Siano poi e, — 0
e (ug) e (vx) due successioni, rispettivamente in L'(A,[—1,1]) e in LY(B,[-1,1]),
tali che

up —vp — 0 in L'(AN B).

Allora esiste una successione (wy,) C L*(C,[—1,1]) tale che:
v () \

| ug(zr) sexe C\B

wi(w) = { vp(xz) sexeC\A
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(i)
limsup &, (wg, C) < limsup &, (ug, A) + limsup &, (vg, B).
k—+oo k—+oc0 k—+o00

DIMOSTRAZIONE.
Senza perdita di generalita possiamo assumere che esista una costante C' > 0 tale
che

Eak(uk,A) + ggk(vk7B) S é Vk.

Essendo C' € AU B, C'\ B sara relativamente compatto dentro A. Possiamo allora
trovare un aperto D € A con bordo regolare tale che

C\BcDcDCcA.
Per ogni ¢y, si considerino dunque gli insiemi

Dy = {x | iep < dop(x) < (1 4+ 1)eg} per 0 < i < i,
€k

dove dyp rappresenta la distanza con segno da 9D, con dyp < 0 su D, e la costante
¢ ¢ scelta sufficientemente piccola in modo che ¢ < dist(0A, D) e dyp sia regolare
in un intorno di ampiezza c di 9D. Si fissi § > 0 piccolo. Essendo D, ;NC C ANB,

[

1=0

2
i

|y, — vk|d:c] <

€k(58k ('U/k, Dz,k) + gsk (Uk7 Dz,k)) + /

Di,kﬂC

< e 4) + 8, (0, B) + [

lug, — vg|dx < £xC +/
ANB

lu — vg|dx < )
ANB 2

per tutti i k abbastanza grandi, da cui esiste un indice i( tale che
k(e (U, Dig ) + &, (Ui, Dig 1)) + / lug, — vi|dz < dey,. (A.3)

Dio’kﬂC

Si definisca
W = MU + (1 — nk)vk,

dove n, € C(R") tale che 0 < < 1, V| < %, spt(Vmi) C Dig i €

(z) = 1 sexeC\B
=0 sex e C\ A
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Si ha, allora,

Esk(wk,C’) S g€k<uk714) +5€k(vk, B) +/

Dio’kﬂC

1
(g—k|Vwk|2 + —F(wk)> dr. (A.4)
2 Ek

Non e difficile vedere che si puo trovare una costante abbastanza grande a, che
dipende solo da F, tale che

F(wg) = F(ppug + (1 — n)vg) < F(ug) + alug — vl

Inoltre, essendo wuy e vy a valori in [—1, 1],
8
|Vwk|2 < 2|77kVuk+(1—77k)Vvk|2+2|(uk—vk)Vnk|2 < 2|Vuk|2+2|Vvk|2+¥|uk—vk|.

Mettendo insieme la (A.3), la (A.4) e queste ultime due stime si ottiene
& (wy, C) < &, (ug, A) + &, (vg, B) + 2a0,

da cui la tesi. O]

Lemma A.4. Si assuma che (uy) sia una successione di minimi locali per &, (-, )
e sia A € Q un aperto. Allora esiste una costante C(A), che dipende solo da A e
da F, tale che

limsup &, (ux, A) < C(A).

k—4o00
DIMOSTRAZIONE.
Sia D un aperto limitato, con bordo regolare, tale che A C D C D C Q.
Si definisca vy := g1 (dap/ex), dove g1 & la funzione gs, definita nella (A.2), con
0 = % e dyp € la distanza con segno da 9D, con dygp < 0 su D. Allora, essendo
up — v = 0 su O({ur > vp}) e vy, = —1 su A per k abbastanza grande, poiche
up > —1 dentro € si ottiene

Eep(ug, A) < &, (ug, {ur > vi}) < &, (vg, {ur > v }) < &, (vg, Q)

da cui, ragionando come nella stima di & (u.j,(2) nella dimostrazione del punto
(7i) del teorema A.1, segue

E.. (00, Q) < (H™1(ID) + O(c1)) /_ 2R
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e dunque

1
limsup &, (ug, A) < H"_I(E)D)/ 2F1 (s)ds.

k—+o00 —1

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 3.7.
Sia A un aperto relativamente compatto dentro 2. Dal lemma A.4 segue

limsup &, (ux, A) < C(A).
k—-+o0

Si definisca H(t) = [, \/2F(s)ds. Poiché

/|VH(uk)|dx:/ V2F ()| Vgl <
A A

< / (%]Vuk\z + iF(uk)) dr =&, (ur, A) < C(A)
A\ 2 €k

ed essendo (H(ug)) C L>®(A), essa ¢ una succesione limitata in BV (A). Per I'im-
mersione compatta di BV in L! si pud dunque estrarre, con un procedimenteo
diagonale, una sottosuccesione H(uy,,) convergente in L; () e, si pud supporre,
convergente anche quasi ovunque. Dal momento che H~! & una funzione continua
definita su un intervallo limitato a valori in [—1, 1], per convergenza dominata si
ottiene che uy, converge in L} ().

Come nella parte (i) del teorema A.1, si ottiene un insieme misurabile £ C {2 tale

che
Up,, — X — Xorg 0 L, ().

Vogliamo dimostrare che E € un insieme di perimetro minimo dentro 2.
Siano dunque B e C' due aperti tali che C' ha bordo regolare e

BcBcCcCcCA.

Sia F' un insieme misurabile in A che coincide con E fuori da B. Per il teorema A.1
esiste una successione (v, ) C L*(C'), convergente a xp — xc\r, tale che

lim &, (u,,C) = P(F,C) / | aF(s)ds.

m—-+00
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Dal lemma A.3, presi A = A\ B, B = C e C = A, possiamo costruire una
successione (wy,, ), con

ug,, () sex e A\C
Vg, (x) sex €B

i, (0) = §
e tale che, fissato 6 > 0,

&

€km

(w,,, A) < &, (up,,, A\ B)+ &, (vk,,,C)+6

m ) m?

per tutte le m sufficientemente grandi. Dal momento che uy,, € un minimo locale,
gekm (ukm’ A) S gekm (wkm7 A)7
da cui
gskm (ukmu B) S g&‘km (/Uk}m7 C) + 57

e quindi

1
limsup&., (us,,B) < P(F, C)/ V2F(s)ds.
-1

m—-+00

Essendo C un insieme arbitrario con bordo regolare contenente B, possiamo con-
cludere che

1
limsup&., (us,,B) < / Dyl / V2F(s)ds. (A5)
B —1

m—-+o00

Per il punto (i) del teorema A.1 si ottiene

/ Dxs| < / D]
B B

per ogni insieme B per cui F e F' coincidono al di fuori di esso. Cio implica

/ Dxs| < / Dxel.
A A

da cui F € un insieme di perimetro minimo dentro €.
Prendendo, infine, F' = E nella (A.5) e supponendo [, [Dxg| = 0, si conclude che

m—-+00

lim &, (u,,B)= P(E,B) /1 V2F (s)ds.

Il teorema 3.7 ¢ cosl dimostrato. O



Appendice B
Richiami

Sono qui riportati i teoremi richiamati in precedenza:

Teorema B.1 (disuguaglianza di Harnack (versione 1)). Sia u > 0 una soluzione,
dentro €, dell’equazione ellittica

aijamﬂju + b;0,,u + cu = 0,

e sia V € Q connesso. Allora esiste una costante C, che dipende solo da V' e dai
coefficienti dell’equazione, tale che

supu < C'inf u.
v 14

DIMOSTRAZIONE.
Daremo, per semplicita, una dimostrazione della disuguaglianza di Harnack nel
caso particolare in cui Q C R? e u € C°(Q) NC?(2) & una soluzione dell’equazione
ellittica in forma di divergenza

Lu = 0,,(a;jO0y,u) + bj0y,u = 0,
con a;;,b; € C°(Q) limitati.
Notiamo innanzitutto che possiamo supporre u > 0, a meno di considerare u + ¢

in luogo di u e poi mandare € a 0 (si noti infatti che, non essendoci termini lineari
in v ma solo nelle sue derivate, L(u +¢) = 0). Sian € C3(Q). Allora

2 2
Q Q

u
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2 2
Q u Q u
2

2
#/aijaxjuaziun—z :/QQaij&cjuﬁxin—/biﬁmun—.
Q u o u 0 U

Sia dunque v la costante di uniforme ellitticita. Ricordando che a;;,0; € L™ e che,
presi a,b > 0, 2ab < ea® + 1b?, si ottiene

2772 2772 1 2 2772 1 2
/y\vu\ "< / e|Vul* L 4 ¢, |V +/ e|Vul’ L + —cyn?)
Q u Q u 19 QO u 46

con C, e Cy costanti che dipendono da a;; e da b; rispettivamente.
Prendendo ora € = 4 si giunge a

2
n
[1wapl<c [ (92 + o)
Q u Q

con C' = C(L). Fissata allora una palla Bg(x) tale che Byr(z) C Q, prendendo n
tale che n = 1 in Bgr(x), n =0 in Q \ Bagr(z), si ottiene la stima

é|meWsc/’uwﬁ+w%sémwx

Baor

con C(R, L) indipendente da w.
Sia dunque w = log u. Richiamiamo ora una versione debole del principio del
massimo:

Teorema B.2 (principio del massimo, versione debole). Sia u € C°(Q) N C?*(Q)
soluzione dell’equazione ellittica in forma di divergenza

Lu= 8a; (aij&,;ju) + blaxlu = 0,

con a;j,b; € C°(Q). Allora

max ¢ = maxu, minwu = minu.
Q a0 Q o0

Supponiamo, senza perdita di generalita, che 0 € 2 e che Byg C €2 per un certo R.
Il teorema ci dice allora che, detta

w(r) := oscyp,w,
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si ha
w(r) = oscg w

e, in particolare, w(r) € una funzione non decrescente di 7.
Da questo segue che, preso 0 < r < R,

o) < g [ wlop

Usando il fatto che, presi due punti z; = pe®t e o = pe'?,

02
w(zy) —w(xe) = Opw(p, 0)do,
01

e che vale

1
[Vwl*(p,0) = [9,w]*(p,0) + ;lé’ewIQ(p? 0) = p|Vwl(p,0) = |9pw|(p,0),

abbiamo
1 R 2 1 R 2
< < - <
o)< g [ owtpidtan < [ [ 19t 0)lpasds <
1 VAR )2 VAR - , _
< < Y7 < L)2 = L).
< BR'W'—R—r[/BR'W < Y em i L om

Prendendo r = %,

si ottiene che, per ogni =,y € Bk,
2

log u(z) —log u(y)| < C(R,L) =

u(zx) ' < (CRL),
u(y)

Si noti che questa disuguaglianza vale, ovviamente, in ogni palla di centro x e
raggio R tale che Byp(z) C Q.

Essendo dunque V' connesso e V' compatto, preso R = %dist(V, 082), si puo coprire
V con un numero finito di palle {B;} ¥, ciascuna di raggio £ e tali che B;_1NB; # ()
peri=2,...,N.

Da cio si puo concludere, per ogni z,y € V,

< NOWL) = gupy < VOURL) igfu =C(V, L) i{}f“-
%

Si noti infine come la stima trovata valga, per approssimazione, nelle sole ipotesi
che u sia una soluzione debole e che i coefficienti a;; e b; siano in L. O
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Teorema B.3 (disuguaglianza di Harnack (versione 2)). Sia u € W? una solu-
zione debole non negativa dell’equazione ellittica in forma di divergenza

8%. (aw(:p)({)x]u) =0

dentro una palla Bg, con a;; € L.
Allora, per ogni oo < 1, esiste una costante C = C(«) tale che

supu < ¢(«) inf wu.
Bar Bar

Teorema B.4 (formula di coarea). Sia S C R™ un insieme H*—rettificabile, i.e.
unione numerabile di k—superfici Lipschitziane a meno di un insieme H*—nullo,
e siano f : S — R™ Lipschitziana e¢ g : S — R misurabile; si supponga inoltre
m < k. Si denoti poi con d°f(x) il differenziale della restrizione di f al tangente
approssimato a S in x, che si puo dimostrare esistere H*—quasi ovunque. Allora

[owasera = [ ([ )

dove, detta d°f* Uaggiunta di d°f, Jf(z) := /det(dS f(x) o d° f*(x)) (si noti che
d® fod® f* ¢ un’applicazione lineare da R™ in R™ e dunque la definizione ha senso).
In particolare, prendendo f(x) = |x| (m = 1), si ottiene

/Sg(x)de(x) = /;OO (/aBmSg(x)del(az)> dr.

Teorema B.5 (formula di coarea per funzioni BV). Sia f € BV (Q). Allora

/QIDfI = /:OP({f > t},Q) dt.

Teorema B.6 (principio del massimo, versione forte). Sia u : Q — R una soluzione
regolare dell’equazione ellittica

=02, + 0;0p,u + cu = 0,
conu >0 su 09, a;j,b,c € C°Q) e Q connesso. Allora ou >0 o0ou=0 inQ.

DIMOSTRAZIONE.
Supponiamo dapprima ¢ > 0. In questo caso il teorema € noto, ma noi, per com-
pletezza, ne dimostreremo la versione debole, cioe che u > 0 in €).
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Supponiamo, per assurdo, che esista un punto di minimo interno zy tale che
u(zg) < 0. Si avra allora Vu(xg) = 0 e V?u(z,) semidefinita positiva. Mettendosi
in un sistema di coordinate in cui (a;;(zo)) sia una matrice diagonale (d;;(xo)),
detta y la variabile rispetto al nuovo sistema di riferimento, si ha, essendo (a;;(xo))
definita positiva,

az] xO T T 930 du 550 iy W xﬂ) >0,
J

da cui
—0;5(0) Oy, u(0) + bi(70) 0, u(20) + c(20)u(T0) < c(20)u(70) < 0,

il che e assurdo.
Vediamo ora come il caso generale si possa ricondurre a questo.
Sia v = e 1y; quindi v risolve 1'equazione ellittica

L(v) = L(e*v)e ™ =0,

dove L & un operatore differenziale con coefficienti a;; = a;; ed ¢ pertanto ellittico.
Inoltre, é = L(e*1)e ™t = a1 A2 + by\ + ¢ > 0 per ) sufficientemente grande, dal
momento che ellitticita di L implica a; > 0.

Se esistesse, dunque, un punto interno in cui v = 0, si avrebbe v =0, da cui v =0
e quindi v = 0. O]

Teorema B.7 (principio del massimo per l'equazione delle superfici minime).
Siano u,v : Q — R rispettivamente una soprasoluzione e una sottosoluzione
dell’equazione delle superfici minime, ossia

div[ — Y ) <
V14| Vul?

div[ —_) >0
V1+|Vo]?
Se u > v su 0L, allora u > v in €.

DIMOSTRAZIONE.
Definiamo

T(,9) = /Q VITIVIE.
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Per la convessita di J, comunque prese f e g sufficientemente regolari, risulta

T(1.Q) > T(g,9) + / <Vjﬂ7v‘g|§>>dx,

da cui e facile vedere che la definizione di soprasoluzione (risp. sottosoluzione) ¢
equivalente a chiedere che, per ogni w tale che w > u (risp. w < v), J(w,2) >
T(u,Q) (tisp. T (w, Q) < T(v, ).

Supponiamo, per assurdo, che 'insieme

K={zeQ|ulz) <v(x)}
sia non vuoto. Prendendo w = max{u,v}, si ha J(w,Q) > J(u,Q), da cui
Jw,K) > J(u, K).
In maniera analoga, prendendo w = min{u, v}, si ottiene
T (0, K) < T(u, K),

e dunque

J, K)=J(u, K).

Essendo u = v su 0K e u < v dentro K, si deve avere Vu # Vv in un insieme
dentro K di misura positiva. Dalla stretta convessita di J segue, dunque,

wto o JWK) | J0K)

T K) < 22 S = I K),

il che e assurdo, essendo u una soprasoluzione. O
Teorema B.8 (Riesz). Sia L : Cy(2, R™) — R un funzionale lineare e continuo su
Co(Q2,R™), dove Co(Q,R™) rappresenta la chiusura, rispetto alla norma del sup,

di C.(Q2,R™). Allora esiste una misura vettoriale di Radon p = (u1, ..., fm) su S
tale che

(i) L(f) = [, fdu = ;”zlfﬂ fids
(i) LIl = Jy lul
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