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Introduzione

I1 concetto di curvatura & sicuramente uno dei pitt antichi della matematica e
inoltre & tra i pitt intuitivi e comprensibili anche ai non matematici. Solitamente
immaginiamo la curvatura come una prerogativa di oggetti dotati di una certa
regolarita intrinseca come le varieta, ma studi ormai classici di Steiner, Minkowski
ed altri hanno mostrato come abbia senso parlare di curvatura anche in presenza
di grosse singolarita. Sono nate cosi numerose nozioni interessanti di curvatura in
ambiti molto pii1 generali degli spazi euclidei, per insiemi dotati di bassa o talvolta
nessuna regolarita a priori.

Un forte interesse per una definizione di curvatura maneggevole dal punto di
vista analitico viene dallo studio di numerosi problemi nel calcolo delle variazioni.
Essenzialmente si tratta di problemi di minimo per funzionali definiti su una certa
classe di oggetti regolari e dipendenti dalla curvatura di questi ultimi.

Lo sviluppo dei cosiddetti metodi diretti ha portato ad introdurre numero-
si spazi di funzioni generalizzate pitt ampi di quelli classici, nei quali si possa-
no estendere i funzionali da minimizzare, spazi dotati di una qualche nozione di
compattezza e in cui ¢ a volte possibile sviluppare teoremi di regolarita per poter
ottenere soluzioni classiche. Questi due aspetti sono fondamentali ogni volta che
si introducono spazi di “oggetti deboli” che sono ormai parte integrante dei me-
todi dell’analisi. Esempi siffatti sono gli spazi di Sobolev, le funzioni a variazione
limitata e le distribuzioni.

Il discorso si estende in modo naturale al caso di funzionali definiti su varieta
regolari e dipendenti dalle quantita ad esse associate, come l’area o la curvatu-
ra. Vi sono numerosi esempi storicamente interessanti di problemi di questo tipo,
come il problema isoperimetrico, il problema di Plateau e questioni legate alle
geodetiche sulle varieta (vedi [MO, PI]).

I nostro interesse va proprio verso i problemi che coinvolgono la curvatura
delle varieta immerse nello spazio euclideo. Lo studio di tale problematica com-
porta dunque l’estensione della nozione di curvatura ad insiemi piti generali delle
varieta. Una delle possibilita & una definizione di essa per mezzo di opportune
formule di integrazione per parti, ed € proprio in questo spirito che svilupperemo
il lavoro.

I primo passo in questa direzione ¢ stato compiuto da W. K. Allard (vedi [A1,
A2]) con la definizione degli oggetti detti varifold, generalizzazioni delle varieta
regolari e aventi una nozione distribuzionale di curvatura media. Sebbene essi
siano dotati di buone caratteristiche di compattezza, non possiedono proprieta
forti di struttura.

Un notevole miglioramento & stato ottenuto nell’86 da parte di J. E. Hutchin-
son (vedi [HU1, HU2]) che, modificando 1'idea di Allard, ha dato una definizione
debole di varieta senza bordo e dotate di seconda forma fondamentale, ottenendo
oggetti con le stesse proprieta di compattezza ma con migliori caratteristiche di
regolarita.

Quello che noi ci proponiamo in questa tesi & di sviluppare un analogo della
teoria di Hutchinson nel caso delle varieta con bordo. Vorremmo cioe introdurre e
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studiare oggetti che sono una generalizzazione delle varieta regolari con bordo in
R™, dotati di nozioni generalizzate di seconda forma fondamentale e di frontiera,
di buone proprieta di compattezza e infine abbastanza maneggevoli e utili per
affrontare problemi del calcolo delle variazioni.

Il piano della tesi si riassume allora secondo questa linea.

I primi due capitoli sono introduttivi e servono per mostrare gli strumenti che
sfrutteremo nello svolgimento della trattazione. Il primo & una breve esposizione
dei concetti base della teoria della misura su cui tutto il lavoro si fonda. Abbiamo
inserito in questo capitolo anche alcuni risultati di semicontinuita per funziona-
li definiti su misure che non fanno propriamente parte della teoria astratta della
misura e che saranno spesso utilizzati nei capitoli seguenti. Il secondo capitolo
contiene le nozioni di fondo della cosiddetta teoria geometrica della misura, dalla
quale il calcolo delle variazioni attinge numerose tecniche tra le quali la teoria del-
le misure di Hausdorff e degli insiemi rettificabili, che sono gli strumenti principali
che useremo.

Il terzo capitolo & una introduzione ai risultati gia conosciuti riguardanti la
nozione di curvatura generalizzata. Sviluppiamo la teoria dei varifold di Allard e
di Hutchinson, mostrando vantaggi e svantaggi di questa teoria. Questo capitolo
forma la base indispensabile per lo sviluppo e la comprensione dei concetti che
andremo a introdurre nel capitolo successivo.

Nel quarto capitolo introduciamo la nostra nozione di varifold con bordo o
Ap—varifold, ove A indica il tensore delle derivate tangenziali dei piani tangenti e
1 &lamisura bordo. Dimostriamo per prima cosa che A e ¢ sono univocamente de-
terminate, e che il tensore A conserva le proprieta formali valide nel caso classico.
L'importanza di questi oggetti dal punto di vista delle applicazioni al calcolo delle
variazioni risiede nel teorema di compattezza e semicontinuita qui dimostrato.

I quinto capitolo & dedicato allo studio particolareggiato della misura bordo
degli Ap—varifold, fino all'importante teorema di rettificabilita che generalizza il
risultato analogo per le correnti, dovuto a H. Federer e W. H. Fleming (vedi [FF])
e per gli insiemi di perimetro finito, dovuto a E. De Giorgi (vedi [DG1, DG2]).
Si dimostra infatti che la misura p si concentra su un insieme rettificabile avente
dimensione di uno inferiore rispetto alla dimensione del varifold.

Nella parte finale del capitolo determiniamo la struttura e la regolarita di tali og-
getti nel caso unidimensionale, in vista delle applicazioni del capitolo successivo.

L'ultimo capitolo tratta di un esempio di applicazione di queste tecniche ad
un problema concreto di calcolo delle variazioni, legato alla questione del rico-
noscimento automatico di immagini da parte di calcolatori. Mostriamo inoltre la
flessibilita di questo approccio variazionale dimostrando un teorema di esistenza
per una ampia generalizzazione del problema in questione.

La prospettiva futura di sviluppo di queste problematiche ¢ legata allo studio
di alcune congetture che formuliamo nel quarto capitolo, e al tentativo di studiare
metodi di approssimazione per questi spazi di varieta generalizzate dotate di cur-
vatura. Infatti, al contrario di altri ambiti come le correnti, mancano al momento
buone tecniche di approssimazione che tengano conto anche della curvatura.

Pensiamo infine che altre applicazioni si possano trovare in problemi di teoria
geometrica della misura legati all’esistenza e allo studio delle superfici minimali
(vedi [PI, SI2]).



CAPITOLO 1

Teoria della Misura

Raccogliamo in questo capitolo introduttivo una serie di nozioni relative alla
teoria della misura che ci saranno necessarie nel seguito.

Premettiamo che non si trattera di una introduzione comprensiva alla teoria,
daremo infatti per scontate molte definizioni e proprieta di base che si possono
trovare su un qualsiasi libro di integrazione astratta (vedi ad esempio [RU]). Vor-
remmo invece puntualizzare una serie di risultati strettamente connessi alla nostra
trattazione. Citeremo dunque senza dimostrazione alcuni teoremi anche piuttosto
noti, ma che riteniamo importante tenere presenti. Per una parte di essi indiche-
remo dove trovarne le dimostrazioni, in generale faremo riferimento al trattato di
Federer, [FE1].

Vedremo e dimostreremo inoltre alcuni risultati, a volte banali e talvolta ri-
posti, sempre appartenenti alla teoria della misura ma che solitamente sono co-
nosciuti soltanto dagli specialisti del settore come il teorema di semicontinuita
6.3.

Nella parte finale del capitolo introdurremo alcune nozioni che sono pit spe-
cifiche della teoria geometrica della misura, come i concetti di differenziale ap-
prossimato e di spazio tangente ad una misura.

1. Misure di Borel

Dato uno spazio X, una misura esterna o semplicemente una misura su di esso
e una funzione monotona  dalle parti di X in [0, 4+00], tale che u(#) = 0 e valga la
proprieta di o—subadditivita

AcJ4A = wA) SZM(Ai)-

i=1
Un sottoinsieme A di X si dice y — misurabile se

u(S) = p(S\A) + p(S N A)

perogni S C X.

E ben noto che la classe dei misurabili di X forma una o — algebra, cioé & una fami-
glia chiusa per intersezione e unione numerabili. Inoltre gli insiemi p—trascurabili
sono tutti misurabili.

La restrizione di s alla sua classe di misurabili & numerabilmente additiva, cioe nella
formula sopra vale 1'uguale e inoltre si hanno le implicazioni

A1 C Ay C o = lim p(A;) = p(| Ai)
71— 00 1,_1

i—00

A1D Ay D . = lim p(A;) = p([) Ai)
=1

la seconda implicazione con la condizione che p(A;) < +o0.

7
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Definiamo supporto di una misura p in uno spazio topologico X il chiuso pilt
piccolo tale che il suo complementare abbia p—-misura nulla e lo indichiamo con
SUpp fi.

Se X & uno spazio topologico, la c—algebra generata dagli aperti si dice classe
dei boreliani di X.

Chiamiamo p di Borel o boreliana se tutti i boreliani sono y—misurabili.
Una misura p su X si dice inoltre Borel-regolare se & di Borel e per ogni sottoinsieme
A di X esiste un boreliano B D A tale che u(B) = u(A).

Data una misura su X e un qualsiasi sottoinsieme A C X, possiamo definire

la misura restrizione . A come

(nL A)(B) = u(AN B)

perogni B C X.
Chiamiamo restrizione anche 1'operazione di prodotto di una misura p per una
funzione positiva e u — misurabile f:

(L £)(B) = / £() du(z)
B

talvolta indicata con fp.
Si vede facilmente che i misurabili si mantengono in questa operazione.
Se A e un sottoinsieme boreliano di X, e p € di Borel (risp. Borel-regolare), anche
plL A & Borel (risp. Borel-regolare).
Analogamente se f e una funzione boreliana, cioe le controimmagini degli aperti
sono insiemi boreliani in X, L f mantiene le proprieta di .

Data f : X — Y definiamo la misura immagine fx(u) ponendo

(1.1) fa(w)(B) = u(f~1(B)).

Non ¢ difficile dimostrare che S C Y & fx(u)-misurabile se f~'(S) & y—misurabile.
L'importanza delle misure di Borel risiede nel fatto che le funzioni continue

sono allora boreliane e dunque misurabili rispetto ad esse.

E dunque fondamentale stabilire se una misura & di Borel. Cio si pud ottenere col

seguente criterio che si dimostra particolarmente utile in molti casi.

PROPOSIZIONE 1.1. (Criterio di Caratheodory)
Se e una misura su di uno spazio metrico X tale che

n(AU B) = p(A) + pu(B)

ogniqualvolta A e B sono due sottoinsiemi di X con d(A, B) > 0, allora p & una misura
di Borel.

Per concludere la sezione indichiamo un risultato che useremo spesso, pitt o
meno sottointeso, nel seguito.

TEOREMA 1.2. Sia p una misura Borel-regolare su X, spazio metrico localmente
compatto e unione numerabile di aperti di p—misura finita, allora valgono

p(A) = inf - u(U)
U aperto

wA) = sup u(C)

C chiuso

per ogni misurabile A C X.
Se inoltre X e separabile il sup nella seconda equazione si puo prendere solo sui compatti.
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In quanto seguira saremo sempre in ipotesi che ci assicureranno che le misure
siano Borel-regolari, e gli spazi ambiente X soddisfino le ipotesi del Teorema 1.2,
quindi d’ora in poi sottointenderemo che X e tutte le misure citate godano delle
proprieta di cui sopra.

2. Misure a Valori in R™

Una misura vettoriale y a valori in R” su X ¢ individuata da una misura p su
X e da una funzione v(z), p—misurabile definita in X a valori in S™~!.
Chiamiamo p variazione totale della misura vettoriale p.
Talvolta, data una misura vettoriale o, indicheremo con || la sua variazione totale.
Vale la seguente caratterizzazione della variazione totale

ol(4) = sup Y fo(41)

(e}
dove il sup ¢ esteso a tutte le partizionidi Ain A = |J A;.
i=1
L'integrazione rispetto ad una tale misura di un campo misurabile Y (cioe le
cui componenti lo siano) a valori nello stesso spazio, & definita da

/ <Y(z),v(z) > du(z) = / <Y,dp >
b b

Parlare di borelianita o di Borel-regolarita per una misura vettoriale significa
che la sua variazione totale possiede queste proprieta e che la v € una funzione
boreliana.

Si definisce inoltre

u(4) = [ v(o) du(o)
A
componente per componente.
Ricordiamo che con questa definizione ancora vale 'additivita numerabile e il
teorema di limite 1.2, con l'ipotesi che p(|J;=, 4;) < +oo.
L’operazione di restrizione si definisce analogamente e ha le stesse proprieta.
Ricordiamo infine che I'integrale rispetto ad una misura vettoriale si puo sti-

mare con
‘/<Y,da> ‘g /|Y|d|a|
X X

dove o e Y sono come sopra.

3. Misure di Radon

DEFINIZIONE 3.1. Diciamo che una misura Borel-regolare y, su uno spazio
metrico X localmente compatto e separabile & di Radon, se per ogni compatto K C
X siha pu(K) < +0o.

La definizione si estende alle misure vettoriali richiedendo che la variazione
totale sia di Radon.

DEFINIZIONE 3.2. Chiamiamo M (X, R™) lo spazio vettoriale delle misure di
Radon su X a valori in R* e M™*(X) le misure di Radon positive su X.
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La loro importanza ¢ data dal fatto che le funzioni continue a supporto com-
patto sono misurabili e hanno integrale finito, per cui data una misura vettoriale
o a valoriin R” & ben definito un funzionale lineare L, : C.(X,R") — R

L,(Y) =/<Y,do—>.
X

La teoria di questi funzionali e quella delle misure di Radon sono collegate dal
seguente teorema.

TEOREMA 3.3. (leorema di Rappresentazione di Riesz)
Dato X come nella definizione 3.1in R* esia L : C.(X,R") — R un funzionale lineare
tale che per ogni compatto K C X si abbia

sup {LM)|Y € Co(X,R*),||V]loo < 1,8uppY C K} < ¢(K) < +00

con c¢(K) costante reale indipendente da Y.
Allora esiste unica una misura di Radon vettoriale o, a valori in R™, tale che

uw:/<xw>
X
perogniY € C.(X,R"). Vale inoltre

sup {LM)|Y € C.(X,R*"), ||V ]|oo < 1,suppY CV} =|o|(V)

per ogni aperto V C X.
Chiamiamo questi funzionali localmente limitati.

4. Convergenza Debole di Misure

Definiamo ora una nozione di convergenza nello spazio delle misure di Radon
vettoriali su X a valori in R™.

DEFINIZIONE 4.1. Sia 0; una successione in M (X, R"), diciamo che le o; con-
vergono alla misura di Radon ¢ e scriviamo o; — o, se per ogni ¥ € C.(X,R")
fissato si ha

lim <Y,dai>:/<Y,d0>
71— 00
X X

Questa convergenza viene solitamente chiamata convergenza debole di misure.

Spesso si usano vari modi di dire che delle misure convergono in senso debo-
le. Per non confonderci in tutta la nostra trattazione, a meno che esplicitamente
enunciato, tutte le convergenze di misure che considereremo saranno di questo
tipo.

Vale il Teorema di Banach-Alaoglu di cui faremo largo uso in seguito.

TEOREMA 4.2. (leorema di Banach-Alaoglu)
Se {o;} e una successione di misure di Radon vettoriali tale che sup; |o;|(U) < +oo per
ogni aperto U CC X, esiste una sottosuccessione che converge in senso debole ad una
misura di Radon vettoriale o.

E chiara I'importanza di questo teorema di compattezza nei problemi varia-
zionali dove sono coinvolte misure di Radon.
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5. Derivazione di Misure

Siano date due misure ;1 e o su uno spazio X, diciamo che o & assolutamente
continua rispetto a j1 e scriviamo o < u, se per ogni A C X tale che (A) = 0 anche
o(A) = 0. Diciamo che o & singolare rispetto a p scrivendo o L p, se esistono due
sottoinsiemi A, B di X tali che

pllA=p oL B=0c wuB)=0 o(B)=0.

Ovviamente la relazione o L u € simmetrica.
Quando si ha che u L A = p si dice anche che pu e concentrata su A.
Enunciamo ora il teorema di derivazione di misure.

TEOREMA 5.1. (Teorema di Radon-Nikodym)
Sia p una misura di Radon positiva in un aperto Q@ C R™ e o una misura di Radon
vettoriale nello stesso aperto. Allora, per p — q.o. x € Q esiste il limite

o (B,(z))

lim —~—~ =D

2 (B, (o)) — D7)
posto uguale a +occ per x & supp .
La funzione D, o (x) é boreliana, appartiene a L
ha

1

loc

(2, p) e per ogni boreliano B C X si

o(B) = [ Duo(w)du(e) + 0*(B)
B
dove 0° = o |_ Z, con Z di Borel e u~trascurabile, definito da

Z ={z € QD,o(x) = +o0}.

Si vede che la parte integrale della rappresentazione di o & naturalmente asso-
lutamente continua rispetto a p, mentre o° gli & singolare.
Questa decomposizione di o rispetto a p si dice decomposizione di Lebesgue ed € uni-
camente determinata.
La funzione D, o(z) si dice derivata di o rispetto a ju e o° si dice parte singolare di o
rispetto a p. Indicheremo talvolta con Z—Z (z) o con %(az) la funzione D, o(z).
Anche di questo teorema esistono varie generalizzazioni, la dimostrazione

della proposizione cosi come noi I’abbiamo enunciata si trova in [SI1].

6. Funzionali Definiti su Misure

In questa sezione dimostreremo un risultato di semicontinuita per un funzio-
nale definito nello spazio delle misure di Radon.
Per ottenerlo dovremo sfruttare alcune proprieta delle funzioni convesse e semi-
continue in R™ che ora enunceremo. Per ulteriori dettagli su questo argomento ci
si puo riferire a [BRZ].

TEOREMA 6.1. Siano uy, € M™(Q), definiamo per ogni aperto A C Q

N
p(A) = sup {Z i (A;)

Allora, se py, = o L fi per una certa o € M+ (Q) si ha

A;  aperti, disgiunti, A; C A}.
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w(A) = /sup fr(z) do(z)

keN

per ogni aperto A C ().

DIMOSTRAZIONE. Sia L il secondo membro dell’equazione, la disuguaglianza
u(A) < L ébanale. Siap € Nesia

k() = min {7 < pl1;(0) = puax fio)}.

1<i<p

Allora ponendo B; = AN k~!(z) si ottiene

p

max fi(s)do(a) = Y [ file)do(e) = 3 sl

1<i<p ‘ .

A - - =1 B: i=1
Poiché, grazie al Teorema 1.2, gli insiemi B; possono essere approssimati dall’in-
terno con compatti disgiunti K;, e questi a loro volta possono essere separati con
aperti disgiunti 4, contenuti in A otteniamo

; < .
ax fi(x)do(z) < p(4)
A
Facendo tendere p a co la disuguaglianza segue dal teorema di convergenza mo-

notona. O

Siaora g : R™ — (—o00,4+0], ¢ # +00, e chiamiamo ¢* : R — (—o0, +o0] la
sua trasformata di Fenchel cosi definita

g*(p) =sup {< p,z > —g(z)|z € R™, g(z) < +00} .

Notiamo che g* & semicontinua inferiormente e convessa, poiché estremo superio-
re di una famiglia di funzioni continue e convesse.

TEOREMA 6.2. Sia f : R™ — (00, 400], f # 400, semicontinua inferiormente e
convessa. Allora f = (f*)*. Inoltre esiste una successione di funzioni affini Ly, : R™ — R
tali che

(6.1) f(x) = sup Li(x) Yz € R™.
heN
DIMOSTRAZIONE. L'uguaglianza f = (f*)* & una nota conseguenza del Teo-
rema di Hahn-Banach ([BRZ]). Chiamiamo D l'insieme convesso di tuttiip € R™
tali che f(p) < 400, esia L,(z) = —f*(p)+ < p,z > per ogni p € D. Possiamo
allora riscrivere f = (f*)* in questo modo:

f(z) =sup {Lp(a:)|p€D} Yz € R™.

Inoltre poiché il sottografico di f = {(z,s) € R™ x R|f(x) > s} & 'unione dei sot-
tografici aperti delle L,, la proprieta di Lindelof di R™ x R da una successione
{pn} € D tale che Ly, = L,, soddisfi (6.1).

O
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Definiamo ora un funzionale G sullo spazio M(Q,R™) x M™*(Q), in questo
modo

Gv ) = / f(;l—:(w))du(w) n / m%(m))dus
Q Q

dove f & una funzione convessa positiva e semicontinua inferiormente in R™, e
foo (detta funzione di recessione) € cosi definita: se f # +oo prendiamo z € R™ tale
che f(z) < 400 e poniamo

flz+ kx) = f(2)
0o =S5 .
foo() ren k
Si vede facilmente l'indipendenza da z della definizione. Se f = 400 poniamo

foo:f'

Ci sara molto utile il seguente teorema di semicontinuita (vedi [BF]).

TEOREMA 6.3. Il funzionale G e sequenzialmente semicontinuo inferiormente ri-
spetto alla convergenza debole di misure, i.e.

Uh =V, Up =W = G(o,p) < lihminf G(on, pr)-
—00

DIMOSTRAZIONE. Siano p, ft, Vs, v come nell’ipotesi, ed escludiamo il caso
banale f = +o00.
Per il Teorema 6.2 possiamo trovare una successione (an,br) C R x R™ tale che

(6.2) f(z) =sup Lp(z) Vo € R™  con Lp(z) = an+ < bp,z > .
heN

Scelto z € R™ tale che f(z) < 400, abbiamo

fz+kz) — f(2) ap+ < bp,z > —f(2)

foo() = sup = sup sup + < bp,x >
kEN k keN heN k
<b > —
= sup sup Gat < On, 2 f(z)-l- < bp, x>
heN keN k
(6.3) =sup < by, x > .

heN
Sia ora k € Nesiano Ay, ..., Ay aperti disgiunti in (2.
Perognii € {1,...,k} e ogni ; € C!(A;) tale che 0 < ¢; < 1 abbiamo

/ai%’d,uh + <b;, [ pidvy >
A; A;

= /%’Li <ﬂ> duh+/<Pi < bi,y—’; > dlvy]
Bh A vl

i

Vn Vi .
[ () e [ o= () v
A A;

i

IN

da cui

k
Z/ai%‘ dpn+ < b, | @idvy, >< G(vp, pn)-
izlAi A;
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Passando al limite per h — oo e usando la prima identita dell’equazione sopra con

v, i al posto di vp, pp, otteniamo

k s
Z/%’Li v dp + /(,Oi < bi,y— > d|v°| < liminf G(vp, pn).-
) I 4l h—s00

i

Siao = p+ |v°| esia N C Q, boreliano u—trascurabile dove si concentra |v*|. Una

forma equivalente della disuguaglianza sopra é allora

k
Z/%’i/li do < liminf G(vy, pn)
h— oo

i=1 A;
dove

) Li(s(x) sexe O\N
vilz) {<b» L(x)> sexeN

Poiché per il Teorema di Lusin,

[ v

i

soec‘i(Ai),osQogl} =/wrdo
A;

e visto che possiamo scegliere arbitrariamente le ¢;, otteniamo

k
Z/z/)j do < liminf G (v, pn)-
— h—oo
1= Al

Infine usando il Teorema 6.1, e le equazioni (6.2), (6.3) abbiamo

/1/}d0 < liminf G(vh, pun)
h— o0
Q

dove
(x)) sex € Q\N
v (m)) sex €N

[ve]

e
Y(z) = e (

Poiché G (v, u) = [ 9 do la tesi segue.
0

O

OSSERVAZIONE 6.4. Se f e a crescita piii che lineare (per esempio f(x) = |z|P con
p > 1), allora fo(z) = +oo per ogni & € R™\{0}, dunque G (v, u) é finito se e solo se

|| < v. In particolare siano vy, — v, pun, — p, |vn| < py, e inoltre valga

P

14
" dpn < c

— ()

per un certo p > 1 e c indipendente da h. Allora si ha anche |v| < p.

Useremo spesso nei capitoli seguenti questo risultato di assoluta continuita

nel limite.
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7. Continuita e Differenziabilita Approssimata

Diamo ora una definizione debole di continuita e di differenziabilita rispetto
ad una fissata misura di Radon positiva.

In tutta la sezione lo spazio X é un aperto di R™, y é una misura di Radon positiva su
X ez® € suppp.

DEFINIZIONE 7.1. Sia f una funzione py—misurabile, diciamo che f in 2° € X
ha p—limite approssimato uguale a [ se per ogni € > 0 l'insieme

E.={z e X||f(z)—1| > ¢}

ha p—densita zero in z°, vale a dire

=0 p(B,(z%)
Scriveremo allora p¢ — aplim,_,,0 f = [ e ometteremo di indicare i, quando sara
chiaro quale misura si sta considerando. Diciamo che f & p-apcontinua in z° se
esiste il limite approssimato ed & uguale a f(z°).

E facile verificare che i u~limiti approssimati hanno le stesse proprieta dei li-
miti classici (linearita, unicita, composizione con funzioni continue). Se z° & un
atomo di g, cioe p({z°}) > 0, allora f & p—apcontinua in z°. Utili proprieta degli
aplimiti sono le seguenti:

i — ap lim0 fley=v—ap lim0 f(z)

T T
se D,v(zd) =1e

p—ap lim f(z) =p—ap lim g(z)
z—a0 z—x0

se l'insieme dei punti dove f differisce da g ha densita nulla in z°.

Un criterio per stabilire I’apcontinuita ci & dato dalla seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 7.2. Siano X, p come soprae f € L}, (), diciamo allora che z° €
X e punto di Lebesgue per f se vale

1

im ——— 2) — f(z2° ) = 0.
Lo,l(Bp(xO))B(/o) £) = SOl dut) = 0

Allora se z° e punto di Lebesgue per f, f & y—apcontinua in x°.

L'implicazione inversa nella proposizione 7.2 vale solo se f & limitata.
Si ha il teorema fondamentale

TEOREMA 7.3. (Teorema di Lebesgue)
Se f appartienea L}, (X, p) allora pn — q.o.x € X ¢ punto di Lebesgue per f. Se f e solo

loc
p—misurabile allora |1 — q.o.x € X & punto di apcontinuita per f.

Definiamo ora l'apdifferenziabilita.

DEFINIZIONE 7.4. Sia f una funzione reale y—misurabile e supponiamo che

u({z"}) =o.

Indicheremo con apV* f(x°) I'insieme (convesso) di tutti i vettori L € R™ tali che

@) - f@)-<Lz-2>] _
a apzli)rrio |z — 20| =0
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Prima di analizzare l'insieme apV* f(z°) diamo la seguente definizione ([DG3]).

DEFINIZIONE 7.5. Sempre nell’ipotesi che 1({z°}) = 0 indicheremo con Nor(u, z°)
lo spazio vettoriale dei v € R” tali che
0
W —ap lim <v,u >=0.
z—20 |$ - IL'O|
Chiameremo T'an(u, 2°) lo spazio ortogonale a Nor(u, 2°).

In termini geometrici, T'an(u,z°) & il pitt piccolo spazio vettoriale S tale che,

preso un arbitrario cono C avente S come asse, I'insieme z° + S ha p—densita 1 in
20, cioé p si “concentra” su S.
E facile verificare che L € apV* f(2°) implica L' € apV* f(2°) purché L — L' ap-
partenga a Nor(p, z°). Quindi I'insieme apV* f(z°), se non vuoto, & un singoletto
solo se Nor(u,z°) = {0}. In generale, indicando con 7 la proiezione da R” in
Tan(p, z°) abbiamo la semplice

PROPOSIZIONE 7.6. Nelle ipotesi della definizione 7.4 vale I'implicazione
LeapV*f(z®) = a(L) € apV* f(z°).
Inoltre w(L) & 'unico elemento di apV* f(z°) N Tan(u,x°) ed ¢ l'elemento di minima
norma di apV* f(z°).
Nel seguito, con lieve abuso di notazione, indicheremo con apV* f (x0) tale vettore.
Una definizione alternativa di apdifferenziabilita & questa: L = apV* f(z°)

se e soltanto se esiste una funzione g differenziabile in z°, con gradiente L €
Tan(p, z°), tale che detto C' l'insieme dei punti dove f e g differiscono valga

i (O N By(a)
m —————
=0 (B, (%))
Segue allora facilmente da questa caratterizzazione che il gradiente approssimato
possiede molte delle proprieta formali del gradiente classico come 1'unicita, la li-
nearita e la regola di Leibnitz di derivazione di un prodotto, che ci serviranno nel
seguito.

=0.

OSSERVAZIONE 7.7. Le idee di questa sezione si estendono in modo naturale
ad altri operatori di derivazione dell’analisi e a funzioni e spazi piu generali di
quelli considerati qui.
Ci siamo limitati a queste definizioni, perché sono quelle che useremo e per non
appesantire la trattazione con troppi dettagli tecnici.
Un’ esposizione esauriente di questi concetti, completa di tutte le dimostrazioni,
si puo trovare nel libro di Federer [FE1].

8. Blow-up e Spazio Tangente ad una Misura

Introduciamo una nozione di spazio tangente approssimato ad una misura p che
ci seguira in tutta la trattazione, e che risultera pit1 forte della nozione introdotta
in7.5.

Sia p un misura di Radon positiva in un aperto Q C R¥, 2° € Q. Vediamola in
modo naturale come una misura su tutto R*.

Prendiamo A > 0 e consideriamo le misure di Radon p,0 y in R* cosi definite

w(z® + NA)
20 A(A) = ————FF
1% ’)\( ) ,U(B)\(I'O))
per ogni A di Borel.

IO
Osserviamo che p,0 x(Br(0)) = %.
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DEFINIZIONE 8.1. Sia B(u, z°) I'insieme di tutti i possibili limiti deboli di {0, }
per A — 0.
Chiamiamo l'insieme B(u, x°) il blow-up della misura p in z°.

Il nome viene dal fatto che in un certo senso stiamo osservando la misura p
ingrandita in palle sempre pit1 piccole centrate in z°.

Definiamo ora in modo diverso le misure di Radon p,0 . Siano

pu(z® + \A)
A= ———=
l’l’xo,)\( ) nAn

oven < k, A & diBorel e w, ¢il volume della palla unitaria n—dimensionale.
Prendiamo sempre i limiti deboli di questa successione di misure e chiamiamo

l'insieme di essi B™(u, 2°).
B 0
Osserviamo che se la misura p soddisfa lim m
A0 W A™
B™(u,z%) = LB(u,z°), nel senso che le misure del primo insieme sono tutte e
sole quelle che si ottengono moltiplicando per la costante L quelle appartenenti al

secondo.

=L con L # 0,+00 si ha

DEFINIZIONE 8.2. Supponiamo che B"(u, 2”) contenga una sola misura 1 del
tipo

n(4) = 6L}H(ANP)
dove P & un n-sottospazio di R*, § € (0,+00) e L} & la misura di Lebesgue n-

dimensionale sul sottospazio P identificato con R™. Si dice allora che P ¢& il piano
tangente approssimato a p1 in z° e 6 la sua molteplicita.

Nel caso che cio avvenga si deve allora avere

(81) timy [ (@) dieon =6 [ ole)dch )
R¥ P
per ogni ¢ € C.(R¥).
Questo concetto sara fonte di numerosi risultati una volta che avremo intro-
dotto le misure di Hausdorff e potra allora essere applicato ad una classe partico-
lare di misure di Radon per ottenere una nozione di spazio tangente per insiemi

non regolari.

OSSERVAZIONE 8.3. Dalla 8.1 si deduce che

0
i MBAEY)
A0 W™

Inoltre lo spazio T'an(u, z°) definito in 7.5 coincide con P.



CAPITOLO 2

Misure di Hausdorff e Insiemi Rettificabili

La misura di Hausdorff H™ in R* & una misura “sensibile” al volume n-dimensionale

di un insieme che coincide con la misura canonica per le n—varieta regolari embed-
ded in R¥.

La teoria di queste misure & strettamente correlata a quella degli insiemi n-rettificabili,
che sono essenzialmente immagini di misurabili di R* mediante mappe lipschi-
tziane.

La teoria dei rettificabili entra necessariamente nello sviluppo, che faremo nel
prossimo capitolo dei cosiddetti varifold, una generalizzazione del concetto di
varieta non orientata. Vedremo che c’é una profonda analogia sia tra varieta e
insiemi rettificabili che tra mappe C'* e funzioni lipschitziane, una volta interpre-
tate nel contesto della teoria geometrica della misura.

Introdurremo alcuni operatori differenziali sulle varieta e li estenderemo a funzio-
ni definite sui rettificabili. Una trattazione comprensiva dei concetti di questo ca-
pitolo & contenuta nel libro di Simon [SI1]. Sviluppiamo ora la teoria delle misure
di Hausdorff e degli insiemi rettificabili.

1. Misure di Hausdorff

Sia A un sottoinsieme di R* e indichiamo d’ora in poi con B, (z) la palla aperta
di centro z e raggio r. Perogni § > 0, > 0, A C R* sia

diam C; \°
) I orann Ly
HI(A) = Clinf}_ Ez ws ( 5 )
ove F & una qualunque famiglia numerabile di sottoinsiemi di R* tale che

Ac |J ¢ diamCi<e VG
C,eF

e ws & il volume della palla unitaria in R® se § & intero (wo = 1), oppure una
determinata costante se § non & intero.

DEFINIZIONE 1.1. La misura di Hausdorff § — dimensionale & definita da
HO(A) = supHS(A) = lim H2(A)
>0 e—=0
¢ chiaro che il limite esiste eventualmente uguale a +oco poiché 72& monotona
decrescente in «.
OSSERVAZIONE 1.2. La misura H° & la misura cardinalita di un insieme.

OSSERVAZIONE 1.3. Poiché diam C; = diam C;, possiamo anche richiedere
nella definizione che i C; siano chiusi senza che venga alterato il valore di #°(A).
Inoltre poiché per ogni € > 0 esiste un aperto U; D C; tale che diam U; < diam C; +
£/2! possiamo prendere i C; aperti, eccetto nel caso § = 0.

18
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Evidentemente se A ¢ totalmente limitato si ha #2(4) < +oc.
Inoltre si vede immediatamente dalla definizione che vale

HI(AUB) =H(A) + H2(B) se d(A,B) > 26
quindi
HP(AUB) = H°(A) + H*(B) se d(A,B) > 0.
Allora per il criterio di Caratheodory 1.1 tutti gli insiemi di Borel sono H® —
misurabili. Usando I'osservazione 1.3 si ottiene inoltre che le misure H° sono Borel-
regolari e invarianti per isometria.
Molte delle proprieta notevoli delle misure di Hausdorff si possono trovare

in [RO], ricordiamo soltanto per i nostri scopi che in R* la misura #* coincide con
la misura di Lebesgue:

TEOREMA 1.4.
LF(A) =HF(A) = HF(A) per ogni ACRF ee > 0.

(>

2. Densita

DEFINIZIONE 2.1. Sia p una misura di Radon su uno spazio metrico X, z € X
e sia A un arbitrario sottoinsieme di X.
Definiamo le densita n-dimensionali superiore e inferiore, rispettivamente 6*™ (i, A4, x)
e 0?(u, A, x), come

"™ (u, A, ) = lim sup M
p—0 wnp"
WAN B, (x))

07 (1, A, z) = liminf a
p—0 W p"

dove B, () indica la palla chiusa.
Nel caso A = X trascureremo di indicare A nella notazione.

Se
0% (n, A, z) = 6" (u, A, x)

indicheremo il loro valore comune con 6™ (u, A, z), che diremo densita n-dimensionale.
Si pud vedere facilmente che le densita sono funzioni boreliane nella  anche
se A non e y—misurabile.

3. Funzioni Lipschitziane

DEFINIZIONE 3.1. Una funzione f : X — Y tra due spazi metrici si dice
lipschitziana o semplicemente Lipschitz se esiste una costante reale (' tale che valga

dy (f(z1), f(z2)) < Cdx(x1,22) per ogni xi,xz2 € X
La minima costante C' tale che valga la disuguaglianza sopra si dice costante di
Lipschitz di f, e siindica con Lip f.
Vale il teorema di estensione:

TEOREMA 3.2. Se A C X e f : A — R e Lipschitz allora esiste una estensione
lipschitziana f a tutto X con la stessa costante di Lipschitz di f.

Enunciamo ora il Teorema di Rademacher riguardante la differenziabilita di fun-
zioni Lipschitz in R* e il Teorema di Approssimazione C*.
Una loro dimostrazione puo essere trovata nel libro di Simon [SI1].



4. SOTTOVARIETA DI R* E FORMULE DI AREA E COAREA 20

TEOREMA 3.3. Ogni f : R¥ — R Lipschitz ¢ differenziabile per L*—q.0. z € RF,

TEOREMA 3.4. Sia f : R* — R Lipschitz, e e > 0. Esiste una funzione g € C''(RF)
tale che

L ({z|f(2) # 9(2)} U {2V f(2) # Vg(2)}) <e

dove V f e dato dal teorema precedente.

4. Sottovarieta di R* e Formule di Area e Coarea

Sia d’ora in poi M una sottovarieta regolare di dimensione n embedded in R*
e senza bordo.
Se A & una trasformazione lineare di R* in s, allora vale

LE(A)) = | det \|£*(A)

Piti generalmente se A : R* — R™, m > n, allora A(R") C F dove F & un sottospa-
zio n—dimensionale di R™; cambiando base ortonormale posso vederla come una
trasformazione da R™ in sé e dunque

L7 r(A\(4)) = H*(A(A)) = /det(\oN) H'(4)  ACR®

dove A* : R™ — R” indica l'aggiunta di .
Usando un argomento di approssimazione si ottiene la formula dell’area.

TEOREMA 4.1. Sian <me f : M — R™ una mappa C* iniettiva. Allora
H™(f(A)) = /Jf dH™ VH"™ — misurabile A C M
A
dove J f e il jacobiano di f, definito da

1) Tf(x) = \/det(dfzo df.)

N

edf, : T,M — R™ e il differenziale di f. Se f non é iniettiva vale la cosiddetta formula

dell’area generale
/de?—l” = / / dH° dH™(y).
A

R™ f=1(y)
Pit1 in generale vale il

TEOREMA 4.2. Sian <me f: M — R™ una mappa C*. Allora, per ogni funzione
g non negativa e H"—misurabile su M si ha

(4.2) /ng dH™ = / / gdH® dH™(y).
M R™ f=1(y)
Vediamo ora un’altra formula, che vale nel caso in cui sia n > m, la formula di

coarea.
Con ragionamenti ancora basati sull’approssimazione lineare si ottiene il
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TEOREMA 4.3. Sian >me f: M — R™ una mappa C". Allora, per ogni funzione
g non negativa e H"—misurabile su M si ha

(4.3) /gJ*f dH" = / / gdH" ™™ dH™ (y)

M R™ f=1(y)
dove J* f ¢ il cojacobiano di f, definito da

J7f(x) = /det(dfzo dfy)

edfy : T, M — R™ éil differenziale di f.

Queste due formule sono fonte di numerosi risultati nella teoria geometrica
della misura, ci limitiamo a mostrarne uno che ci riguarda direttamente

TEOREMA 4.4. Data M come sopra, H™ coincide con la misura canonica di volume
della varieta.

DIMOSTRAZIONE. E chiaro che basta verificarlo localmente.
Sia @ : 0 — R una carta locale di M, con Q aperto in R” e ®(Q) = M NT, T aperto
in R*. Se A & di Borel in M NT, la sua misura canonica &

u) = [ Vg
A

dove A = @ 1(A) e g = det(gij), 9i; =< g—;};, g% >. Non e difficile verificare che
V9 = J®, con J® definito dalla (4.1). Dunque per la formula dell’area

[ vader =w ) = e
A

da cui u(A) = H™(A).

5. Insiemi Rettificabili

Gli insiemi rettificabili ci forniscono la giusta nozione di “varieta generalizza-
ta” che ci servira in seguito per definire i varifold.

L'importanza di questi insiemi nella teoria geometrica della misura fu ricono-
sciuta da De Giorgi nel lavoro [DG2], nel quale si dimostra che la derivata distri-
buzionale di un insieme di perimetro finito si concentra su un insieme rettificabile
di dimensione n — 1.

Vediamo alcune proprieta di base e la loro caratterizzazione mediante una
proprieta di esistenza di piano tangente. Nel seguito vedremo anche come si
estendono le formule di area e coarea a questi insiemi.

Per questa sezione faremo riferimento al libro di Simon [SI1].

DEFINIZIONE 5.1. Un insieme M C R* si dice numerabilmente n—rettificabile se
M C MyuU (U Fj(w))
7=1

dove My & un insieme di #"-misura nullaele F; : R* — R* sono funzioni lipschi-
tziane. Nel seguito useremo semplicemente il termine n-rettificabili per indicare
tali insiemi.
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OSSERVAZIONE 5.2. Per il Teorema 3.2, la n—rettificabilita equivale a

M = MU (G Fj(Aj)>

j=1
dove M, & un insieme H"—trascurabile, F; : A; — R¥ sono Lipschitze A; C R".

Usando la formula dell’area e il Teorema 3.4 si ottiene una caratterizzazione
meno evidente e piil interessante.

PROPOSIZIONE 5.3. M e numerabilmente n-rettificabile se e soltanto se puo essere
rappresentato nel sequente modo

M:MOLJ(DKj)

j=1
con H™(My) = 0 e K; compattia due a due disgiunti, ciascuno contenuto in una varieti
di classe C*.

Definiamo ora una nozione di spazio tangente per un insieme rettificabile.

DEFINIZIONE 5.4. Sia M un sottoinsieme H"-misurabile di R* e § una fun-
zione positiva su M localmente H"—integrabile. Diciamo che un sottospazio n—
dimensionale P di R* ¢ il piano tangente approssimato a M in x rispetto alla funzione
0 se, posto N, A (y) = x + Ay, vale

A—0
Na, 2 (M)

lim / )8 + My) dH™ (y) = B(x) P/ f(y) dH" (y)

per ogni f € C.(R*). Operando il cambio di variabile z = x + Ay cid & equivalente
a richiedere che

6o gma [1(55E) s anne) =ow [ rwane
A—0 A
M P
per ogni f € C.(R¥).

OSSERVAZIONE 5.5. Notiamo che la condizione (5.1) & equivalente a dire che

la misura p = §H"L M ha spazio tangente approssimato P in z, nel senso della
definizione 8.2.

Vediamo allora il teorema che assicura 1’esistenza dello spazio tangente per
H"™ —q.0.x € M, [SI1].

TEOREMA 5.6. Sia M H™—rettificabile, sia @ : M — (0, +o0), localmente H™L M-
integrabile e sia p = OH"L M. Allora per H™ — q.o.x € M esiste il piano tangente
approssimato apT, M rispetto a 6.

Inoltre

1. © — P(x) & u—misurabile;

2. per ogni superficie n—dimensionale I si ha P(x) = T, per H" —q.o.x € TNM;

3. per ogni scelta di i e j in {1,... ,k} si ha P;;(z) =< apVFz;,e; > per u —

g.o.x € RF,

Nel teorema precedente un n—piano P in R¥ & identificato con la matrice P;;
associata alla proiezione su di esso (vedi la sezione 3.1).
Sulla base di questo teorema possiamo allora parlare dello spazio tangente appros-
simato apT, M ad un n-rettificabile, univocamente determinato #"—quasi ovun-
que. Osserviamo inoltre che la 1 segue da 2 e dalla proposizione 5.3.
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6. Operatori Tangenziali su Varieta e Formula della Divergenza

Sia M una n-varietd C' embedded in R* e introduciamo alcuni operatori
differenziali tangenziali che ci serviranno in seguito.

DEFINIZIONE 6.1. Data f : M — R di classe C", definiamo il gradiente tangen-
ziale di f in £y € M come

VM f(20) = mprV f (0)

dove f & una arbitraria estensione C' di f in un intorno di z¢ e 7/ & la proiezione
ortogonale di R* su T, M.

OSSERVAZIONE 6.2. E facile vedere che VM f(z,) & indipendente dall’esten-
sione scelta: la differenza di due qualunque estensioni ¢ nulla in M, e quindi il suo
differenziale si deve annullare sul piano tangente a M e il gradiente tangenziale &
nullo.

OSSERVAZIONE 6.3. Se f € C'(U,,), dove U,, & un intorno di 2o in R* e P &
un n-piano in R*, possiamo definire V¥ f () = 7pV f(z).

DEFINIZIONE 6.4. Analogamente se f : M — N & diclasse C' tra due varieta
M e N, definiamo il differenziale tangenziale di f in 2y € M come

iy -
dpo f = duo flT, oM
con f definita sopra.
E chiaro che le osservazioni 6.2 e 6.3 sono valide anche in questo caso.

DEFINIZIONE 6.5. Definiamo la divergenza tangenziale di un campo vettoriale
X € C'(M,RF) come

k
div™ X (z9) =Y VM Xi(x0)
i=1
dove X; sono le sue componenti nella base canonica.
E facile vedere che la divergenza tangenziale ¢ indipendente dalla base orto-
normale nella quale la si calcola, quindi scegliendo una base {v;...v,,, v!..v*7"},

dove i {v;} sono una base ortonormale dello spazio tangente T, M e i {v/} dello
spazio normale N, M alla varieta in z, la si pud esprimere come

divV X (x) = Y <w;,VXi(z) >
i=1

Z < ’U,’,de(’Ui) >
i=1

con X; componenti nella base {v; }.

OSSERVAZIONE 6.6. Per campi X tangenziali la divergenza tangenziale cosi
definita coincide con la divergenza intrinseca nella varieta riemanniana astratta
associata.

Ancora valgono le stesse osservazioni 6.2, 6.3 e poiché la useremo estensiva-
mente nel seguito, definiamo esplicitamente per una funzione f € C*(U,0)
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k
div” X (z0) = > VI X;(o).

i=1
Con queste notazioni vale il teorema della divergenza (vedi [DC]).

TEOREMA 6.7. Data M, n-varieta C* embedded in R* con frontiera OM di classe
C' e X campo tangente C! definito su di essa, si ha

/divMX dH™ = — / <X,v>dH" !
M oM

ove v e la normale interna al bordo della varieta.

Ci chiediamo ora come si rappresenta
/ div™ X dH"
M

se il campo X non e necessariamente tangente.
Ovviamente basta considerare campi normali alla varieta.

DEFINIZIONE 6.8. 1l vettore H, curvatura media di una varieta M di classe C?
¢ definito localmente da
k—n

H(z) =— Z(diUMUj (z))v ()

j=1
con {v’} campi regolari su M, ortonormali e base locale di N, M.

H @& un vettore normale. Infatti, presi {v;} e {+/}, campi regolari ortonormali
definiti in un intorno di = in M, e rispettivamente basi dello spazio tangente e
normale, si ha

k—m n
H = - Z(Z < vi,dﬂ/[z/j(vi) >)l/j
j=1 i=1

n k—n

= Z Z < dMu;(vy), V7 > V7
i=1 j=1

n

= Z(diwvia (Uz’))l

i=1

= iBJc (Uiavi)
=1

= trB,
dove B, : T,M x T,M — N_,M & una forma bilineare definita da

Bq(v,w) = (dy"v(w))*

detta seconda forma fondamentale di M in z, e che ritroveremo in seguito, parlando
dei varifold di Hutchinson.

Calcoliamo ora la divergenza tangenziale della componente normale di un
campo X:
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k—n
div" X+ =" < X0/ > div™vi = - < X, H >

Jj=1

sfruttando la formula sopra. Allora per ogni campo X regolare in R* si ha

divMX =divMXT— < X, H > .

Quindi per ogni X € C}(RF,R*) e ogni varieta M di classe C? con frontiera
regolare, embedded in R* vale la formula di integrazione per parti

6.1) /divMXdH” = —/ < X,H >dH" - / < X,v>dH" .
M M oM

7. Operatori Differenziali e Formule di Area e Coarea per Rettificabili

Una volta definito il piano tangente ad un rettificabile possiamo enunciare le
generalizzazioni degli operatori del capitolo precedente che valgono nel contesto
pit generale degli insiemi rettificabili.

TEOREMA 7.1. Sia M H™-rettificabile, sia 0 : M — (0, +o0), localmente H"L M-
integrabile e sia p = OH"L M. Allora, ogni funzione Lipschitz f : R* — R e p—
apdifferenziabile p—quasi ovunque in R*. Inoltre per u — q.o. x € RF il vettore apV* f(z)
non dipende dalla scelta di 0 e verra quindi indicato con VM f(z).

DIMOSTRAZIONE. Se M & una varieta di classe C' la tesi segue facilmente,
mediante carte locali, dalla formula dell’area e dal Teorema di Rademacher 3.3.
Se M & un sottoinsieme di Borel di una varietad I' di classe C, la tesi si ottiene
osservando che V* f(x) esiste in ogni punto z € M ove esiste il gradiente di f
rispetto alla misura ¢ = H"L T e vale

o ABa2)

2 0B, (@) ~

Il fatto che la formula sopra valga per H" — q.o.x € M segue facilmente dal
Teorema 5.1.

La tesi nel caso generale si ottiene sfruttando il caso precedente, la decompo-
sizione data dalla proposizione 5.3 ed il fatto che D, ulL K; = 1 per H" — q.0.z €
K;.

Infine I'indipendenza di apV* f(z) da 6 segue direttamente dalla dimostrazio-
ne qui vista.

O

OSSERVAZIONE 7.2. Definiamo d f : apT,,M — R come l'applicazione linea-
re individuata dal prodotto scalare con VM f(z) (nei punti dove questo esiste).
Allo stesso modo, ragionando componente per componente, si pud definire d¥ f
quando f € una mappa Lipschitz vettoriale.

E dunque chiaro a cosa ci riferiremo parlando di gradiente e differenziale tangen-
ziale di una funzione Lipschitz su un rettificabile.
La divergenza tangenziale & definita in modo analogo a quella delle varieta.
Possiamo ora enunciare le formule di area e coarea per insiemi rettificabili.
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TEOREMA 7.3. Sianon < m, f : M — R™ mappa Lipschitz, M n—rettificabile in
R* e n < m e g funzione non negativa e H"—misurabile su M. Allora

(7.1) /gJMf dH" = / / gdH® dH™ (y)

M R™ f=1(y)

Juf(x) = \/det(df Mo dfM).

TEOREMA 7.4. Sianon > m, f : M — R™ mappa Lipschitz, M n—rettificabile
in R¥, g funzione non negativa e H"—misurabile su M. Allora per H" — q.o.y € R™
Uinsieme f~'(y) e H"~™—rettificabile e vale la formula

(7.2) /gJ]T/[f dH™ = / / gdH" ™ dH™ (y)
M R™ f=1(y)
dove Jy, f il cojacobiano di f, definito da

Trrf(z) = \/det(df Mo df}").

OSSERVAZIONE 7.5. Sinoti, come avevamo osservato, il parallelismo dei ret-
tificabili e delle mappe Lipschitz con i loro analoghi regolari.



CAPITOLO 3

Teoria dei Varifold

In molti problemi del calcolo delle variazioni i funzionali da minimizzare di-
pendono oltre che da funzioni definite su varieta immerse in R*, anche da quantita
associate alle stesse varieta, come area, curvatura, orientazione. Un classico esem-
pio ¢ il problema isoperimetrico, cioe cercare tra le superfici in R* quella che, con
area fissata, racchiude il massimo volume, oppure il problema di Plateau: trovare
la superficie di area minima che si appoggi su una data curva.

Per studiare questo tipo di problemi con i metodi diretti del calcolo delle va-
riazioni, si & pensato di allargare lo spazio delle varieta regolari a spazi di oggetti
deboli, dotati di buone proprieta di compattezza.

La nostra attenzione si concentrera sulle possibili generalizzazioni del concet-
to di curvatura, anche perché come vedremo questa interviene immediatamente
nello studio dei problemi di area minima. Vedremo proprio come da questi proble-
mi nascano i Varifold di Allard, dotati di curvatura media misura. Descriveremo
la definizione debole di seconda forma fondamentale data da Hutchinson, e nel
prossimo capitolo analizzeremo una nostra definizione che generalizza quella di
Hutchinson.

1. Notazioni e Definizioni

Sia G, 4 la Grassmanniana degli n—piani in R* e definiamo una distanza su
G,k ponendo:

k 1/2

d(T,S) = llpr —psll = (Z lpr* —ps”l2>

7,j=1

dove pr € la proiezione ortogonale su 7', elemento di G, «, € pr* sono gli elementi
della matrice associata nella base ortonormale standard di R¥.
Con questa metrica G, 1 € uno spazio topologico compatto, localmente euclideo e
possiede una struttura di varieta differenziale analitica.
Se A & un sottoinsieme di R¥ definiamo G,(4) = A x Gni; se A & compatto
ovviamente anche G,,(A) & compatto e inoltre se A & aperto G,,(A4) & una varieta
regolare di dimensione k + n(k —n).

DEFINIZIONE 1.1. Dato Q aperto di R*, per n—varifold in Q intenderemo una
misura di Radon V' su G, ().

e Per ogni n—varifold V' in Q, & definita una misura di Radon py in (2, detta
misura peso, con la formula:

pv(A) = mxV(A) = V(r (A)) A boreliano in

dove 7 : G, (Q2) — Q & la proiezione su (.
e LamassadiV e definita da:
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e Se B e un sottoinsieme di Borel di Q, il varifold restrizione di V a B e la
misura di Radon VL G, (B) cioe

(VL G(B))(4) = V(ANG.(B)) A borelianoin G,(Q).

e Data f : Q — T diffeomorfismo regolare tra aperti di R¥, posso definire il
varifold immagine di V in I per f come

(feV)(A) = V(F1(A)) A borelianoin G, ()

F7H(A) = {(z, P) € Ga(D)| (f(2), df(P)) € A}
dove d, f(P) indica il sottospazio lineare immagine di P.

DEFINIZIONE 1.2. Diciamo che una successione di n—varifold {V;} in (, aper-
to di R¥, converge al n—varifold V in 2 se V; — V come misure di Radon rispetto
alla convergenza debole in G,,(12).

Diamo infine la seguente

DEFINIZIONE 1.3. Indicheremo con VarTan(V,z) I'insieme dei limiti deboli
dei varifold
1
A

Vip = —Aep,V
P

T,p 4

perp = 0,0ve A, p(y) = £5.

Con un abuso di notazione, nel caso VarTan (v, z) consista di un unico elemento,
indicheremo con VarTan(V, z) tale elemento.

2. Varifold Rettificabili

Sia M una n—-varieta C' embedded in R*, e sia p = H"LL M. Possiamo allora
definire in modo naturale un n—varifold Vs associato a M/ ponendo

Var(4) = (Id x P)yp(A)

per ogni insieme A contenuto in G,,(R*), ove Id x P & I'applicazione continua che
associa ad = € R* la coppia (v, T, M). In particolare per ogni funzione di Borel
limitata ¢(z, P) : Gn(RF) — R abbiamo

/ edVir =/<p(x,TzM) dH" ().
G (R¥) M

Sia ora M un n—rettificabile in R* e § una funzione boreliana da M in (0, +00),
localmente integrabile rispetto a H"LL M. Posto u = 6H"L M, definiamo

Varo(A) = (Id x P)gu(A) =

per ogni insieme A C G,(R"), dove questa volta Id x P & l'applicazione j—
misurabile (vedi il Teorema 5.6) che associa a z € R* la coppia costituita da z e
dal piano tangente approssimato P(z) = apT, M (vedi la definizione 5.4).
Essendo Id x P p—misurabile, Vs 9 € una misura esterna e di Radon in G,, (RF).
Per ogni funzione boreliana limitata ¢(z, P) : G,,(R*) — R vale la formula di
integrazione
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/ pdVarg = / o, apT, M)B(z) dH™ (2).
Gn (RF) M

Ricordiamo questa formula perché numerose volte nel sequito interscambieremo le due
integrazioni nella misura Vi g e nella misura p, come indicato sopra.

Questa classe di varifold, che ovviamente comprende le varieta embedded in
R*, si dice classe dei varifold rettificabili. Ci si convince facilmente che non tutti i
varifold sono di questo tipo, ma esistono teoremi che danno condizioni perché ciod
avvenga, detti appunto teoremi di rettificabilita.

La misura peso per un varifold rettificabile V = Vi ¢ & data da pp = 0H"L M.
Infatti

pv =7 (Varg) = 7 (Id X P)ygp = (mo (Id x P))yp = p

La funzione 6 & detta funzione densita del varifold. Il nome & motivato dalla formula
(vedi le osservazioni 8.3, 5.5)

lim 7M(B>‘(r)) =0(x)

n
—q.o. M.
lim = per H" —q.o.z €

Se la funziqne densita di un varifold rettificabile e intera, il varifold si dice
varifold intero. E inoltre chiaro che due varifold rettificabili V' (M,0) e V(M',0")
sono uguali se e solo se

H(MAM')=0 e 6(z)=0(x) H"—qo.xcR-.

OSSERVAZIONE 2.1. Intuitivamente, la misura V)¢ € concentrata sull'imma-
gine di Id x P e questo implica che ogni applicazione V-misurabile dipende solo
in modo fittizio da P. Vediamo di precisare meglio queste nozioni nella seguente

PROPOSIZIONE 2.2. Sia Vi g un n—varifold rettificabile. Allora, l'immagine di Id x
P e Vi p—misurabile e Vi g € concentrata su di esso.
Data inoltre ¢ Varp—misurabile, la funzione ¢(z) = ¢(z, P(x)) coincide Varg—quasi
ovunque con e, come funzione di z, é p—misurabile.

DIMOSTRAZIONE. Sia I' I'immagine di Id x P e poniamo V' = V9. Per di-
mostrare che I' ¢ V-misurabile e V' & concentrata su I, basta osservare che p—quasi
tutto R* si ricopre con compatti K tali che Id x P|k, & continua, quindi i compatti
C; = (Id x P)(K;) ricoprono V—quasi tutto I'.

L'insieme { # ¢} & contenuto in G,,(R*) \ T ed & quindi V-trascurabile. Sia inol-

tre 1) boreliana e coincidente con ¢ V—quasi ovunque. Allora O(z) = (z, P(z))

p—misurabile e coincide con ¢ p—quasi ovunque, quindi anche ¢ € p—misurabile.
O

Possiamo definire ora lo spazio tangente al varifold rettificabile V' = Vs 9.

DEFINIZIONE 2.3. Usando la definizione 5.4, diciamo che nei punti z dove
esiste il piano tangente approssimato P al rettificabile M rispetto alla funzione 6,
il varifold Vs 9 ammette piano tangente P(z) = P con molteplicita 6(z).

E chiaro allora per il Teorema 5.6 che il piano tangente esiste per yy- — g.0.z €
R* e lo denoteremo d’ora in poi con P(z), funzione unicamente determinata a
meno di insiemi di py—-misura nulla.
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OSSERVAZIONE 2.4. Non ¢ difficile dimostrare che per tutti i punti 2° tali che
esista il piano tangente approssimato P(z°) di Viz,¢ e che siano punti di Lebesgue
per l'applicazione P(z) rispetto alla misura uy, si ha che VarTan(V, z°) consiste
del solo varifold Vp(,0), 9(20)-

Ovviamente se invece di R* consideriamo un generico aperto ©, tutte le defi-
nizioni e i risultati precedenti rimangono invariati.

Ricorrendo alla teoria della misura, abbiamo dunque ampliato la spazio delle
varieta regolari e abbiamo definito una convergenza su di esse che, come vedre-
mo, ha buone proprieta di compattezza.

Dobbiamo dare ora per questi oggetti una nozione distribuzionale di curvatura,
e per fare questo studieremo delle formule di integrazione per parti sulle varieta
regolari che la coinvolgono.

La formula storicamente piti significativa e dalla quale si sono essenzialmente ori-
ginate tutte le altre, ¢ la formula della divergenza tangenziale (6.1).

Nella prossima sezione vedremo proprio il suo utilizzo in questo senso.

3. Varifold di Allard e Curvatura Media Generalizzata

Vediamo come lo studio del funzionale area ha portato ad una definizione
“debole” di curvatura media per un varifold: supponiamo di volere cercare i punti
critici del funzionale

A (M) = / dH" = Area di QN M
MNQ

definito sulle n—varieta regolari embedded in R¥, con Q2 aperto generico di R*.
Consideriamo una n-varieta regolare M embedded in R* e sia ®;,¢ € (—¢, +¢) una
famiglia di diffeomorfismi C'*° di {2 in se stesso con le seguenti proprieta:

1. ®,(z) ¢ una mappa C* in t, per ogni = € (2 fissato;

2. & = Idg;

3. esiste un compatto K contenuto in (2 tale che V¢, ®;|cx = Idck.

E chiaro che considerando X (z) = %@t(xﬂ 1o Otteniamo un campo €' a sup-
porto compatto che chiameremo generatore della famiglia ®;. Viceversa dato un
campo X € C™ a supporto compatto in Q, ®,(z) = z + tX(z) per ¢t abbastanza
piccolo & un diffeomorfismo C* di ) in se con le proprieta 1,2,3, il cui generatore
¢ proprio X.

Ovviamente M; = ®,(M) e una nuova n-varietd, ottenuta “perturbando” M.
Calcoliamo la variazione

d

d
=— / dH™| = —/J,fycbt(m) dH™ (z)
o dt o dt
M;NQ M

d o
dtt

t=0

IM®,(z) = \/det(dﬂ/ftbt*o dM )

sfruttando la formula dell’area gia vista in precedenza. E chiaro che posso portare
la derivazione sotto il segno di integrale

d M
—J P
It t(CU)

1 d *
= " detA Alt) =dV®, o dM @,
ST %, (2) i det A(t) con A(t) =d, ®; od, ¥,

Osservando che A(0) = Id, sfruttando la formula
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% det A(t) = det A(t)tr(A’(t) o A7 (1))

si ottiene:

iij o,(z) = % det A(0)tr(A’(0) 0 A71(0)) = %trA’(O).

Prendendo {v;} base di T;, M abbiamo

d < R
trA’(0) — Z < i, (dM®," 0 dMB,)(v;) >

t=0

=1
" d
- Zd_ 1(dY ®,) (w:) ||

t=0

>
t=0

= 2 Z < v;, %di\/l@(vl)
=1

= 22 < v, dM X (v;) >

i=1
= 2divM X ()
da cui (vedi la formula (6.1))

d Q
B 24

:/divMXdH”:—/<X,H> dH”—/<X,u> dH™ !
=0 5 M oM

dove H e la curvatura media della varieta e v € la normale interna alla frontiera
oM.
Si vede allora che la variazione prima del funzionale area dipende solo dal gene-
ratore della famiglia di diffeomorfismi. Una varieta che sia un punto critico del
funzionale deve necessariamente avere allora H = 0in Q@ e OM N Q = §, per
'arbitrarieta di X.

E possibile ripetere gli stessi conti per un varifold rettificabile V = Vi s usan-
do la formula dell’area generale 7.1 e la definizione di varifold immagine. Si
giunge al risultato analogo

il AQ
dt

= / div?® X0(z) dH = / AdivP X dV

t=0
M Gn(Q)

Il problema & che non € detto che per un varifold rettificabile si possa “scaricare” la
divergenza tangenziale per mezzo della curvatura media e del bordo, come nella
formula (3.1) per le varieta regolari.

Vediamo dunque l'idea di Allard. Supponiamo di avere un n—varifold V' in Q,
aperto di R* e supponiamo che il funzionale lineare sui campi C* a supporto
compatto in
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F(X) = / divF X (z) dV (z, P)
Gn(Q)

sia localmente limitato. Per il Teorema di Riesz esiste una misura di Radon vetto-
riale 8V in ©, a valori in R* tale che

F(X):—/<X,6V>.
Q

Chiamiamo H la funzione L}, .(uy), a valoriin R¥, data dalla derivazione di Radon-
Nikodym di §V rispetto alla misura peso del varifold py e chiamiamo o la parte
singolare. Allora vale la formula:

(3.2) / divP X (z) dV (z, P) = —/ < X,H > duy —/ < X,do > .
Gn() Q Q

DEFINIZIONE 3.1. Chiamiamo questi varifold di prima variazione localmente fi-
nita o varifold di Allard (vedi[A1]. Per analogia con il caso regolare H si dice curvatu-
do

ra media generalizzata, v = % normale interna generalizzata e |o| bordo generalizzato.

Osserviamo che H, v e o0 sono unicamente determinate.

OSSERVAZIONE 3.2. Spesso anche la parte singolare si considera come una
“curvatura media singolare”, basti pensare a cosa accade approssimando con va-
rieta regolari un angolo tra due semirette per l'origine.

Un punto critico del funzionale area, ora esteso a tutta la classe degli n—varifold,
dovra soddisfare la condizione 6V = 0. Tali varifold si dicono stazionari e sono
oggetto di ampio studio nell’ambito della teoria geometrica della misura (vedi ad
esempio [A1, A2, SI1]).

Partendo dallo studio di un problema di minimo sulle varieta abbiamo intro-

dotto degli oggetti deboli, dotati di una nozione di curvatura media che si com-
porta come quella classica nella formula di integrazione per parti della divergenza
tangenziale.
E questa una tecnica che seguiremo anche nei prossimi paragrafi, definire curvatu-
re deboli per mezzo di formule di integrazione per parti classiche, valide su varieta
regolari. Osserviamo che in maniera analoga vengono definiti gli spazi di Sobolev
W*? o le funzioni BV in R*.

Enunciamo ora il teorema di compattezza di Allard per varifold con prima
variazione localmente finita ([A1, SI1]).

TEOREMA 3.3. (Teorema di Compattezza di Allard)
Sia data una famiglia {V;},cr di n—varifold in QX aperto di R*, con prima variazione 6V;
localmente finita, e tale che:

sup {M(V;.L W) + [6Vi|(W)} < (W) < +00

i€F
per ogni aperto W CC (.
Esiste allora una successione di indici iy, € F e un n—varifold V in Q tali che V;, — V
come varifold in Q, V ha prima variazione localmente finita e

[oV(W) < likminf [0V, [(W) VW aperto W CC Q.
¢ — 00
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Se inoltre tutti i V; sono rettificabili e le loro densita sono equilimitate inferiormente anche
V lo & e se sono interi anche V' ¢ intero.

E allora chiara 'importanza che rivestono i varifold interi di Allard nella teo-
ria: sono una estensione delle varieta dotata di compattezza quando si controlla
la prima variazione. Questi varifold hanno anche (deboli) proprieta di regolarita
locale. Enunciamo ad esempio un risultato di Brakke (vedi [BR]) che vale per i
varifold interi e del quale ci serviremo in seguito.

TEOREMA 3.4. Per ogni varifold intero V' con prima variazione localmente limitata
in un aperto Q di R*, il vettore curvatura media generalizzata ¢ perpendicolare al piano
tangente approssimato per iy — q.o.x € €.

D’ora in poi noi considereremo soltanto varifold interi, eventualmente con
altre restrizioni.

4. Esempi

Vediamo alcuni esempi standard che evidenziano i difetti di struttura che
possono presentare i varifold di Allard.

ESEMPIO 4.1. Un varifold di Allard non regolare con prima variazione nulla.

Consideriamo il rettificabile M formato dall'unione delle tre semirette per
I'origine nel piano (detto “tripunto”), come in figura:

120° 120°

120°

V = V(M,1) & 1-varifold rettificabile intero in R?. Ci si convince facilmente che
0V = 0: detti {v;} i tre vettori unitari interni che generano le semirette, la curvatura
di ogni semiretta & solo singolare, concentrata in 0 ed ha la rappresentazione dov;
(60 € la misura delta di Dirac concentrata in 0). Percido sommando le semirette come
varifold, per linearita anche le curvature si sommano e 6V = )~ dov; = 6o _ v; = 0.

Cioe la curvatura di Allard “non vede” alcuni incroci multipli dei vari rami di
un varifold.

ESEMPIO 4.2. Un varifold la cui misura bordo ¢ irregolare.

Sia C l'insieme di Cantor in [0, 1], e sia f la funzione di Cantor-Lebesgue, con
Cn e fn gli approssimanti relativi. Ricordiamo che le f,, sono funzioni continue,
C'* a tratti e convergono uniformemente a f.
La funzione f ha derivata nulla per £! —q.0.z € [0,1] ed & una funzione BV, la cui
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derivata distribuzionale & singolare rispetto alla misura di Lebesgue, € concentrata
su C e non ha atomi.

Ulteriori informazioni sulle funzioni BV e su questioni inerenti questo esempio si
possono trovare in [FA] e in [RU].

Consideriamo le curve in R? date da

an(t) = (¢, Fu(t)) te€(0,1)

Fn(t):/fn(x) dz.
0

E chiaro che le a,, sono curve C*!, e C a tratti. Inoltre i varifold associati V,, in
= (0,1) x R convergono al varifold V associato alla curva C"

a(t) = (t,F(t)) te(0,1)

F(t) = /tf(m) dz.

Infatti, se ¢ = ¢(z, P) & una funzione C%(G,,(Q)) si ha

1

/ apan=/<p(a:,Tza)|o'zn(m)|da:—>/1<p(m,Tza)|o'z(a:)|dm= / pdV

Grn(Q) 0 G ()

poiché é, () = (1, fu(2)) e Toao =< Gy (z) >, e quindi convergono uniformemente
ad(z) =1, f(z)) eaT,a =< &(x) > rispettivamente.

Calcoliamo ora |6V;,]. Ogni V,, & una curva C™ a tratti, dunque per ogni tratto
bisognera sommare la curvatura media con la misura bordo orientata, come si &
visto, per ogni tratto regolare I’ C V,, si ha

0T = —HdHn - 6107}0 - 6111}1

dove H e la curvatura media all’interno, §, indica la misura § di Dirac concentrata
in z e vy, v1 sono i due vettori unitari interni al bordo del tratto di curva.

Poiché la curva intera € I'unione di un numero finito di questi tratti, che si rac-
cordano in modo C', e finiscono sul bordo dell’aperto €, §V,, & data solo dalla
curvatura media all’interno, che ora calcoliamo.

La curvatura media per la curva «a,(t) in R? & data dalla derivata del vettore
tangente unitario

_ o) (L fa(®)
lan(B)] (14 £2()"?

rispetto all’elemento di lunghezza della curva:

Tn(ta Fn(t))

1 d

HL (6 F0) = rata). Fult) = o g™

(t, Fu(t)).
Siha
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! N (4 1 ,
(1) = _W(ly.ﬁn) + W(O’f”)
- W(_fn 1{L7(1+f1’27.)f’rll_f1’21,f’rll)
fl
v Y

dove f, e f] sono sempre calcolate in ¢.

Osserviamo che la formula ha senso eccetto il numero finito di punti dove f}, non
esiste.

Usando la formula dell’area e poiché f, € non negativa si ottiene allora

6V [(2 /|H (1)] dH (1 =/| LI+ 7202 di

1 1
:/1+P /

0
che dunque ¢ indipendente da n. Allora per il teorema di Allard anche V' & un
varifold di prima variazione localmente finita.

Un ragionamento pit1 diretto, che porta anche ad una relazione tra §V e la derivata
distribuzionale o di f, si basa sul calcolo della divergenza tangenziale di un campo
X sua:

/MWXﬂﬂ:—/<XW>ﬂﬂ:—/<XJV>
[% Q Q

Allora si deve avere

1 ax, | 8xy I 19X, | 8Xa I

Ox Ox
/<T,dX(T)> d/}‘[l = /Wdt-F/Wfdt
0 0

[e3

dX1 (F(t)) L dxa(F()

= — g —a _—fdt
0/(1+f2)1/2 +0/(1+f2)1/2f
1

- [ RO K,
CENDEE

o(t)

@.1) —/<xu>w

con f = (Id x F)#ﬁo.
Quindi 6V = vf & una misura non atomica concentrata sull’ insieme #'-trascurabile
(Id x F)(C).

In questo esempio, il problema sta nel fatto che, a differenza delle varieta rego-

lari con bordo, la parte singolare della prima variazione non sempre ¢ concentrata
su un insieme di dimensione inferiore di uno rispetto a quella del varifold, ma puo
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possedere una parte distribuita su insiemi di dimensione intermedia, anche se il
varifold & intero.

ESEMPIO 4.3. Un varifold di Allard con curvatura media in L> non rappre-
sentabile localmente da un’unione di grafici.

Fissata una costante positiva ¢ vediamo come & possibile costruire un vari-
fold intero di Allard V, di dimensione due in R?, tale che la sua curvatura media
generalizzata sia una funzione appartenente a L>°(py), con un insieme di pun-
ti di py-misura positiva nell” intorno dei quali V' non sia descrivibile mediante
un’unione di grafici di funzioni.

Fissato un raggio r > 0 e un punto ¢ del piano Py = {z = 0}, & possibile defor-
mare lievemente un opportuno catenoide di rotazione che, come si puo vedere con
un facile calcolo, possiede curvatura media nulla, in modo da ottenere un varifold
V,,» avente curvatura media H puntualmente minore o uguale di ¢, e coincidente
con il piano Py con molteplicita 2 al di fuori della palla di centro ¢ e raggio r, come
mostrato nelle figure sotto.

FIGURA 1. Catenoide di rotazione.

E allora evidente che la misura variazione prima del varifold V, consiste sol-
tanto della parte assolutamente continua rispetto alla misura peso, HL py-.

E possibile scegliere una successione di raggi r; € (0,1) tali che 3", 7; < +00,
e una successione ¢; nel piano F, tali che le palle B; = B,, (g;) siano disgiunte e il
chiuso

oo i
c=(¢ Ci=r\{B,)
=1 =1
sia contenuto nella chiusura di {¢;} (per esempio prendendo come centri i punti
a coordinate razionali nel piano e escludendo una ad una le palle che non sono
disgiunte dalle precedenti). Costruiamo il varifold intero V" in questo modo:
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Z

FIGURA 2. Catenoide deformato — sezione.

4»::::‘“ oo H
T
Syt

N
' N
K

2

2
2
2%
%
8%,
S5

£S

o

FIGURA 3. Catenoide deformato — spaccato.

consideriamo i varifold V; definiti da
pv, =2HL Ci+ > v, , L B;

Jj=1
si vede immediatamente che essi hanno curvature medie equilimitate in L dalla
costante ¢ e la parte singolare nulla. Per il teorema di compattezza di Allard si
ha che a meno di una sottosuccessione essi convergono ad un varifold V' di prima
variazione localmente limitata, senza parte singolare e di curvatura media sempre
puntualmente controllata dalla costante c. Si verifica facilmente che il varifold

limite V' si puo descrivere in questo modo:
[ee)
py =2HLC 4+ v, L B;.

Jj=1
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Il varifold V non si puo esprimere localmente come unione di grafici nell'intorno
di un punto appartenente al chiuso C, infatti per l'ipotesi sulla successione di pal-
le B;, per ogni intorno di 29 € C esiste una palla B;, contenuta in esso e dunque
una successione di esse, tendente al punto z° di raggi arbitrariamente piccoli. Una
qualunque proiezione di V ristretto all'intorno, su di un piano P non perpendico-
lare (chiaramente V' non puo essere grafico su di un piano perpendicolare al piano
Py), non contiene una palla centrata nell'immagine di z°, a causa del fatto che,
restringendo i raggi, per poter controllare la curvatura media con la costante c, i
catenoidi vanno via via assottigliandosi e quindi da un certo valore del raggio in
poi, la loro proiezione contiene I'immagine del buco centrale. Questo contraddice
ovviamente la possibilita di rappresentare V/, ristretto all'intorno, come grafico sul
piano P.

5. Varifold di Hutchinson

Hutchinson ha dato in [HU1, HU2], una definizione di varifold con seconda
forma fondamentale debole, sfruttando una formula di integrazione per parti che
vale nel caso regolare.

Riassumiamo brevemente il concetto di seconda forma fondamentale per una
n-varieta regolare M embedded in R* e vediamo come essa interviene nella defi-
nizione di Hutchinson.

Datiz € M e v,w € T, M estendiamo w ad un campo tangente W, regolare in R*
tale che W (z) = w e definiamo la forma bilineare

By : ToM x Ty M — N, M

Ba(v,w) = (dW (v))"

dove N, M e lo spazio normale alla varieta in z rispetto a R-.
B,, detta seconda forma fondamentale di M, & una forma simmetrica, e determina il
tutto il tensore di curvatura della varieta.
Il vettore H(x) = traccia di B,, detto curvatura media, & quello che interviene
nella formula della divergenza tangenziale (vedi la definizione 6.8).

Estendiamo la forma bilineare B, a tutto R* ponendo:

B (v,w) = B, (mv, mw)

dove 7 : R* — T, M & la proiezione ortogonale sul piano tangente a M.
Indichiamo con Bf; le componenti di B come tensore nella base canonica di R¥,
cioe

ij =< B(e;,ej),er > .

Il tensore szg ¢ ancora una forma bilineare simmetrica in ¢, j e la curvatura media

& il vettore H; = B;j.
Sia P(z) = [P;;(z)] la matrice simmetrica in Hom(R*, R*) della proiezione ortogo-
nale sul piano tangente T, M.

Considereremo da qui in poi l'identificazione tra elementi della Grassmanniana e com-
ponenti della matrice di proiezione su di essi.
Definiamo ora, usando i gradienti tangenziali di P su M, il tensore A di compo-
nenti:

Az'jk =< VMij(l‘),ei > .
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Essendo Vﬁ”a:j = P;; (vediil Teorema 5.6) si ha anche V?IV?/[% = A;jr, quindi A
e la derivata tangenziale seconda dell’identita.

Vediamo che {Bf;} e {A;ji. } sono esprimibili gli uni in funzione degli altri, valgono
infatti le seguenti relazioni:

PROPOSIZIONE 5.1. Usando la convenzione che gli indici “muti” si sommano ab-
biamo

1. Bf; = PjAin = PriAjri;
2. Ayjr = B, + B},
3. H;=Aj;j.

DIMOSTRAZIONE. 1. Siha

ij = < dmwei(ﬂ'ej),eﬁ‘ >
= < d,Pyeme;),er —mer >
= d.Py(me;) < e, e —mey, >
= <VMPil,ej >< e, er — Prrep >
= V¥Py(Si — Pu)
= v;'\/I[Pil((slk — Pu)] - Pilv?/[(tslk — Pi.)
= VM[Py — PyPy]+ PuVY Py
= PPy
= Pilju

dove 6, = 1 se e solo se h = k, e sfruttando il fatto che P;; Py, = Pyy.
2. Ay =VMPy = VM (P Py) = Pj;Vyl%k + PpVM Py =

2

= Py At + P Aiji = B, + Bl
3. Segueda 1.

Vediamo ora la formula che motiva la definizione di Hutchinson di un tensore
A;jr “debole” e dunque di una seconda forma fondamentale relativa, legata ad
esso dalle relazioni di cui sopra.

Supponiamo €2 aperto in R¥ ¢ AM N Q = §), sia ¢ = o(z, P) € C'(Q x R¥") avente
supporto compatto e consideriamo il campo C' a supporto compatto in

X(z) = ¢(z, P(z))e;.

D’ora in poi denoteremo la differenziazione parziale di ¢ rispetto alle variabili z;
e P}, rispettivamente con

Dip e Djo.

Se mX ¢ la proiezione del campo X sul piano tangente alla varieta, usando il
teorema della divergenza tangenziale si ha
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0 = /dw (X)) dH"™
M
= / (Pyrip) dH™
M
0
= / zr QD + PrsPZTDs(p + PrsPn‘D]kgoa ( ]k) d/}-[n

M

- / Apivp + PuDap + Ajji Dl dH”

dunque risistemando gli indici vale

0= /{Pz’ij80+ Aij Do + Ajijot dH™.

Abbiamo cioe una formula di integrazione per parti, che coinvolge non solo la cur-
vatura media ma tutta la seconda forma fondamentale, a patto di far intervenire
campi dipendenti anche dal tangente nel punto alla varieta. Pensando la varieta
come un varifold V' si puo scrivere

0= / {PijDjp + Aijt Dy + Ajijp} dV.
Gn(RF)
Consideriamo allora la seguente definizione di Hutchinson:

DEFINIZIONE 5.2. Sia Q un aperto di R*, e sia V un n- varifold rettificabile
intero in Q. Diciamo che V' possiede una curvatura generalizzata in () se esistono
delle funzioni A;;;, definite in G,,(Q2) e appartenenti a L], _(V), tali che valga la
seguente formula di integrazione per parti:

(5.1) 0= / {P;jDjp + Aiji D3 + Ajijp} dV (z, P)
G ()

per ogni ¢ = p(z, P) € CL(Q x ]sz).

Chiameremo l'insieme di questi oggetti n—varifold di Hutchinson in () e lo indiche-
remo con CV,(Q).

OSSERVAZIONE 5.3. Notiamo che nella definizione si integrano funzioni defi-
nite in Q x R¥, rispetto a misure nella Grassmanniana di 2.
Usiamo questa notazione perché, come si puo vedere con facilita, la Grassmannia-
na € un sottoinsieme compatto di RF. A rigore si dovrebbero estendere le misure
di Radon su di essa, ponendole uguali a zero sul complementare in R+
Per le funzioni A;j;, vale naturalmente la proposizione 2.2, quindi esse dipendono
solo in modo fittizio da P.

Vediamo alcune proprieta fondamentali, la cui dimostrazione si puo trovare
negli articoli originali di Hutchinson.

PROPOSIZIONE 5.4. SeV possiede una curvatura generalizzata A(z, P) in Q, allora
essa & unica come funzione L}, (V).
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PROPOSIZIONE 5.5. Per V — q.o. (z, P) € G, () valgono:
1. Aijk: ($, P) = Aikj (1‘, P),

2. 32 Aijj(z, P) =0;

3. Aijk (:U, P) = PjTAirk(:U, P) + PrkAijr(:E, P).

Quindi le proprieta formali del tensore A;;;, sono coerenti col caso classico.
Inoltre & chiaro dal calcolo precedente che i varifold V' associati a varieta M di
classe C?, embedded e senza bordo in , hanno la proprieta di Hutchinson con

Aiji (@, To M) = VY Py ().

I varifold di Hutchinson sono anche varifold di Allard e V' = H uy con il
vettore curvatura media H dato da

Hi(z) = Zj Ajij(x, P(x)).

Prendendo infatti p(z) = X;(z) nella formula (5.1)

(5.2) 0

[ PiDsXi(@) + Ao, P)Xilw)) dV (2, P)
Gn (Q)

[ PiD;Xi(@) + Ajis . P X)) dV (2, P)
G (Q)

= [ PDXi@) V(@ P)+ [ Hila)Xio) duv ()
Gn () Q

poiché V' & un varifold rettificabile. Sommando su i si ottiene

/ divP X dV = —/ < X,H > duy
Gn(Q) Q
dacui dV = H py.

DEFINIZIONE 5.6. Chiamiamo CV?(Q) la classe degli n—varifold di Hutchin-
son tali che A;jx(z, P) € LT (V)

loc

Per avere compattezza nell’ambito dei varifold di Hutchinson non e sufficiente
in generale controllare le masse e la norma L' delle curvature. Supponiamo infatti
di avere una successione V,, in CV,! () tale che per ogni aperto B CC {2 esista
una costante reale c, per cui valga

wv.,, (B) + / |A|dV,, < ¢ Vm.
Gn(B)
Per il teorema di compattezza di Allard e I'osservazione sopra, posso estrarre una
sottosuccessione convergente ad un varifold intero, con variazione prima local-

mente finita. Per il Teorema di Banach-Alaoglu le misure V0L Agﬂ), eventualmente
passando ancora ad una sottosuccessione, convergeranno a delle misure di Radon
A;jr, per le quali vale

(53) 0= / PiijQD dV + / D;ktp dAz]k + / (pdAjij
Gn () Gn () Gn(Q2)
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per ogni p € C!(G,(2)). L'inconveniente & che queste misure di Radon A;;; non
sono necessariamente assolutamente continue rispetto a V, infatti nella definizio-
ne si richiedeva che le A;;;, fossero funzioni.
Cio che serve sono delle condizioni che permettano di assicurare ch,e se abbiamo
due successioni di misure di Radon debolmente convergenti, V; -+ Ve A; - A
tali che |A4;| < V;, allora vale anche [4| < V.
Questo ci & proprio dato dall’osservazione 6.4 del capitolo 1, se si controlla unifor-
memente la norma L? di Dy, A4;, conp > 1.

Vale quindi il seguente

TEOREMA 5.7. (Teorema di Compattezza L)
Data V}, successione di varifold in CVP (), con p > 1, tale che per ogni aperto B CC
esiste una costante reale ¢ per cui

pvi(B) + / AD " dv; < e
Gn(B)

esiste una sottosuccessione estratta V, , convergente ad un elemento V di CV.*(Q). Inoltre
per ogni funzione convessa e semicontinua inferiormente f : R¥" — [0, +oc] si ha

[ s <umued [ g}
Gn(Q) (2)

Gn

DIMOSTRAZIONE. Per quanto visto sopra, 1'osservazione 6.4 garantisce che il
varifold limite V appartiene a CV,?(). La disuguaglianza di semicontinuita segue
direttamente tal Teorema 6.3. O

OSSERVAZIONE 5.8. Si noti 'analogia con gli spazi di Sobolev W*? (p > 1),
per i quali vale un teorema di compattezza simile.

OSSERVAZIONE 5.9. L'esempio 4.2 mostra che il teorema puo essere falso se si
controlla solo la norma L' di|A|. In questo caso, infatti, con un ragionamento ana-
logo a quello visto per la sola curvatura media nella (4.1), si ottiene che il varifold
limite associato al grafico di F' soddisfa la (5.3) con misure A;;; ne assolutamente
continue, ne atomiche.

Vediamo due teoremi di struttura per i varifold di Hutchinson che dimostre-
remo in piti ampia generalita nel prossimo capitolo.

TEOREMA 5.10. Dato V' € CV, (), le funzioni Pj,(x) sono pv—apdifferenziabili e
i differenziali approssimati sono

apViPj(z) = Ajji(z, P())
per py — q.o.z € (.

TEOREMA 5.11. come nel caso regolare gli A;jr, sono “tangenziali”, e la curvatura
media é “normale”: per V — q.o0. (x, P) € G, (Q) vale

PirAjrj =0.
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Geometricamente questi oggetti si comportano dunque come i loro analoghi
classici, a meno chiaramente di un insieme trascurabile.

I varifold di Hutchinson con sommabilita elevata hanno proprieta di struttura
molto forti, che ne fanno uno strumento potente per affrontare, in ambiti deboli,
problemi di minimo definiti sulle varieta regolari in R*.

Riguardo la regolarita dei varifold di Hutchinson, il seguente teorema defini-
sce la loro struttura:

TEOREMA 5.12. Sin V € CVP(Q) conp > nex € supp py. Allora valgono

1. La densita esiste in .

2. Esiste in x un unico varifold tangente a p (vedi 1.3) ed e formato da un’unione
finita di n—piani con molteplicita. Inoltre in un intorno U di x si puo separare V
in un numero finito di varifold V; € CVP(U) la cui unione e V in G,,(U), ognuno
avente per piano tangente in x, uno e soltanto uno dei piani tangenti appartenenti
aVarTan(V,z). La somma di VarTan(V;, z) da proprio VarTan(V, X).

3. Se V' ha come tangente in x un piano T, in un intorno U di x V' & rappresentabile
come grafico di una funzione C™* multivoca.

NOTA 5.13. Poiché la definizione di funzione multivoca esula nettamente dal-
la nostra trattazione, rimandiamo il lettore interessato agli articoli di Hutchin-
son, [HU1, HU2]. Abbiamo riportato qui comunque la versione originale del suo
teorema.

Questo teorema ci dice per esempio, che la convergenza debole di n—varieta
regolari con masse e curvature L]  localmente limitate, e p > n, deve avere per
limite un oggetto che localmente € un grafico di una mappa regolare multivoca,
cosa che non avviene invece per i varifold di Allard, anche controllando la cur-
vatura media in L?, con p grande (vedi 4.3). Notiamo anche che l'integrabilita
con esponente p < n della seconda forma fondamentale non garantisce una rap-
presentazione locale per mezzo di grafici di funzioni. Questo puod essere visto con
una costruzione analoga a quella dell’esempio 4.3. Scelta infatti una successione di
palle disgiunte B,, (¢;) C R®> come nell’esempio 4.3, con la condizione aggiuntiva
che

= -1
Z < 400
= logpi

il 2-varifold V, ottenuto sostituendo all’interno delle palle B,,(¢;) una copia con-
tratta di un fattore p; * del varifold V;, 1, ha seconda forma fondamentale in L”
per ogni p < 2, ma per la stessa ragione dell’esempio 4.3 non si rappresenta co-
me unione di grafici di funzioni sul piano orizzontale, nell’intorno di ogni punto
di C. Eventualmente variando il varifold da contrarre, si ottiene un varifold non
rappresentabile rispetto a nessun piano di R?.

L'unico difetto dei varifold di Hutchinson & che essi non comprendono le va-

rieta con bordo, infatti nella stessa definizione si & sfruttata 1’assenza di bordo per
porre uguale a zero l'integrazione della divergenza tangenziale. Con facile calcolo
si vede ad esempio che una semplice semiretta non puo essere un varifold di Hut-
chinson.
Nel prossimo capitolo daremo una definizione, basata su una simile integrazione
per parti, che generalizza quella di Hutchinson, che comprende anche le varieta
dotate di bordo, e che mantiene analoghe proprieta di compattezza, struttura e
regolarita.



CAPITOLO 4

Varifold con Bordo

Abbiamo visto che, sebbene i varifold di Allard posseggano una curvatura de-
bole, la parte singolare non ha delle buone caratteristiche di struttura, e gli stessi
varifold possono in fondo essere molto irregolari. I varifold di Hutchinson supe-
rano questa difficolta usando una formula di integrazione per parti piu restrittiva
che conferisce loro ottime proprieta di struttura e regolarita, le quali vengono pero
pagate escludendo da essi le varieta con bordo.

Vorremmo ora proporre una definizione che cerchi di fondere le proprieta di
queste due classi di varifold, e conduca all’introduzione di una nozione di bordo
che sia analoga a quella delle varieta regolari.

Cioé vorremmo, oltre alla proprieta di avere una curvatura generalizzata, anche
quella di possedere un bordo che sia un varifold rettificabile di una dimensione
minore di quella del varifold di partenza.

1. Varifold con Bordo

Supponiamo 2 aperto in R, M varieta di classe C', n—~dimensionale embed-
ded in © con bordo M di classe C'.

Siano P;; () gli elementi della matrice proiezione P(z), da R* in s¢, sul piano
tangente alla varieta in z, e A;j;(z) = VM Pj(z) i loro differenziali tangenziali
come nel paragrafo 5 del capitolo precedente. Continuiamo inoltre a chiamare
P(z) anche il piano tangente, identificandolo con la matrice di proiezione su di esso.

E chiaro che ancora valgono le relazioni gia viste nella sezione 5 tra gli A;;;, e le
componenti della seconda forma fondamentale della varieta.

Sia ¢ = p(z, P) € C*(Q x R¥) avente supporto compatto e consideriamo il campo
C" a supporto compatto in

X(2) = ¢(a, P(x))e;.

D’ora in poi denoteremo la differenziazione parziale di ¢ rispetto alle variabili ;
e P, rispettivamente con

Dip e Do

Se mX é la proiezione del campo X sul tangente alla varieta, usando il teorema
della divergenza tangenziale si ha

44
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de 7 X)dH"

]\[

= /P Pip) dH™
M S
1\{

o . 0 n
Prsa—l_s(Pir)Qp + PrsPirDsgo + PrsPZTDJk(pa—ms(ij) dH

- /Arzr(p+stDsQ0+AZJkD;k(den

—/<7TX,I/> dH™ !
oM

dunque risistemando gli indici e sapendo che v & tangente vale

/ v dH" ! /{PZJDJ‘P"‘AZJkD]k‘P"‘AJZJSD}dHn

oM
A differenza delle varieta senza bordo c’¢ una parte in piti dovuta alla frontiera.
Osserviamo che, vedendo la varietd come un varifold, e considerando vH" ' 6 M

come una misura di Radon vettoriale y nella Grassmanniana di , a valori in R,
si puo scrivere

- / pdp; = /{PiijSD + Aiji D + Ajijpt dV.
() M

Passiamo quindi a dare la definizione di varifold con bordo

DEFINIZIONE 1.1. Sia V' = V), un n—varifold intero in 2 C Rf,con0 < n <
k. Diciamo che V & un varifold con bordo oppure un Ap — varifold se esistono
delle funzioni reali A;j, € Lj,.(V) e una misura di Radon vettoriale p in G, () a

valori in R¥ tali che per ogni ¢ = ¢(z, P) € C1( x R¥"), valga per ogni i

PZJDJ()O(:U:P) +D;k(p($,P)A”k(ZE,P) +(p(maP)AJ2J(m’P) dV
Gr(Q)

(1.1) = - / o(z, P)dup;(z, P)
Gn ()

come sempre con la convenzione degli indici ripetuti.

Nei casi estremi n = 0, k, per coerenza con quello che segue, definiamo le funzioni
A;;r(z, P) = 0 e lamisura y, se esiste, in modo tale che valga la formula sopra.
Chiamiamo p misura bordo del varifold V, e definiamo AV, (Q) la classe degli n-
varifold con bordo in Q.

Valgono qui le stesse considerazioni espresse nell’osservazione 5.3, riguardo
alla dipendenza fittizia di A;;; da P. Non e cosi per la misura p. Il varifold dell’e-
sempio 4.1, essendo una unione di tre semirette, € un Ap—varifold in RZconA=0
e u data da
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dove P; € GGy » ¢ la retta generata da v;.

DEFINIZIONE 1.2. Chiamiamo AV,?(Q) la classe degli n—varifold con bordo in
Q tali che Aijk eL? (V)

loc

Vediamo dunque alcune proposizioni fondamentali, di cui posponiamo la di-
mostrazione alla prossima sezione.

PROPOSIZIONE 1.3. SeV € AV, () le funzioni A; i, sono unicamente determinate
V' — q.o. e cosi la misura p.

DEFINIZIONE 1.4. Se i @ una misura di Radon nella Grassmanniana di 2,
indichiamo con g la sua proiezione su €2, cosi definita

w(B) = mpu(B) = u(Gn(B)) B boreliano in 2
e allora chiaro che ji € una misura di Radon in .

PROPOSIZIONE 1.5. Se le funzioni A;;i. e la misura p soddisfano la definizione 1.1,
allora la misura p ha il supporto contenuto nel supporto della misura V' e la proiezione di
|| e singolare rispetto a py-.

PROPOSIZIONE 1.6. Riguardo le proprieta formali delle funzioni A;;;, per V—gq.o. (z, P) €
G () valgono:

1. Aijk: ($, P) = Aikj (1‘, P),

2. Zj Aijj(f,P) =0

3. Aijk (:U, P) = PjrAirk (:U, P) + PrkAijr (:L”, P).

PROPOSIZIONE 1.7. Nelle stesse ipotesi la misura y e “tangenziale”, nel senso che
per ogni i

Py (z, P) = pi(z, P)

come misure nella Grassmanniana.
Le funzioni A;ji, (x, P) soddisfano le sequenti relazioni.

PyAyjr(x, P) = Ajji(z, P)

Hi(z,P) =Y Ajij(x,P)  PyH(z,P) =0
J

per V. —q.o.(z, P) € G,(Q). Cio significa che le A;;1, sono “tangenziali” e il vettore H e
“normale” al varifold, cosi come nel caso classico.

Definiamo come per i varifold di Hutchinson la seconda forma fondamenta-
le debole di V, a partire dalle A;j;; dalla proposizione 1.3 segue quindi 1'unicita
anche di questo tensore.

Prima di procedere oltre facciamo alcune precisazioni che varranno in tutto il
seguito. D’ora in poi indicheremo con P(z) sia il tangente approssimato al varifold
intero V, che esiste uy — q.o.x € , sia la matrice di proiezione su di esso, di
componenti P;;(z).

Inoltre, poiché il varifold V' e rettificabile, spesso interscambieremo le integrazioni
nella misura V' (z, P), in integrazioni rispetto alla misura peso del varifold py =
H"L 6, sostituendo P(z) al posto di P, come indicato nella sezione 2.
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Riguardo alla struttura delle funzioni A4;;;, vale il seguente teorema, che esten-
de agli Ap—varifold una proprieta valida nel caso regolare.

TEOREMA 1.8. Le funzioni Pji(z) sono py — apdif ferenziabili e i loro differen-
ziali approssimati sono dati da
apVi" Pi(x) = Aiji (z, P(z))

per uy — q.o.x € . In particolare, dal Teorema 5.6 ricaviamo che il tensore A coincide
con la derivata tangenziale seconda della funzione identita.

Questo risultato nel caso dei varifold di Hutchinson si puo trovare essenzial-
mente in [DS].

OSSERVAZIONE 1.9. Vediamo che nel caso regolare la dimostrazione & facile,
pOiChé Aijk = Vg\/lpjk.
Dobbiamo dimostrare che
. 1 / |Pji. — P9, — PyV, Py, (z; — 29)]
lim

p—0 H*(B, N M)
B,NM

dH" =0

r

dove P & una estensione locale di P, secondo la definizione di gradiente tangen-
ziale (vedi la sezione 2.6).
Poiché PV, Pji(z; — 29) = V; Pjx(z; — 2?) — v;(z; — 2?), con v parte normale del

gradiente classico di P, in 2°, posso maggiorare l'integrale con

1 / |ij-—Pfk—Vz'ij(fl?i—ﬂf?)ldHnJr
H"(B, N M) r
B,AM
1 |vi(z; — 2?)|
L dH™.
+7—["(BPDM) / T 7

B,NM

Il primo integrale chiaramente va a zero perché abbiamo il differenziale classico, ci
(i —27)
r

si convince facilmente che anche il secondo converge a zero poiché i vettori
si avvicinano sempre pii1 a vettori tangenti unitari, e v & normale.

Nel seguito ci sara utile sapere che gli Ap—varifold sono varifold di Allard.
Questo puo essere dimostrato inserendo funzioni ¢ dipendenti solo da z nella for-
mula (1.1) e ragionando come in (5.2). Inoltre una volta dimostrata la proposizione
1.5, si vede che si puo ottenere facilmente la descrizione completa della variazione
prima, in termini delle funzioni A;;; e della misura p. Precisamente vale la

PROPOSIZIONE 1.10. Un Ap—varifold e un varifold di Allard, la cui curvatura me-
dia generalizzata e data da H;(z) = > Aj;j(z, P(z)) (osserviamo che, come nel caso

J
classico, e la traccia della seconda forma fondamentale generalizzata) e la parte singolare ¢
la misura p, proiezione su (2 della misura p. In formule si ha

8V = Huy + .

2. Dimostrazione dei Teoremi Enunciati

Facciamo una precisazione prima di vedere le dimostrazioni: nel caso di di-
mensione zero tutti gli enunciati si banalizzano, invece nel caso k = n, cioé di co-
dimensione nulla, i teoremi enunciati in questo e nel prossimo capitolo non sono
altro che risultati appartenenti alla teoria degli insiemi di perimetro finito, dovuta
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a De Giorgi (vedi [DG1, DG2]). Svilupperemo dunque le dimostrazioni soltanto
per i casi di dimensione intermedia tra 0 e n.

DIMOSTRAZIONE DELLA PROPOSIZIONE 1.3. Supponiamo esistano due cop-
. 1 1 2 2
pie (A, i) e (Afjp, 17)-
Siano allora A;j, = A, — A7, e i = pi — i, per esse vale

/ Dio(x, P)Aiji (z, P) + @(x, P)Ajij (v, P)dV
Ga(Q)

Gr(Q)

con 1) come nella definizione.
Posso allora scrivere

(21) / D;k‘PAijk dV = / @dai
Gn(Q) Gn(Q)
cono; = —; — AjijV.
Dalla formula sopra ricaviamo che, comunque si scelga ¢(z) € C!(Q), il funziona-
le

Lo() = / $(2) Agjs (z, P)D2yp(P) dV

Gn ()

¢ continuo in C'(G,, 1) nella topologia indotta da C°(G, 1)

Se fosse A;jx # 0 potremmo trovare un punto di Lebesgue z° per P(z) e A;jx(z, P(z)),
nel quale A4;;,(z°, P(2z°)) # 0, esista il piano tangente al varifold nel senso della
definizione 2.3 e

22) lim sup "#17i1(Bo ()
p—0 wnpn

< +00

Scelta allora x(t) € C!(R), x > 0 e non identicamente nulla, e posto

x(hlz — z°])
wnh™"

on(T) =

i funzionali L, convergono puntualmente al funzionale

(2.3) L() = 0(2°) Aiji(z°, P(«°)) D} o (P (2°)) / x(lyl) dH™ (y)
P(z0)

in C*(G,). Daltro canto, per le (2.1), (2.2) posso estendere Ly, a funzionali
definiti su C°(G,,i), equilimitati in virtu della (2.1) e della maggiorazione

1Ll < / on dry|oi.

Q

Quindi il funzionale L & continuo in C'(G,, 1) rispetto a successioni convergenti
in C°(Gp 1), in evidente contraddizione con (2.3).
Allora A = 0 e ¢ = 0. Dalla definizione di o segue che p = 0.

O
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DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1.8. Negli altri casi, dimostriamo prima un
risultato particolare, assumendo che le 4;;;, siano tangenziali.

(24) PZlAljk(m’P) :Aljk(map)
per V —q.o. (z,P) € G,(Q). Ci serviranno i seguenti lemmi

LEMMA 2.1. Sia p una misura di Radon positiva nell’aperto Q, 2° € Q, 0 < o < p.
Allora indicando con By la palla aperta By(z°) si ha

) o
w(B
/ |z — 20*! == /

B,\B.,

1=Eu(B,) — o' Fu(B,).

DIMOSTRAZIONE.
P (B) P 1
7!
(k—l)/t—,jdt = (k—l)/t—k/dudt
o By

— (k-1 / " / Yo (@) dp(a) dt

- / / e, (@) di du(z)

o
p

h

dove & = maz{o, |z — 2°|}. Risistemando 'equazione si ha la tesi.
O

LEMMA 2.2. Sia p > 0 una misura di Radon in Q C R¥, u € L}, (1), 2° € Q tale
che p~"u(B,(2°)) tendea L € (0, 400) per p — 0. Supponiamo che esista c € R tale che

1
Fl)l_l’)% P / u(z) Addu(z) < cd Vé>0.
B,(z°)
Allora
ap lim u(@) =0.

z—ax0 |$ - 1’0|
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DIMOSTRAZIONE. Sia x(z) = |w”£§)0|. Si vede facilmente che la tesi & implicata
da

ap lim x(z) A1=0

z—ax0
che per le proprieta dei limiti approssimati segue da
lim; / () AN1dp=0
P50 (B, (@) J ORI
By (x°)

Fissiamo arbitrariamente A, 0 € (0,1). Se p < d si ha

1 / 1 uA|r — 2
— X(@)Aldp = ————%= / —————dp
(B, (z°)) (B, (z%)) |z — 2|
B, (x0) p(20)
1 uA |z — 20
= B o —zo 9
(B, (z%)) |z — 2]
BP(IO)\B/\;’(IO)
N 1 / uA |z — 20 P
H(B, (=) o —a0] N
B, (29)
1 1
< = u(z) Ndd
S N,y | Mo
By (2°)
1(Bx, (2°))
(B, (z%))

da cui segue

. 1
lim sup

cd
_ ANldpy < — 4+ 2\
nw gy | X AL Ty

By (2°)

Ponendo A = V/§ e facendo tendere § a zero si ottiene la tesi, per quanto detto

sopra.
O

TEOREMA 2.3. Per ogni n—varifold intero di Allard V in ), la proprieta

. 1 0yLo? _
})E}%W |(z—2) 7| duvy =0
B, (z°)

vale per V — q.o. (2°, P°) € G,,(Q), dove Lo indica la proiezione sul sottospazio ortogo-
nale a PP.
Notiamo che nell’integrazione P° e fissato.

LEMMA 2.4. Sia V come nel teorema precedente, sia P® un arbitrario n—piano fissato
e o € CL(R*) positiva.
Indicando con |0V'| la misura di Radon variazione prima del varifold, definiamo
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a = /<p2|5V|
Q

0= /m—wfﬁﬁwv
Q

2

e = /Kw—ﬁfﬂ|Dﬂ%mv

Q
2.5) P = /MP—%WﬁdW%P)

Q

dove H é il vettore curvatura media di V, e L ha lo stesso significato del teorema prece-
dente. Allora vale la disuguaglianza

8% < cla2/3,u2/3 T eof?
dove ¢y, co sono due costanti positive dimensionali.

Le dimostrazioni di questi due risultati si trovano in [BR], rispettivamente
alle pagg. 153 e 138. Vediamo ora una conseguenza di essi che sfrutteremo nella
dimostrazione del Teorema 1.8.

Stimiamo

1 1.2
= / (@ — 2 dpy
B, (20)

dove ora L indica la proiezione sul sottospazio ortogonale a P(z), tangente al
varifold in z.

1 1.2 2 10,2
F= [(z —2°)7| duy < P [(z —2°)™°| duy
B, (x0) B, (20)
2 1 J_2
+p"+3 |(z —2°) 7" — (z —2°) 7| duy.

B, (20)

Il primo addendo per il Teorema 2.3 tende a zero per V — g.o. (2%, P°) € G, ().
Si vede subito che il secondo addendo si puo scrivere

1

2
P 1P(z) = P()|I" duv

|7y (& — 2°) — (e (x — 2°)|  dpy < ——

B, (x°) By (z9)

Prendiamo nel lemma 2.4 p(z) = f(Jz — z°|), dove f(t) & una funzione in C*°(R)
tale che f(t) = L pert < p, f(t) = 0 pert > 2p, inoltre —2/p < f'(t) < 0.
Allora si ha, maggiorando la derivata di ¢
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IP(z) — P(z°)|” duy

(2) — P(a%)|" ¢ duy

IA
—
=

Q
2/3 L 1/3
< ( / mw) (/ (@ — =) °|802duv>
ng(xo) ng(xo)
2 E
e / (2 — 2°)"°| | Do dpys
BZP(-TO)
2/3 ) 1/3
< ( / |6V|) ( [ 1w duv>
ng(wo) ng(wo)
2 4
e / =) dur
BZP(-TO)

Se ora vale il lemma 2.3 in (2°, P(2°)) ed in 2° & verificata la condizione

[ =0

Bz (20)

che ovviamente vale jiyy — q.0.2° € , dalla stima

L 2
(@ = 2%)°| dpy = o(p""?)

Ba, (x9)
segue che
2 3
2.6) [ 1P@) - PGP duy = o).
By (x0)

Otteniamo infine il risultato:
nelle ipotesi del Teorema 2.3, per py — g.o.z° € Q vale

li —1
pl_rf(l) pn+3
B, (2°)

2.7) (z —2%)* av = 0.

A differenza del Teorema 2.3, anche il piano tangente dove si calcola la parte ortogonale é
variabile.

Osserviamo che il risultato vale per gli Au—varifold, essendo anche varifold di
Allard.
Dimostriamo ora il Teorema 1.8.
Prendiamo z° € Q, sia Bgr(z) cC Qe0 <o < p < R.
Posto, per [, m fissati

X(@, P) = |Pim — P, = Aim (2°, P(2°)) (z; — 27)]
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cercheremo di stimare

1
- x dV
p

B, (=)

studiando la sua derivata rispetto a p, secondo una tecnica standard della teoria.
Consideriamo nella formula (1.1) una funzione ¢ = a(x(z, P))y(z) ove

X =Ve2+x3, e fissato.

a(t) e una funzione C* daRin R, con a(t) =t pert < /2, a(t) =dpert > de
con 0 < o/(t) < 2 e infine 1 (z) & una funzione C! definita da

Y(@) =h(r)(@x —a})  r=lz—2|
conh € C*(R), h(t) =1pert < p/2, h(t) =0pert>pe—-2<h'(t) <0.
Sviluppiamo allora i conti

PyjDjpdV = /ija(kv)Dj@bduv
GL(Q) M

- / 0! () Pas A (2, Pa)) d

M
~ [ 0 X A o, Pl d
H X
- [ vaD A5, P@) duy
M
- / Ya(X) dp
Gn(Q2)

Possiamo dunque mandare naturalmente ¢ a zero ed usare l'ipotesi che gli A;;
siano tangenziali, ottenendo

/ a(x) Py Dyt dpty — / 0 (x) Axim (22, P(2)) dpy
M M

- / 0" () Agtm (2, P(2)) dayy — / ba(x) Aj; (@, P(2)) day
M M

- / Ya(x) dp.
Gn(Q)

Osserviamo ora che

0
Tj — T

Djyp = (v — 2,°)Djh + 6;6h e Djh(r) = h'(r)

r

Prendiamo h(r) = n(%) con 7 funzione C*°(R) tale che —2 < 7' <0, n(t) = 1 per

t<1/2en(t) =0pert >1,siha
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da cui
W(r) =—==-n(=)

allora sostituendo e portando fuori la derivazione, poiche il supporto di ¢’ &€ com-
patto, e dividendo tutto per p" ! si ottiene dalla (2.8),

(zj — 29)(2r — 27)

- / no(x) Pr; dpy =

r

M
v [ nGex = a2’ (0 Asi 0, PE) = Az, P(@))] div
M
- p,}H [ ntex = 300405 . Pla)) dis
M
- p,}H [t~ o)
Gn(Q)

Facendo convergere n alla funzione caratteristica di [0, 1) si ha, nel senso delle
distribuzioni,

1d (z; — 29)(zr — 29)
- / a(x) Pej——5 L dpy =

pr dp r
B, (z°)
1
— e Pyra(x) dpy
BP(-TO)
1
o (zr — 2R)a’ () [Aim (2%, P(2°)) = Apim (z, P(2))] dpy
BP(-TO)
1 0
~ (zr — zp)a(x)Aj; (z, P(z)) duy
BP(-TO)
1 0
= (2 — o)a(x) dpe.
Gn(B,(20))

Adesso sommiamo su k nella formula precedente, notiamo che Y Py, = n poiché
€ una proiezione su di un sottospazio n—dimensionale, e che

zp —20)(z; — 20 ;
> p T e
r
gk
dove Vrt e la proiezione di Vr, che & un vettore di lunghezza unitaria, sul sotto-
spazio ortogonale a P(z). Quindi abbiamo
1d
T / a(x) dpy =

p" dp
By (20)
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1 d L2
- d
v o [ a0
B, (20)
1
=
B, (29)
1
~ T / (21 — 20) ! () [Akim (2°, P(2°)) — Apim (7, P(2))] dpy
B, (29)
1
+ / (2. — 29)a(x) A1 (2, P(2)) dpay
BP(-TO)
1 0
+ ol (x — xp)a(x) dp
Grn(B,(20))
da cui
d 1 2
=l / ()1 = [V4r]) duy | =
B, (20)
n 2
+ W OL(X)|V’I“L| d,uv
B, (29)
1
- o (1 — 22 (X)[Akim (2°, P(2°)) = Apim (z, P(z))] dpy
B, (29)
1
+ / (2. — 29)a(x) Az1; (2, P()) dpay
B, (%)
1 0
+ Fas) (zr — zp)a(X) dp.-
Grn (B, (20))

. o L 2
Osserviamo che, poiché le funzioni [ xduve [ x|Vr*| duy sono mono-
By(2°) By (a0)
tone la formula sopra vale in senso classico per L' — g.o0. p. Poniamo

n 2
ho= [ et e
B, (x0)
1
L= 55 [ = )0 (0l . P@) — A (0 P di
B, (x0)
1
IS = pn+1 / (l‘k — x%)a()()Ajkj (1‘, P(ac)) d/l,v
B, (z9)
1
L= o / (2, — 29)a(x) du.

Gn (B, (%))
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Posso allora scrivere

d 1
2.8) == / o)1 = V5P dpy | =L+ I + T + L.

By (2°)

Stimiamo I, I3, I4:

L < = / | At (2%, P(a®)) — Ay (1, P(2))] dpv

pn
BP(IO)
0
13| < ra | Ajrj(z, P(z))| dpy
BP(IO)
L o< > / dx
pn
B, (z0)

dove A & la misura 7 (|u|).
Stimiamo ora I; usando il risultato espresso nell’equazione (2.7). Infatti, essendo

2
IVLr| = |(z — 2°)*| /7, abbiamo (con 5 = pylL |(z — 2°)"|)
5 L 5 1
I < pn+1 / |V ’I"| duv = pn+1 / T—2d7]
B, (2°) B, (20)

Usando il lemma 2.1 con k = 3 abbiamo allora

) dn
L < gl_%pn-i-l / 2

B, \B:

A

p

9 n(Bt) -2 s a2

= {2 [ LR p(B,) ~ i (B
0

Supponiamo che per z° valga 'equazione (2.7). I; ¢ infinitesimo per p — 0, infatti

con queste notazioni il risultato si esprime con

n(B,) = o(p"*?)
dove n & la dimensione del varifold.
Prendiamo allora i punti 2 tali che
. In 20 il tangente P(z°) al varifold V.
2V & punto di Lebesgue per tutte le A;;x(z, P(z)), rispetto alla misura puy .
2" & punto di Lebesgue per tutte le P;; (z) rispetto alle misure pv L |A;iji (z, P(z))].

oW e

in 2° valga lim — / d\ < +00.
p—0 pn
BP(IO)
5. in z° valga la (2.7).
Cio vale per tutti gli 2° € Q eccetto un insieme di misura py—nulla.
Per un tale 2° si ha allora, dalla (2.8), che

d 1 12
- - — <
i\ / a(x)(1 = |Vr—| ) duy p < 0L+ o(1)

By (2°)
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per un certo L dipendente solo da z°. Cio implica che

lim sup a(x)(1 = |Vrl|2) duy p <OL.

00 pn+1

By (9)

Poiché sappiamo gia che

1 2 I
[ oIV Py = 2 <o)
B, (z°)
otteniamo
lim S(l)lp P a(x)duy < 6L.
p—
B,(x0)

Notiamo ora che a(x) > x A §/2, quindi

1
lim sup —— / XAd/2dpy < IL.
p—0 pn+
Bo(zo)
La tesi segue allora dal lemma 2.2.
Vediamo come concludere la dimostrazione del teorema nel caso generale. Sia
@ = Y Py, con ¢ come nella definizione, sommando su 4

- / YPidp; = / PijPiDjh + P D Aijr + Y Ai + 1P Ajiy dV
Gn(Q) Gn(Q)
= PiiDjp + D5y P Aijr + Y Aui + PP Ajiz dV.
Gn ()
Ponendo
(2.9) fu = Pripi + Aig V + P Aji; V — PjgAg; V

Arjr = PiAijk

si vede che la coppia (m, i), soddisfa ancora la definizione (1.1), inoltre stavolta

Z;k sono tangenziali. Per il teorema di unicita 1.3 la tesi segue.
Osserviamo che incidentalmente abbiamo dimostrato la tangenzialita delle A4;;y.
O

Possiamo ora dimostrare le altre proposizioni.

DIMOSTRAZIONE DELLA PROPOSIZIONE 1.7. Ilrisultato sulla tangenzialita de-
gli A;;. € contenuto nella parte finale della dimostrazione del Teorema 1.8.
Vediamo che il vettore N;(z) = Aj;;j(x, P(x))  perpendicolare al piano P(z) per
uy — g.o.x € (. Poiché sappiamo che

Ajji(z, P(z)) = Py(z)apViPji ()

per uy — g.0.x € ), usando le proprieta del gradiente approssimato vale
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Ppi(z)N;(z) = Ppi(z)Pj(z)apV,P;j(x)
= Pj(z)apVi(Pni(7)Pij(v)) — P;j(z) Pji(2)apVi Pri(z)

(210) Ajhj (x,P(m)) - Az'hz'(f,P(l‘) =0

sommando su i e j.

Cioe la proiezione su P(x) del vettore N;(z) e nulla uy — g.0.x € Q, che & quanto
volevamo ottenere.

Che anche p sia tangente & conseguenza della formula (2.9), della perpendicolarita
di N e del teorema di unicita. Infatti, per quanto appena visto, dalla formula (2.9)
si ottiene

iy = Py

che per unicita deve coincidere con .
O

DIMOSTRAZIONE DELLA PROPOSIZIONE 1.5. Il fatto che il supporto di u sia
contenuto nel supporto di V & banale, basta prendere infatti nella formula (1.1) una
¢ con supporto disgiunto dal supporto di V, per vedere che anche l'integrazione
rispetto a p € nulla.

Posto A = m4|u|, esistono (vedi [EV]) delle misure vettoriali o, a valori in R* tali

che
/ o(z, P) dH:/</ o(z, P) daw(P)) d\(x)

Gn(Q) Q Gan

per ogni funzione di Borel limitata ¢(z, P). Dal fatto che y ¢ tangenziale (vedi 1.7)
segue facilmente che

(2.11) Pij(02); = (02)i

come misure, per A\—quasi ogni = € . Sia ora AL A la parte py—assolutamente
continua di A. Usando funzioni test ¢ dipendenti dalla sola variabile x, come in
(5.2), si trova che il varifold V" ha curvatura media generalizzata data, come misura
py—assolutamente continua, da

%U@J%@Mv+t/aAPMLA
Gk

e bordo generalizzato dato da

/ o (P)AL CA.

Gnk
Dalla perpendicolarita di A;;; (vedi 1.7) e dal Teorema di Brakke 3.4 ricaviamo che
Pya) [ (02);(P) =0
Gk

per AL A—quasi ogni z € Q.
Supponendo di aver dimostrato che il supporto di |o,| & {P(z)} per AL A-quasi
ogni z € Q, 'equazione sopra & in contraddizione con la (2.11) e quindi AL A = 0.
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Per dimostrare quest’ultimo fatto, consideriamo nell’equazione che definisce gli
Ap—varifold una funzione test del tipo

o(z,P) = |P — P(x%l%(ﬂw

ove{ € C'(Gni), x € CH(R) & positiva e non nulla e valgono le seguenti proprieta:
in 2° esiste il piano tangente approssimato P(z°),

lim p="1 / P(z) — P(a®)2 dpy = 0
p—0
BP(-TO)

AL CA ha densita nulla rispetto a py e infine z° & un punto di Lebesgue per tutte
le applicazioni

T / Y(P)do,(P) ¢ € C%Gnr)
Gnk

rispetto alla misura py. Dall’equazione (2.6) e dal Teorema di Lebesgue non &
difficile dedurre che tutte le proprieta sopra sono soddisfatte per uy — g.0. 2% € Q.
Passando al limite per p che tende a zero nell’equazione (1.1) troviamo

(6 [ xthanw) [ 1P PaOPerP doa(r) =0
P(20) Gk

Essendo &(P) arbitraria segue che il supporto di 0,0 & {P(z°)}.
O

DIMOSTRAZIONE DELLA PROPOSIZIONE 1.6. La tesi segue facilmente dal fat-

to che A;jx(z, P(z)) = apV¥ P; (), differenziando le identita Pj, = Py;, Pj; = n,
Pj;, = Pj Pyy,.

O

3. Il Teorema di Compattezza

Studiamo in questa sezione le proprieta di compattezza dei varifold con bor-
do, essenzialmente generalizzando il teorema di Hutchinson.

TEOREMA 3.1. Sia data una successione V; di Ap—varifold in AVP(Q), conp > 1,
tali che per ogni aperto W CC Q

GL (W) + / LAOI avi + [u (G (W) < (W) VI
Gn (W)

dove c(W) ¢ una costante reale indipendente dal, e || AV || = 3, ik |AE§),€ |-

Allora si puo estrarre una successione di indici Iy, in modo tale che V;, convergano ad un
Ap—varifold V, Vi, L Ai;%k convergano debolmente a VL A;jy, e E(lh) convergano debol-
mente a p.

. . . . . . 3
Inoltre per ogni funzione convessa e semicontinua inferiormente f : R*" — [0, +oo] vale
la disuguaglianza

(3:2) [ v <tmine [ Al av,
Gn(9Q) Gn(Q)
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DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che la condizione (3.1) e ’osservazione imme-
diatamente precedente la proposizione 1.10 implicano che le variazioni prime dei
varifold V; sono localmente equilimitate. Allora si puo applicare il teorema di
compattezza di Allard, per estrarre una sottosuccessione V;, convergente ad un
varifold intero V.

Per il Teorema di Banach-Alaoglu posso supporre, estraendo se necessario un’al-
tra sottosuccessione, che anche le misure p(») convergano in senso debole ad una
misura g, e le misure V7, L Ag’z) convergano a delle misure ;. Per 'osservazione
6.4, esistono delle funzioni A;;;, € L} (V) tali che 0y, = VL Ajju..
Osservando allora che nella formula (1.1) tutto passa al limite si ha che V' & ancora
un Ap—varifold.
La semicontinuita dei funzionali delle curvature ¢ assicurata dal Teorema 6.3.

O

Questo teorema ¢ molto importante nelle applicazioni, come vedremo, perché
permette di dire che i limiti di successioni minimizzanti di funzionali che coinvol-
gono le norme L? della seconda forma fondamentale e la variazione totale della
misura bordo, sono ancora Apu—varifold.

Nell"ultimo capitolo faremo vedere in dettaglio ’applicazione di questo meto-
do ad un problema concreto.

4. Osservazioni e Congetture

E chiaro che nell’intorno di un punto non appartenente al supporto della misu-
ra bordo, gli Ap—varifold si comportano come quelli di Hutchinson, ma nei punti
del supporto si pongono numerosi problemi.

I primo passo verso un qualsiasi teorema di struttura ci & parso dunque quello di
studiare in dettaglio la natura della misura bordo.

TEOREMA 4.1. Per ogni Ap~varifold Vs g la misura my|p| e concentrata su un in-
sieme (n — 1)-rettificabile OM. Pii precisamente esiste un applicazione T : OM —
(0,+00) tale che wy|p| = TH™ 1L OM.

I teorema precedente (che dimostreremo nel prossimo capitolo) e noti teore-
mi di disintegrazione di misure garantiscono 1’esistenza di misure vettoriali g, in
G .k, a valori in R*, tali che

[ e prauer) = [ ([ e r)ize) o)

G (Q) OM G

per ogni funzione ¢ € C%(G,(9)). Le misure g, sono unicamente determinate per
H"~'—quasi ogni z € M ed inoltre |g,|(Gn i) = 7(z) per H"~! — q.0.x € OM.
Riguardo alla natura delle misure ¢, € naturale dare la seguente

Y

CONGETTURA 4.2. Per H" ! — q.o.x € M 7(x) & un intero e la misura g, &
del tipo

()
0, = Z v;0p;
i=1

conv; €S* L, P eGuye
(4.1) span{apTzaM, vi} =P,
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La congettura precedente verra da noi dimostrata nel capitolo 5, nel caso n =
1.
L’equazione (4.1) esprime in forma debole il fatto classico che lo spazio vettoriale
generato dal piano tangente al bordo e dalla conormale ¢ lo spazio tangente alla
varieta.
Se la congettura sopra fosse valida allora M sarebbe ancora un varifold rettifi-
cabile con molteplicita intera 7. Avrebbe quindi senso chiedersi se questo nuovo
varifold ha ancora curvatura media, seconda forma fondamentale, bordo.
In tal caso l'iterazione di questo processo definirebbe qualcosa che potrebbe essere
chiamato bordo m~dimensionale di un varifold. A differenza dell’operazione di
bordo per oggetti orientati (le correnti), questa operazione non sarebbe necessa-
riamente nulla, una volta ripetuta. Nel caso dei poliedri questa operazione porta
facce in spigoli e spigoli in vertici, con molteplicita che tengono conto del nume-
ro di facce concorrenti in uno spigolo e del numero di spigoli concorrenti in un
vertice (vedi [DG3]).

La congettura 4.2 e intimamente collegata, attraverso tecniche di blow—up, alla
seguente

CONGETTURA 4.3. Per H" ! — q.0.2° € Q\OM, l'insieme VarTan(Vy,9,x°)
contiene un solo varifold, somma di n—piani con molteplicita intera. Per H™ ! —
q.0.2° € OM, Vinsieme VarTan(Vs,e,2°) contiene un solo varifold avente secon-
da forma fondamentale nulla e bordo dato dalla misura

H L apT,00M X g 0.



CAPITOLO 5

Rettificabilita della Misura Bordo

Dimostreremo in questo capitolo che la variazione totale della misura bordo di
un Ap~varifold, una volta proiettata sull’aperto di R* dove il varifold & definito,
si concentra su un (n — 1)-rettificabile, ottenendo cosi un risultato che estende
ovviamente il caso classico delle varieta regolari e la teoria della frontiera degli
insiemi di perimetro finito, dovuta a De Giorgi, che possono essere visti come
particolari Au—varifold di codimensione nulla.

Per ottenere questo teorema useremo alcuni strumenti tecnici provenienti dal-
la teoria delle correnti. Per ragioni di spazio non potremo che introdurre breve-
mente le nozioni di base di questa teoria e enunciare alcuni teoremi che sfruttere-
mo senza darne una dimostrazione.

Tutto il capitolo ¢ indipendente dal resto della trattazione poiché i metodi che
qui useremo non si rifanno necessariamente a concetti introdotti in precedenza.

Nella parte finale del capitolo applicheremo i risultati ottenuti nel caso genera-
le per avere una descrizione completa della misura bordo nel caso di Ap—varifold
1-dimensionali, in accordo con la congettura 4.2 del capitolo precedente. Analiz-
zeremo inoltre la struttura di tali varifold quando la seconda forma fondamentale
stain L?, per p > 1.

1. Slicing e Localizzazione

In tutta la sezione consideriamo M un n-rettificabile in un aperto Q@ C R,
7 : M — [0, 4+00) localmente H"—integrabile.

Definiamo R,,—1 (€2, R™) come l'insieme delle misure di Radon vettoriali o in
2, a valoriin R™ tali che siano concentrate su un insieme #"~ ' —rettificabile e nulle
sugli insiemi H"~'-nulli.

OSSERVAZIONE 1.1. Poiché il Teorema di Radon-Nykodim vale anche in spa-
zi di misura astratti, purché o—finiti, si vede che o € R,,_1(Q2, R™) se e soltanto se
esiste un (n — 1)-rettificabile NV in Q e una funzione f : N — R™ appartenente a
L} (H" 'L N) taleche o = fH" 'L N.

Notiamo inoltre che R, —1 (2, R™) & un insieme chiuso per la convergenza di mi-
sure in variazione, cioe la variazione totale della differenza tende a zero.

PROPOSIZIONE 1.2. Siap=7H"L Me f : M — R™ p—apdifferenziabile p—quasi
ovunque. Allora esiste una successione di compatti K}, disgiunti e contenutiin M tale che

(1.1) HM M\ |JKn) =0
h

inoltre f|x, e lipschitziana per ogni h.

La dimostrazione puo essere trovata sul libro di Federer [FE1].
Definiamo ora per una misura positiva p in () e una funzione di Borel f : Q —
R™, p € R™ e un generico elemento y° € R™, I'insieme 6, (u, f, yo) come la classe

62
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di tutti i limiti deboli della famiglia di misure di Radon

pl f_l(Bp(yo) \ Bp—a(yo))
€

(1.2)
pere — 0.

OSSERVAZIONE 1.3. Si vede facilmente che per £' — q.o.p € R l'insieme
6,(u, f,y°) non & vuoto. Precisamente cid vale per tutti i valori p in cui la funzione
reale monotona M (d) = u(f'(Bs(y°))) e differenziabile, poiché allora la fami-
glia di misure di Radon definite nella (1.2) & localmente equilimitata e possiamo
dunque applicare il Teorema di Banach-Alaoglu.

Vale allora il lemma di “slicing”:

LEMMA 1.4. Date y e f come nella proposizione 1.2, siano Ky, i compatti dati dalla
(1.1). Poniamo F(x) = |f(z) — y°| con yo € R™ fissato. Allora per L — q.0.p € R si
ha che

N =JKnnf0B,")
h

e un (n — 1)—rettificabile in Q e che

(1.3) 0,(]VM Flu, f,y°) = {7H 'L N}.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo prima il caso in cui f & lipschitziana.

Con un abuso di notazione indichiamo con 6, (|VM F|u, f,3°) uno dei limiti de-
boli, eventualmente passando ad una sottosuccessione, definiti nella formula (1.2)
(abbiamo gia visto che possiamo supporre che ne esista almeno uno). La prima
parte della tesi segue banalmente dalla formula di coarea generale (7.2) ed & inol-
tre chiaro che 6, (|VM F|u, f,y°) si concentra su N che in questo caso & un insieme
relativamente chiuso in 2. Ci resta da dimostrare la formula (1.3).

Per la formula di coarea applicata alla funzione lipschitziana F' si ha per ogni
funzione ¢ : M — R boreliana e positiva

[e@v i Eaann = [ [ e aeta )

M R F=1(y)nM

Considerando p(z) = ¢(x)7(z) se p — e < F(z) < p, zero altrimenti, otteniamo

p
(1.4) / YIVMF|dp = / / YrdH™ ™ dH (y)
F=1((p—e,p]) P F-1(y)NnM
dove 1 € una arbitraria funzione boreliana positiva.
Consideriamo nella formula sopra una famiglia numerabile e densa {¢;} di fun-

zioni continue a supporto compatto e positive e scegliamo p punto di Lebesgue
per tutte le funzioni reali

9i(y) = / YirdH"
F~1(y)

(il fatto che le funzioni g; appartengano a L'(£') & dato ancora dalla formula
di coarea). Dividendo per € entrambi i membri della equazione (1.4) e facendo
tendere ¢ — 0 si ottiene
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(15) [t (9 Fl g = [ it
Q F-1(p)
Per la densita delle funzioni v; si ottiene allora

0,(INY Flu, £,4°) = 7(@)H" 'L F71 (8B, (y°))

per L! — q.o.p € RT. E allora chiaro che la tesi segue.

Vediamo allora il caso in cui f sia solo p—apdifferenziabile. La prima parte del
lemma segue dalla decomposizione descritta nella proposizione 1.2 e continuia-
mo a chiamare 6,(|[VM F|u, f,y°) un arbitrario limite debole della famiglia (1.2).
Definiamo la misure di Radon p* = pl K}, con gli stessi conti visti nel caso
lipschitziano per una funzione ¢ boreliana positiva si ha

/ ()| VM F(z)| dH™ = Z/ 2)|VM F(z)| dH" =

M h g,

_Z/ / z) dH" Y dH (y)

h' R KynF-

allo stesso modo possiamo allora ottenere che

[ vetr@ia=Y [ et

F=1((p—z,p]) b P1((p—e.p))

—2/ / z) dH" ™ dH ().

p—e KpNF—

Per il teorema di convergenza monotona possiamo scambiare il segno di integrale
e la sommatoria e avere

[ v E@) = / / w(mr(x)dHHdHl(y)

F=1((p—e,p]) p= EUKhﬁF

a questo punto la dimostrazione procede come nel caso lipschitziano.
|

Come conseguenza del teorema di slicing dimostriamo il seguente lemma di
localizzazione che ci sara necessario pil1 volte nel seguito.
Praticamente esso dice che, dato un Ap—varifold V, esiste una famiglia sostanziale
di palle B,(Py) C G, nella grassmanniana, e Bs(z°), in (, tali che VL Bs(z%) x
B,(Pp) e ancora un Ap—varifold.

LEMMA 1.5. Sia V un Ap—varifold di dimensione n in Q@ C RF. Scelti 2° € Qe
Py € Gored, p' > 0, esistono due numeri positivi 6'/2 < § < §, p'/2 < p < p/
tali che definito Bf = Bs(z") x B,(Py) C G, (), si ha che V¥ = VL Bf ¢ ancora
un Ap—varifold la cui misura bordo e la somma della misura bordo di V, ristretta a BY
e di una misura di Radon tale che la proiezione della sua variazione totale appartiene a
Rn-1(,R).
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DIMOSTRAZIONE. Siano dati 2°, Py, &', p’ come nelle ipotesi, vediamo prima

la localizzazione nelle z: sia 0 < § < ¢’ un valore per cui s(pv, Idur, 2%) consista
di una misura di Radon positiva appartenente a R, (2, R), dimostriamo allora
che VL G, (Bs(z°)) & ancora un Ap—varifold.
Consideriamo nella formula (1.1) una funzione ¢ della forma p(z, P) = ¢ (z, P)x(z),
dove x(x) & una funzione cut-off cosi definita: x(z) = h(r), r = |z — 2°| e h(t) &
una funzione C*°(R), con le proprieta h(t) = 1 pert < 6/2, h(t) = O pert > 6,
n'(t) <0.

La formula si riscrive allora

x(z)PijDjip(zx, P) + x(x) Do (z, P)Aiji (2, P) + x(2)¢(z, P)Ajij (z, P) dV
G (Q)

_ / x(@)(e, P) dui (z, P) — / (e, P()) Py Dyx(x) dpy

Gn () Q
CUj — CU?
=- x(x)y(x, P) du;(z, P) Y(z Pij—— —dV.
Gn () Q

Consideriamo una successione di funzioni h;(t) con le proprieta di cui sopra e
inoltre sia hy(t) = 1 pert < 6 — 1/1, |h'(t)| < 41 (¢ facile vedere come costruirle).

E chiaro che la successione h; tende alla funzione caratteristica di (—oo, §). Consi-
deriamo le misure di Radon in G,,(Q2)

0

J

o1 = VL hi(r) Py () 2 ; L

si vede subito che oy si concentra su G, Bs(2°)\ B;s_ (")), calcoliamone allora la
variazione totale.

|71 (G (Bs (2°)\ Bs_1,1(2"))) < 4l pv (Bs(2°)\ Bs—1/1(a")) =

pv (Bs (%)) — pv (Bs—1/1(2°))
1/1 ’

Sfruttando a questo punto il lemma di slicing applicato alla misura py e alla fun-
zione Idy; : M — R* si ottiene che, per la nostra scelta iniziale di J, le misure o;
sono equilimitate localmente e dunque, a meno di una sottosuccessione, convergo-
no debolmente ad una misura ¢. Possiamo inoltre supporre che le loro variazioni
totali convergano ad una misura A e che quindi valga |o| < A. Dall’equazione (1)
deduciamo mx A < 05 (py, Idar, z°). Poiché quest’ultima appartiene a R,,—1 (12, R)
cosi deve essere per la misura 74|o|.

Sostituendo le funzioni h;, nella formula sopra e passando al limite si ottiene allora

4

Djip(x, P) + Do (2, P)Aijr (x, P) + ¢(x, P)Ajij (z, P) d(VL G (Bs(2))
G ()

__ / @Zj(m,P)dui(a:,P)—/@b(m,P)dai(m,P).
G (Bs(z?))

Abbiamo dunque ottenuto che VL G, (Bs(z?)) & ancora un Au—varifold con una
parte aggiuntiva di misura bordo ¢ dovuta al “taglio”, concentrata su G, (0B;(2°)N
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M).

Operando in modo analogo con una funzione cut-off nella variabile P, x(P) =
h(|P — P|) si ottiene una parte in pitt di misura bordo data dalla convergenza
debole di una sottosuccessione delle misure

g = Vl_ {h;(|P — P0|)Aijk (ZL”, P)Djk|P — P0|} — 0’(:15, P)
che si concentra su Q x 9B, (P).
E chiaro che componendo le due operazioni di restrizione troviamo una coppia
§, p come nella tesi, tale che VL Bs(z°) x B,(P) € ancora un Au-varifold.
Per ottenere la tesi ci basta allora dimostrare che anche in questo secondo caso si
puo scegliere p < p' tale che la proiezione della variazione totale della misura di
bordo aggiuntiva appartiene a R,,—1 ({2, R).
Consideriamo le misure o; gia supponendo, a meno di una sottosuccessione, che
convergano debolmente alla misura o(z, P) e che le loro variazioni totali |o;| con-
vergano anch’esse ad una misura di Radon positiva a(z, P). E evidente allora che
wu0p — mxo, che my|oy| = mxa e che |o| < a. Otteniamo la tesi dimostrando che
muo € Ryp_1 (9, R). Vale infatti la maggiorazione

P'k (f) — PO ik
Tl :HVI— { JPT—PJ

Sappiamo che la funzione P : M — G, che da il piano tangente approssima-
to per uy — gq.o.x € M & py—apdifferenziabile per il Teorema 1.8 del capitolo
precedente, possiamo dunque riscrivere la disuguaglianza sopra come

hiAijk (2, P(x))

vl P7H(B, 11 /1(Py) \ B,(Ry))
1/1
con F(z) = |P(z) — Py|. E chiaro allora che applicando il lemma di slicing con

f(z) = P(x), p = py, siottiene che ogni limite debole di sottosuccessioni di 74 |o;|
appartiene a R, —1 (2, R).

mylo] < 4|VVME|

O

OSSERVAZIONE 1.6. Osserviamo che il lemma 1.5 ci permettera, nello studio
della (n—1)-rettificabilita della proiezione dell’insieme dove si concentra la misura
bordo, di supporre che gli Auy—varifold abbiano supporto contenuto nell’insieme
Bs(2°) x B-(P), pere, 8, 2° e P fissati.

2. Alcuni Risultati della Teoria delle Correnti

Per ottenere la dimostrazione del teorema di struttura per la misura bordo use-
remo alcuni risultati appartenenti alla teoria delle correnti. Introduciamo quindi
alcune definizioni e notazioni.

Consideriamo lo spazio vettoriale A @ delle n—forme C'* a supporto com-
patto in Q. Diciamo che una successione di n—forme a supporto compatto w; con-
verge a wp se esiste un compatto K C (2 che contenga tutti i supporti delle w; e,
decomponendo ogni forma in modo canonico come

wz(m) = Z 21’“.’2'“ (l’)dl’n A ... /\da}zn
0<in < ... <in<k
le funzioni ¢} __; (z) convergano uniformemente con tutte le loro derivate alle
. . 0
funzioni ¢;  ; (z)su K.
Questa definizione delle successioni convergenti descrive una topologia per A" Q
di spazio vettoriale topologico localmente convesso.
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Nel seguito, al fine di semplificare le notazioni, se I = (i1, .. ,i,) € un mul-
tiindice indichiamo con dx; la n—forma

der =dx;, A ... Ndzx;,,.

DEFINIZIONE 2.1. Una n—corrente in ) & semplicemente un funzionale lineare
e continuo T su A" Q nella topologia descritta sopra. Indicheremo con < T',w >
l’azione della corrente 7" sulla forma w.

Si noti che nel caso n = 0 il procedimento porta a definire le distribuzioni in
un aperto (2.

DEFINIZIONE 2.2. Definiamo la massa in un aperto U CC Q di una n—corrente
T in Q come

My(T)= sup <T,w>
weAR(Q)
lwl<1
dove, data la rappresentazione canonica
w(z) = Z Gin oo iy (@)dziy N o Ay,

0<i1< ... <in <k

si definisce

FE > ())/

TEQNg<ii < . <in <k

DEFINIZIONE 2.3. Chiamiamo n—corrente (rettificabile) intera in un aperto Q@ C
R la n—corrente S determinata da un n—varifold intero Ve e una funzione py—
misurabile n : M — A, R*, dove A\, R* indica lo spazio degli n—vettori alternanti
in R¥, tale che per ogni z € M,

n(@) =n'(x) A .. An"(z)

€ un n-vettore semplice e unitario che orienta apT, M per H" — q.o.x € M (ve-
di [MO, FE1, SI1]).

Si vede facilmente che possiamo definire su M una operazione di integrazione di
n—forme differenziali C* a supporto compatto in R¥, in questo modo:

<w,§>= /(w(az),nl(x) A o™ (@)0(@) H" (2)
M

dove w & una n—-forma di cui sopra e (-,-) & la dualita standard tra n—forme e n—
vettori.
Notiamo che questa operazione definisce un funzionale lineare

Ls: \'R* - R

con la proprieta di essere continuo quando sulle n—forme a supporto compatto si
considera la topologia descritta sopra.
Indichiamo dunque con S = (M, 8, n) la corrente cosi definita.

DEFINIZIONE 2.4. Definiamo bordo di una n—corrente S la (n — 1)—corrente 95
che ¢ definita dalla sua azione sulle (n — 1)—forme in questo modo:

<0S,w>=<8,dw >

dove dw indica 'usuale differenziale di una forma C*°.
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Si verifica facilmente che questa € una buona definizione poiché I'operazione
d: \"Q — A" ' Qe continua nella topologia di cui sopra.

OSSERVAZIONE 2.5. Si pud immaginare anche soltanto con queste poche no-
zioni introduttive sulle correnti quali siano le loro analogie e quali le differenze
con i varifold. Poiché sulle correnti si integrano forme, in un certo senso, esse ri-
sentono soltanto delle componenti tangenti di quest'ultime, mentre come abbiamo
visto nella definizione dei varifold di Allard le informazioni interessanti venivano
dall’integrazione di campi normali. Il grosso vantaggio delle correnti sta nel trat-
tamento della nozione di bordo che & definita in modo quasi algebrico, e che pos-
siede delle notevoli proprieta di struttura. Un esempio ci viene dal fondamentale
teorema che segue sul bordo delle correnti intere.

Consideriamo in un esempio una delle principali differenze tra il bordo per
oggetti orientati e non, confrontando le due operazioni di bordo dei varifold di
Allard e delle correnti per il nastro di Mdebius immerso in R?.

Nel caso dei varifold di Allard il bordo sara la frontiera geometrica della va-
rieta, come si vede facilmente usando il teorema della divergenza ma nel caso delle
correnti il bordo non potra mai coincidere con la frontiera. Consideriamo infatti,
come ¢ usuale, la striscia di Moebius come un rettangolo i cui lati verticali sono
incollati in senso inverso tra loro, I'interno del rettangolo diviso nei due insiemi
A e B definiti dalla scelta dell’orientazione della striscia come corrente. Se uno di
essi ha misura di Lebesgue nulla, con un semplice calcolo si vede che la linea di
bordo verticale apparira con molteplicita 2 nel bordo della corrente. Se entrambi
non hanno misura nulla allora si vede che la funzione caratteristica di ognuno di
essi € una funzione BV e il supporto della sua derivata deve essere contenuto nel
supporto della corrente bordo che quindi non si puo limitare al bordo geometrico
della striscia di M&ebius.

Uno dei teoremi fondamentali della teoria delle correnti che noi useremo é il
seguente.

TEOREMA 2.6. (Teorema di Rettificabilita del Bordo)
Se T e una n—corrente intera in ) tale che My (0T') < +oo per ogniapertoU CC Q,
allora OT e una n — 1 corrente intera.

La dimostrazione di questo teorema, che generalizza i risultati del lavoro di De
Giorgi [DG2] relativo al caso n = k, & dovuta a Federer-Fleming e si puo trovare
nel libro di Federer [FE1]. Nella prossima sezione dimostreremo una versione pitt
debole dello stesso risultato di rettificabilita per gli Ap—varifold.

OSSERVAZIONE 2.7. La finitezza locale della massa del bordo di una corrente,
si puo verificare con il seguente criterio: My (9T) < +o0 se e soltanto se, per ogni
multiindice I = (i1, ... ,in—1), il funzionale

p e C(U) = (0T, p(x)dxr)

¢ limitato.

3. Rettificabilita del Bordo

Sfruttando i risultati ottenuti finora e il Teorema 2.6 dimostriamo il teorema
di rettificabilita del bordo per gli Ap—varifold. L'idea & quella di limitare 1’oscilla-
zione dei piani tangenti in modo tale da guadagnare un’orientazione canonica di
M. La formula di integrazione per parti che definisce gli Au—varifold garantisce
allora che M ¢ associato ad una corrente intera il cui bordo dipende da p.
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TEOREMA 3.1. La proiezione della variazione totale della misura bordo appartiene
a Rp—1(Q,R). In particolare, la misura bordo é concentrata su N x Gp . con N C Q
(n — 1)-rettificabile.

DIMOSTRAZIONE. Per l'osservazione 1.6 possiamo supporre che il varifold V
abbia supporto contenuto in Q x B, (Fy) con pg piccolo a piacere. Possiamo inoltre
supporre, a meno di una rotazione in R¥, che P sia il piano generatoda ey, . .. ,e,,
e che py sia sufficientemente piccolo in modo tale che se |[P — Fy| < po allora,
indicando con 7p : R¥ — Pla proiezione ortogonale su P, i vettori n' = mp(e;),
i=1,...,nsiano una base di P e

(dzy A ... Ndxp,nt (P) A ... An™(P))

pP) = () A A (P)]

>1/2.

E allora chiaro che per piy — g.0.z € Qi vettori ’(P(x)) sono una base di P(z).
Sia ora, per p e 6 opportuni, V¥ = VL Bf il varifold restrizione come nel lemma
di localizzazione, siano M{ e % il rettificabile dove si concentra e la sua funzione
densita, e sia ¢ la parte di bordo dovuta al taglio, tale che 74 |g| € Rn—1(2, R).
Consideriamo la corrente intera S in R associata all'integrazione su M/, con
molteplicita 6 e orientazione data da n(P(z)), dove

1P = L@y A A )]

Per linearita consideriamo le forme

w(z) = p(x)dzi, A ... Ndx;,_,.
Ponendo I = {i4, ... ,i,—1} abbiamo

9yp(z)
ox;

/0” 83:1 d;rz/\dx[, (2)y dH™ (x)

<OS,w> = <S,dw>=<8,

dx; Ndxr >

_ do(z) (dx; ANdxr,n*(P) A ... An™(P)) .
=)o WA Arme @D

By

= Y1) [ S dni(n) (P) fi(P)dV (z, P)
=1 i=1 Be v

dove

e

(drp,n'(P)A ... AnH(P) A ... /\77"(P)>‘

filP) = It (P) A ... An(P)]|

Poiché dz;(n'(P)) = P si ottiene

n k
<Sw>=>" S (-1 / P agf) A(P)dVY (z, P).

=1 i=1 ()



3. RETTIFICABILITA DEL BORDO 70

Sfruttando allora la formula (1.1) che definisce gli Au—varifold e il lemma di loca-
lizzazione 1.5 si ha

n

<0S,w>=— Z(—l)l{ /(p(m)Aljk (z, P)D%. fi(P)dV (z, P)

=1
Bf

+ / (@) fi( P) Aj1; (w, P) dV (z, P)

B}

+ / (@) fi(P) du(z, P)

B}

s [ ewnPdnt ).
Gn(9)
Si vede facilmente che le funzioni f; sono di classe C'™ nel supporto di V¥, quindi
| <08,0> | < Cllglle

dove C' ¢ una costante positiva dipendente solo dal supporto di ¢. Allora per
'osservazione 2.7 segue che 9S & una (n — 1)-corrente rettificabile intera, 05 =
(N,7,&). Si ha dunque

Z(—l)’{ [ @) din(e, P)D3 5P (2, P)

=1
B§

+ / (@) fi(P) Ajj(z, P) dV (, P)

By

+ / (@) f(P) dyu(x, P)

B

+ [ st}

Gn(Q)

/ o(@)7()der, €) dH ™ (2).

N

Poiché sappiamo gia che m4|u| e m4|a| sono singolari rispetto a - segue che la
somma dei due integrali nella misura V' deve dare zero, per l'arbitrarieta di . La
formula si riduce dunque a

S0 [P+ [ @) nt.n)}
=1 B? Gn(Q)
= [ o) der, & an (@)

N

L’arbitrarieta di ¢ implica

n

T4 (Z(—l)lﬁ ml Bf + flUl> = r{der, OH"IL N

=1
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quindi, ricordando che mx|g| € Rn—1(Q, R),
3.1) mp Y (=1 fiml Bf € Rn 1 (2, R).
=1

Indichiamo ora con v(z, P) la densita di u rispetto a |u|. Dal fatto che u & tangen-
ziale ricaviamo che v(z, P) € P per |u|-quasi ogni (z, P) e quindi

(3.2) Z leaj|(z, P) >0 || — q.o. in Gn(£2)
Jj=1
ove a,... ,a, sono le componenti di v nella base n', ... ,n".
Fissiamo ora j € {1,...,n} e scegliamo I in modo che I U {j} = {1,...,n}.

L’equazione (3.1) puo essere riscritta nel seguente modo:

(33) Yo Y (D' filpll Bf € Ra1 (2 R).
=1

i=1

Dato che i = nl e

> (=D)'nify = —(dz; A dzy,n(P))

=1
l'unico addendo che non si annulla nella (3.3) & quello con i = j, che vale (—1)8(P).
Abbiamo quindi

maa;Blp|ll Bf € Rn_1(Q,R).

Dal lemma sotto e dal fatto che 3 non si annulla ricaviamo che 74 |a;||p| € Rn—1(Q, R)
e dalla (3.2) otteniamo 74 |u| € R, —1(Q, R).
(|

LEMMA 3.2. Sia o una misura di Radon valori in R su G, (), tale che comunque si
fissi 2% e Py, posto B, = B,(z") x B,(Py), per p arbitrariamente piccolo valga

(3.4) 7T#0'|_ Bp S Rnfl(Q,R).

Allora vale la formula

mxlo| € Rn—1(Q,R).

DIMOSTRAZIONE. Sia A C G,,(Q) un insieme di Borel tale che oL A = 6" e
sia K C A unarbitrario compatto. L'insieme delle palle B, per cui vale 'equazione
(3.4) & un ricoprimento fine di G,,(Q2). Per il Teorema di Besicovitch (vedi [MO],
pag. 14), & possibile trovare, per ogni £ > 0, una successione di palle disgiunte B;,
contenute nell'intorno di raggio e di K e ricoprenti |o|-quasi tutto K. Le misure

[oe)
o, = E ULB;i
=1

convergono in variazione totale a o L K. Dato che m40. € R,_1(, R), per l'osser-
vazione 1.1 anche 40 L K € R,_1(Q, R). Facendo tendere K ad A otteniamo che
la proiezione della parte positiva di o € in R,,—1 (€, R). Un discorso analogo vale
per la parte negativa.

O
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4. Struttura degli Apu—Varifold 1-Dimensionali

In vista delle applicazioni del capitolo successivo, che interesseranno soprat-
tutto funzionali definiti su curve, sviluppiamo a fondo in questa sezione e nella
prossima lo studio della struttura degli 1-varifold la cui seconda forma fonda-
mentale & in L? per un certo p > 1.

Applichiamo i risultati ottenuti nelle sezioni precedenti ad un Au—-varifold 1-
dimensionale V' per ottenere in questo caso particolare una completa descrizione
della struttura della misura bordo p.

Dal teorema di rettificabilita segue che 74 |u| si concentra su di un insieme nume-
rabile di punti in (2, posso cioe rappresentare y come

(4.1) u(z, P) = Z(Sz X (Va; (P)oa; (P))

dove o, (P) sono misure di Radon positive nella Grassmanniana G, x, d; sono le
misure delta di Dirac in 2 concentrate nei punti z;, v,, sono funzioni di Borel a
valori in S¥~! tali che 7pv,, (P) = v,,(P) per o, — q.0. P € G, 1. Per comodita
nei conti successivi, se z° non appartiene all’insieme {z;} di cui sopra definiamo
0,0 = 0, Vg0 = 0.

Per studiare nel dettaglio le misure o,, (P) analizzeremo la struttura dei blow-
up del varifold V' nei punti z;, quindi inizialmente avremo bisogno del seguente
lemma che ci assicura 'esistenza dei blow-up in ogni punto del supporto di py-.

LEMMA 4.1. Per ogni Ap~varifold V = Vi o di dimensione 1in Q C RF si ha
B 0
lim sup M < 400 vz € Q.
p—0 pP
DIMOSTRAZIONE. Fissiamo ¢ > 0. Essendo G, i uno spazio compatto pos-
siamo supporre, grazie al lemma di localizzazione che suppV C B;(z°) x B-(P),

con Bs(z°) € Q. Componendo con una rotazione possiamo inoltre supporre che
Py = span{e; } e che ¢ sia cosi piccolo che

(42) P e BE(Po) = P > 1/4

E possibile orientare M con 1'l-vettore unitario dato dalla normalizzazione di
Tp)(e1), n(x) = (m(x), ...,nx(z)) tale che 9y (z) > 0. Dalla (4.2) segue che allora
che 1 (z) = \/Pi1(z) > 1/2 py—quasi ovunque in M. consideriamo la corrente T'
associata all’integrazione su M, con molteplicita 67, e orientazione 7.

Si ha, per ogni O—forma w = ¢(x) con ¢ € C°(Q),

- )
<OT,w>=<T,dw>= = 2/9(33)771 (m)m(az)a—f(m) dH (z)

i:lM

_ / 9(33)1311»%(3:) A (z)
M

= —/apélV

Q
dove 0V e la misura di Radon vettoriale, variazione prima nel senso di Allard, e
abbiamo usato l'identita P;; = n;n;.
E allora chiaro che 8T ha massa localmente finita e
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My(T) = |6 V|U) YU cc Q.

Sia ora m; : R* — R la proiezione sulla prima coordinata e consideriamo la
corrente S = m; 4(T') definita da

< Sw>=<T, 7 (w) >.

Dato che gli operatori 0 e # commutano (vedi [MO]), ed essendo 7 una funzione
Lipschitz di costante 1,

(4.3) My (95) = Mu(m(9T)) < My(9T) = [5:V|(U).

Poniamo, pert € R,

o(t) = > B(a)m(x).

€M
n(z)=t

Dalla formula di coarea, usando il fatto che J3;m = 7 su M, otteniamo, con
w=p(z)dt

<Sw>=<T, 7 Ww)> = /O(m)go(xl)nf(m) dH'(z)
M

/( / 9(35)771(95)<P(5U1)d7{0(m)> dH' (t)

R x-1(t)

= [ oot ar
R

Quindi S é rappresentabile mediante 1'integrazione in ¢ dt. Avendo S bordo di
massa localmente finita, esso coincide col la derivata distribuzionale della funzio-
ne ¢, si ha allora che ¢ & una funzione BV (R) e poiché ¢ ha supporto compatto e
una funzione in L>(R).

La tesi seguira allora dalla disuguaglianza

(4.4) pr (B, <4 [ o)ar

Dimostriamo questa formula, usando il fatto che n; > 1/2:

prB,) < 4 [ @ @)
B, (z0)nM
4 z1/+p< / O(z)m (z) dHO(x)> dH! (1)

z0—p m-L()NM

@ +p

/ B(1) dt.

z?—p

Il
~
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Consideriamo allora un punto arbitrario z° € (2, poiché vale il lemma prece-
dente VarTan(V,z°) non & mai vuoto (vedi la definizione 1.3). Sia T’ un elemento
di VarTan(V,z"), associato ad una successione {p;} convergente a zero. Sia V
la successione di varifold interi convergente a 7. Ricordiamo la formula che li
definisce:

1 z—z
G (RF) lGn(Q) :
E chiaro che i ¥} sono sempre Ap—varifold 1-dimensionali in €; = pfl (Q - xo),
con seconda forma e bordo dati rispettivamente da
A0

ijk

(2, P) = piAiji(z° + piz, P) ﬁ(l) = Aipp

e\(z,P) = (””’””0 , P). Ponendo infatti
o1

iz, P) = ¢ (“‘””O,P>

per ¢ € CL(G,(Y)), vale

1 _

/ Pi;D;p(z, P)dVi(z, P) = P / Piijga(¥,P)dV(a:,P)
) )

G () (@)

Piij’(/Jl(CU,P) dV(CE,P)
G ()

_ / Agji(z, P)YDlt(z, P) dV (. P)
Gn(2)

- [ At P Pyavis,P)
Gn(2)

- / bi(z, P) dyss(z, P)

Gn(Q)

% xTr
- / Aiji(z, P)Djp(
Gn(Q2)

- / Ajij(z, P)p(~

.0
~ P)dV(z,P)

— 20

pi

,P)dV(x, P)

CU—l'O
- / (P di(o. P).

Passando al limite per | — oo e ragionando come nel teorema di compattezza 3.1,
dal fatto che le (") sono equilimitate sui compatti e dal fatto che

lim / |AD|dV; =0
[—o00

Gn(K)
per ogni compatto K C R¥, deduciamo che 7' & un Ap~varifold in R* con A =0e
bordo dato dal limite debole delle H(l). Il limite si calcola facilmente sfruttando la
descrizione della misura bordo data nell’equazione (4.1) e si ottiene
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45) | PsDitw. Pt = = [ 40, PPy dos(P).

Gn (RF) Gk

TEOREMA 4.2. Dato un Ap—varifold 1-dimensionale V in Q@ C R¥, sia p la sua
misura bordo. Esiste un insieme al piit numerabile di punti isolati {x;} in ) tale che

(4.6) H(x,P) = 2611' X (Vwi (P)oe, (P))

dove ogni 0., (P) é una misura nella Grassmanniana G, i, somma finita di delta di Dirac
di piani. Inoltre v,, assegna ad ogni atomo P di o, un vettore unitario v € P.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo un punto z° € Q dove si concentra p. Facen-
do un blow-up e sfruttando la formula (4.5) si vede che si ottiene un Ap—varifold
T in R* per cui vale

P;iDjp(z,P)dT = / ©(0, P)vgo,;(P) dogo (P)
G, (RF) Gk

quindi tutta la misura bordo di T si concentra nell origine. Questo implica che
vedendo T come un varifold nell’aperto R* \ {0}, otteniamo un varifold di Hut-
chinson con tutta la seconda forma nulla.
Un risultato dello stesso Hutchinson asserisce che un varifold con seconda forma
nulla e bordo nullo in un aperto & una unione di sottospazi affini (nel nostro caso
rette) intersecate con l'aperto (vedi [HU1, HU2]). Il varifold T' é allora dunque una
unione di rette e di semirette che possono terminare solo nell’origine e di molte-
plicita intera. Notiamo subito che le rette e le semirette che passano per l'origine
devono essere in numero finito poiché la densita in 0 di T' & finita per il lemma 4.1.
E chiaro inoltre, essendo T una unione di varieta affini, che la sua misura bordo
puo essere descritta come nella tesi.
L’asserzione sulla struttura dell’insieme dei punti dove y si concentra segue dal
fatto che m4|u| @ una misura di Radon e il peso di ogni suo atomo ¢ almeno 1.

O

5. Regolarita degli Au—Varifold 1-Dimensionali

Come spiegato in precedenza, in questa sezione assumiamo che 1"'1-varifold
V, abbia l'ulteriore proprieta che la seconda forma fondamentale generalizzata,
cioé le funzioni A;ji, appartengano a Lj (V'), con p > 1 (ricordiamo che abbiamo
definito questa classe con AVP(Q)). Questo ci permettera di metterci nelle ipotesi
del teorema di compattezza e di ottenere un teorema di regolarita per questi ogget-
ti utile nelle applicazioni. Premettiamo che una volta ottenuta la struttura atomica
della misura p, vista nella sezione precedente, questa parte non e altro che un
rifacimento del lavoro di Hutchinson, del quale citeremo ampiamente i risultati.

Consideriamo V come un varifold V nell’aperto Q = Q\ {z;}, dove {z;} &
I'insieme dei punti dove la proiezione della variazione della misura bordo si con-
centra, come visto nel Teorema 4.2; e chiaro, poiché tale insieme & discreto, che Qe
aperto. Il varifold V & ovviamente un 1-varifold di Hutchinson in 2, mantenendo
inalterata la seconda forma fondamentale e se supponiamo, come premesso, che
le funzioni A;j; appartengano a L?. (V), segue che allora V € CV/F ().

Sfruttando allora il teorema di Hutchinson 5.12, abbiamo che in tutti i punti di Qil
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varifold tangente & unico, & unione finita di rette con molteplicita e localmente V/
si rappresenta come un grafico di una funzione C'** multivoca.

Con questa notazione dimostriamo la seguente stima di densita, valida per
varifold di Allard senza parte singolare della prima variazione e con curvatura
media generalizzata in LP.

LEMMA 5.1. Sia p > 1 e Vg un varifold di Allard in Q C R* con bordo generaliz-
zato nullo e curvatura media generalizzata in LP (wy ), cioe

(5V:H/1,V

dove |H| € LP(uy). Esiste allora una costante c, dipendente solo da p e da

r= /|H|pd,u1,
Q

v (B, (%)) > p
per ogni palla B,(z°) C Q con 2° € supppvep < ec.

tale che

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione sfrutta uno strumento standard per lo
studio della regolarita, la formula di monotonia (vedi [SI1], Teorema 17.7):

1/p 1/p .
(5.1) <M> < (M) i ;%/1(/)1_1/]) TRy

che vale per tutti i valori 0 < o < p < d(2°,09). Usando la definizione di I e
facendo tendere o a zero, otteniamo

0 1/p
<MV(Bp(m ))) > 9l/p _
p
in tutti i punti 2° dove py ha densita maggiore o uguale a 1. Poiché V & intero
la disuguaglianza vale per tutte le palle B,(z%) C Q con 2° € supp py. si sceglie
allora ¢ in modo tale che

/p pl—l/p
p—1

1
F—/I;-cl_l/l’ >1

p—

ol/p _

e la tesi segue.
O

Vediamo come conseguenza del lemma appena visto la dimostrazione del fat-

to che il rettificabile M dove si concentra V si pud scegliere chiuso in ), da cui
segue che questo vale anche per M in (.

PROPOSIZIONE 5.2. Per ogni Ap—varifold V- = Viy g di dimensione 1 in Q, appar-
tenente a AV (Q) conp > 1, vale

H' (supp py AM) = 0.

DIMOSTRAZIONE. E chiaro che basta vedere che H! (supp py \ M) = 0. Per il
lemma 5.1 abbiamo

B,(z° ~
lim inf 1 (B, (27) >1 Vz" € supp (uy) NN
p—0 p

che implica (vedi [SI1]) che
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20H'L M > H'L supp (uy) N Q

da cui segue, essendo Q2 \ Q al pitt numerabile, H' (supp py \ M) = 0.
(|

OSSERVAZIONE 5.3. E facile vedere, sfruttando la formula di monotonia (5.1),
che nelle ipotesi del lemma 5.1 la densita esiste in ogni punto del supporto di py
ed & una funzione semicontinua superiormente.

Infine, sfruttando questi fatti e ricostruendo la dimostrazione del teorema di
Hutchinson 5.12 senza particolari modificazioni, vale il seguente teorema di strut-
tura e regolarita per varifold in AV}”(Q2) con p > 1, che enunciamo senza dimostra-
zione e per il quale rimandiamo agli articoli [HU1, HU2].

TEOREMA 5.4. Sia V. = Varg € AVP(Q) con p > 1 e a® € suppuy. Allora
valgono

1. La densita esiste in z°.

2. Esiste in x° il varifold tangente a p ed e formato da un’unione finita di rette per
I'origine con molteplicita, se in 20 non & concentrata la misura bordo, altrimenti ¢
una unione di rette e semirette nell origine come descritto nel Teorema 4.2. Inoltre
in un intorno U di z° si pud separare V in un numero finito di varifold V; €
AVP(U) la cui somma e V in G (U), ognuno avente per varifold tangente in x°,
una e soltanto una delle rette o semirette tangenti appartenenti a VarTan(V, z2°).
La somma di VarTan(V;,z°) da proprio VarTan(V, z°).

3. Se V' ha come tangente in x una retta o una semiretta T, in un intorno U di 0 e
rappresentabile come grafico di una funzione C"* multivoca definita su T.

4. Il rettificabile M di supporto per V' puo essere scelto chiuso, e la funzione densita
definita su di esso e semicontinua superiormente eccetto nei punti dove si concentra
la misura bordo.

5. Il varifold V puo essere descritto come una unione localmente finita di curve C'>*
in Q, con bordo.

Dimostriamo ora un lemma che definisce una proprieta di regolarita anche
nella convergenza di tali oggetti, cioe dimostriamo che quando una successione
di Ap—varifold 1-dimensionali con curvature in Lj . converge con masse, seconde
forme fondamentali e misure bordo localmente equilimitate (come nelle ipotesi del
teorema di compattezza), allora si puo estrarre una sottosuccessione che converge
allo stesso oggetto secondo Kuratowski (vedi [FA]), a meno di un insieme finito di

punti, precisamente vale il

LEMMA 5.5. Sia V,, = Vi, 0, una successione di Ap—varifold di dimensione uno in
Q C R* tali che, se A™ e u™ sono rispettivamente le loro seconde forme fondamentali e
le loro misure bordo, si abbia

v, (W) + / AP dyy, + 11| (Ga (W) < (W) < +00
w

per ogni aperto W CC Q. Supponiamo che V,, convergaa V.= Vi 9. Allora per ogni
aperto relativamente compatto U contenuto in ) esiste un insieme finito D C S tale che,
comunque si fissi un insieme compatto K C U \ (supp pyv U D), U'inclusione

K C U\ supppv,

vale per un insieme infinito di valori dell’indice n.
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DIMOSTRAZIONE. Fissiamo U CC (2, dal teorema di rettificabilita 2.6 dedu-

ciamo che 74| | ha al piti ¢(U) atomi in U. Passando, se necessario, ad una sot-
tosuccessione possiamo supporre che l'insieme D dei punti limite degli atomi di
my|p | in U abbia cardinalita non pit grande di ¢(U). Sia ora K contenutoin U e
disgiunto da supp py U D.
Supponiamo per assurdo che K N supp py, # 0 definitivamente, scegliamo z,, €
K N supp py, e sia z,, convergente z € K. Sia p > 0 cosi piccolo che B,(z) C U
e mylp |(B,y(z)) = 0 definitivamente. Per n abbastanza grande i V, sono varifold
di Hutchinson in B, (z) ed esiste, per il lemma 5.1,0 < § < p e indipendente da n,
tale che

v, (By(zn)) >0 ¥y <0
Passando al limite otteniamo

pv (Bs(x)) > 6

e potendo essere scelto § arbitrariamente piccolo, z € supp puy, contraddicendo le
ipotesi su K.
O

Per concludere il capitolo e con esso anche la parte puramente teorica della te-
si, vorremmo dare una motivazione alla nostra definizione di questa nuova classe
di varifold, mostrando che con questi oggetti si possono superare alcuni problemi
presentati dai varifold di Allard negli esempi della sezione 4. E chiaro che nel no-
stro caso non vi sono le difficolta legate alla parte cantoriana della misura bordo,
inoltre una volta ottenuto un teorema di regolarita analogo a quello di Hutchinson
in dimensione maggiore di uno, avremmo anche la rappresentazione come grafici
di funzioni multivoche. Il grosso vantaggio a nostro parere sta nel mantenimento
di tutte le informazioni nel caso di incroci multipli: avevamo visto che la misura di
curvatura media dei varifold di Allard non “vedeva” i tripunti, poiché i vettori di
curvatura singolare si semplificavano tra loro. E ovvio, nel caso del tripunto come
sia fatta la misura bordo del varifold associato: abbiamo la somma di tre misure
delta di Dirac nei punti {(0, P;)}, che essendo concentrate in punti distinti nella
Grassmanniana, non si annullano tra loro.

Crediamo sia possibile sfruttare questo carico di informazioni sulla fibra di
un punto, per studiare funzionali dipendenti anche dagli angoli tra le varie curve
concorrenti. E questa anche una giustificazione del formalismo talvolta pesante
legato alla Grassmanniana, che abbiamo usato per introdurre questi oggetti e di-
mostrarne le proprieta, ma che permette una descrizione piit accurata del bordo
di un varifold.



CAPITOLO 6

Applicazioni al Riconoscimento Automatico di
Immagini

In questo capitolo mostriamo una applicazione degli Ap—varifold ad un pro-
blema di calcolo delle variazioni. Introdurremo come e ormai usuale la nozione
di soluzione debole per un dato problema, e discuteremo la sua eventuale regola-
rita. Vogliamo mostrare come per una certa classe di problemi, I'ambiente degli
Ap—varifold costituisca un’estensione piuttosto naturale delle varieta. La classe
a cui ci riferiamo & quella di funzionali definiti sulle varietd embedded in R* e
dipendenti dalle curvature.

Avendo sviluppato a fondo la teoria unidimensionale affronteremo un proble-
ma definito sulle curve regolari in un aperto del piano euclideo, tale problema si
inserisce bene nel contesto del riconoscimento automatico di immagini da parte
di calcolatori. Faremo dunque una breve introduzione alle problematiche legate
all’argomento e all’approccio variazionale che noi seguiremo.

1. Introduzione al Problema

Nell’ambito della teoria della segmentazione d’immagini, un problema mol-

to studiato & quello di ricostruire, a partire da un'immagine digitale (tipicamente
rappresentabile come una funzione g costante a tratti in un opportuno reticolo) i
bordi degli oggetti rappresentati. Per risolvere questo tipo di problema sono stati
proposti vari algoritmi deterministici o stocastici (vedi [BZ]).
Un approccio variazionale a questo problema ¢ stato proposto nell’88 da Mum-
ford e Shah (vedi [MS]). L'idea & quella di discriminare le “vere” discontinuita
dell'immagine g da quelle dovute solo a effetti di rumore o al procedimento di
discretizzazione. Tale obiettivo viene raggiunto minimizzando il seguente funzio-
nale:

(1.1) F(u,T) = /oz|Vu|2 + Blu — g|* dz + H'(T)
O\l

al variare di I nei sottoinsiemi relativamente chiusi di Q e di v in C* (2 \ I'). Nella
1.1 I'insieme €2 & un aperto di R?, a e 3 sono parametri strettamente positivi. I tre
termini del funzionale nascono dalla necessita di penalizzare insiemi I" eccessiva-
mente lunghi, funzioni « molto irregolari al di fuori di I' oppure molto distanti
dalla funzione g.

Nel lavoro [MS] & congetturata 1’esistenza di minimi e sono studiate varie pro-
prieta di essi, in ipotesi di regolarita. Usando una formulazione debole di questo
problema, De Giorgi, Carriero e Leaci hanno dimostrato in [DCL] l’esistenza di
soluzioni, almeno se g € L>(Q). La formulazione debole si basa sull'uso dello
spazio SBV (Q) delle funzioni “speciali” a variazione limitata, introdotto da De
Giorgi e Ambrosio in [DGA] e sui teoremi di compattezza e semicontinuita svi-
luppati in [AM1] e in [AM2].

79
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Dato un aperto V di R”, lo spazio SBV (V) consiste di tutte le funzioni  a varia-
zione limitata in V' tali che la derivata Du nel senso delle distribuzioni ¢ somma
di una misura assolutamente continua e di una misura concentrata su un insieme
o—finito rispetto a %" *. Le funzioni in SBV sono quindi “C" a tratti”, in analo-
gia con la teoria degli Ap—varifold che possono essere pensati come insiemi il cui
piano tangente & “C" a tratti”.

Tecniche di I'-convergenza hanno anche permesso lo sviluppo di metodi di anali-
si numerica per il problema variazionale proposto da Mumford e Shah (vedi [AT,
MA]). Un problema largamente aperto & quello della regolarita degli insiemi I"
minimizzanti.

Una generalizzazione naturale del problema di Mumford e Shah é quella di

considerare penalizzazioni su I' che dipendono anche dalla curvatura. Questo con
il duplice scopo di ottenere insiemi minimizzanti piti regolari e una maggiore sen-
sibilita del problema alla presenza di spigoli. Infatti, dal punto di vista applicativo
¢ importante localizzare i bordi dell'immagine e soprattutto i suoi vertici.
Una delle strade possibili per affrontare questo problema & minimizzare un fun-
zionale definito sugli insiemi I' che sono unione finita di curve I'; di classe w?2p,
che penalizzi la potenza p—esima della curvatura (con p > 1) e il numero dei punti
terminali delle stesse. Tali curve possono essere parametrizzate mediante la lun-
ghezza d’arco ed & quindi possibile, usando teoremi di compattezza negli spazi
di Sobolev unidimensionali, arrivare ad un teorema di esistenza di minimo per il
problema

F(T,u) = /a|Vu|2+g|u_g|2dx+Zl(Fi)+Z/|Az‘|pd%1_,_Z/ dHO.
=1

O\l = i=lp, =lar,

Il vantaggio di questo approccio parametrico ¢ nella relativa semplicita degli stru-
menti matematici sfruttati; lo svantaggio € nel fatto che le parametrizzazioni non
danno una descrizione chiara della struttura di I' nei punti di incrocio delle varie
curve.

In questo capitolo adotteremo un approccio “intrinseco”, del tutto svincolato
dalla parametrizzazione, approccio che diviene 'unico praticabile in dimensioni
piu alte. L’idea é di vedere l'insieme I' come un varifold con molteplicita inte-
ra (potendo le curve, come nella formulazione parametrica, sovrapporsi tra loro),
e seconda forma fondamentale e bordo nel senso debole specificato nei capitoli
precedenti. Il vantaggio di questa formulazione del problema, che certamente ri-
chiede strumenti matematici pil sofisticati, &€ nel fatto che tutti i termini presenti
nel funzionale sono definibili in modo intrinseco mediante opportune formule di
integrazione per parti.

Il metodo che proponiamo ha una certa flessibilita rispetto a variazioni del tipo
di penalizzazione e rispetto alla descrizione dei punti d’incrocio dei vari rami, che
¢ interamente contenuta nella misura bordo p (si vedano le considerazioni fatte
alla fine del capitolo 5). B

Infine, almeno localmente, si recupera una descrizione di I' come unione finita
di curve di classe C*®, come specificato nel Teorema 5.4.

2. Un Teorema di Esistenza

Dimostriamo in questa sezione un teorema di esistenza nell’ambientazione
debole degli Ap—varifold 1-dimensionali, per dei funzionali con penalizzazioni
dipendenti dalle curvature.
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Consideriamo un aperto 2 C R™ e definiamo un funzionale F' sulle coppie
(T,u), con T un Ap—varifold 1-dimensionale in (2, con seconda forma fondamen-
tale in L] e u € Lj, (Q). Con un abuso di notazione indicheremo con I sia la
misura varifold che il rettificabile in 2 dove si concentra. Grazie al Teorema 5.4
possiamo supporre che I' sia chiuso. Poniamo

Fwﬁo=wanr»uwm»+/wmwmr+/omnhmgu>

T Q

dove A ¢ la seconda forma fondamentale di I' e ;1 & la sua misura bordo. Il funzio-

nale positivo G(u, V') & definito per u € L}, .(2) e V aperto in 2 e supporremo che
soddisfi le seguenti proprieta:

¢ G e additivo, nel senso che I'applicazione V' — G(u,V) & la restrizione di
una misura di Borel agli aperti;

o G @& semicontinuo, nel senso che u — G(u, V) & semicontinua inferiormente
nella topologia L}, .(2);

e G & locale, nel senso che se u e v coincidono quasi ovunque sull’aperto V'
allora G(u,V) = G(v,V);

e G & coercivo, nel senso che per ogni aperto V e ogni costante ¢, l'insieme

{ue Li,.(V)|Gu,V) < c}

e compatto in L (V). Osserviamo che grazie alla localita di GG, ha senso
considerare G(u, V) quando u € L], .(V), ponendo u = 0 fuori di V;
e G & non atomico, nel senso che G(u,V) = G(u,V') se VAV' & un insieme
finito.
La funzione ¢ : RY — [0,+00] & semicontinua inferiormente, convessa e ha
crescita piti che lineare, cioe

p(z) > clal’ =1)  VreR"

conp > 1lec>0. Infine o : @ — (0,+00] & semicontinua inferiormente.
I funzionale F' & una estensione naturale allo spazio degli Au—varifold del
seguente funzionale

F(T,u) = G(u,Q\T) +Zz +Z/ Auml+2/ ) dH(x

1= 11" 1= 19F

dove T e un sistema finito di curve C? in €, rappresentate da I';, ¢ e o sono come
sopra e [ indica la lunghezza di una curva.

Dimostriamo che F possiede minimo. Escludendo il caso banale in cui F' va-

le identicamente + o0, supponiamo che (T, u,,) sia una successione minimizzante
di coppie Au—varifold, funzione. Allora si vede facilmente che la successione T',,
soddisfa le ipotesi del teorema di compattezza 3.1, e che quindi possiamo suppor-
re convergente ad un Apu-varifold I'. Infatti, a causa del fatto che o0 ha minimo
strettamente positivo su ogni compatto di (2, la variazione totale delle misure bor-
do diI', &localmente equilimitata.
Inoltre i contributi dovuti alla parte di massa e alla parte di integrazione della
seconda forma fondamentale diminuiscono nel limite e analogamente I'integra-
zione rispetto alla misura bordo. Infatti essendo o estremo superiore di funzioni
continue, il funzionale
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/ o(z) dg ] () = / o(x) dlp|(z, P)

Q QxG1n

e semicontinuo inferiormente rispetto alla convergenza debole della misura p (ve-
di ad esempio [BU]).

Consideriamo I'aperto Q = Q \ . Grazie al lemma 5.5, sappiamo che, per ogni
aperto U relativamente compatto in Q, esiste un insieme finito D tale che per ogni
conpatto K C U \ D vale

KcU\T,

per infiniti indici n.

Grazie alla coercivita possiamo estrarre una sottosuccessione di funzioni, che in-
dicheremo ancora con u,,, convergente in L}, () a u e tale che G(u,,, 2\ T',,) abbia
limite. Dimostriamo che F(T',u) & minimo per F. Consideriamo una famiglia di
aperti U, CC Q) che invadono ). Fissato k esiste un insieme finito D, tale che
comunque si fissi un compatto K C Uy \ Dy, siha che I',, N K = () per infiniti indici
n. Quindi per ogni aperto A CC Uy \ Dy,

G(un, A) < G(un, U \Th) < Glun, 2\ Ty)

per infiniti indici n. Passando al limite per n che tende all’infinito e usando le
ipotesi di additivita, semicontinuita e non atomicita fatte su GG, otteniamo

G(u,U) < ILm G(un, 2\ Th).
Facendo tendere k all’infinito si ha

G(u,Q) < lim G(un, Q\Ty).

Infine sommando i termini dipendenti dalla curvatura e dal bordo si ottiene

F(T,u) < liminf F(T,,, up).

n—oo

Possiamo dunque enunciare il risultato

PROPOSIZIONE 2.1. Il funzionale F (T, u) definito sopra possiede minimo nella clas-
1

se delle coppie (T',u), dove ' ¢ un Ap—varifold 1-dimensionale e u € L;,,(12).

OSSERVAZIONE 2.2. Facciamo una osservazione sulla regolarita dei minimi:
I’ Ap—varifold limite ha almeno le proprieta di struttura precisate nel teorema di
regolarita. La regolarita di u dipende dal funzionale G. Per esempio nel caso del
funzionale ellittico di Mumford-Shah

Gu,V) = /oz|Vu|2 + Blu — g|* dx
v

posto uguale a +oo se u ¢ H'(V), & un risultato classico che si ottengano come
minimi funzioni u € C' (2 \ T) nel caso g appartenga a L{° ().

Osserviamo infine che & facile far rientrare in questo quadro anche funzionali
dipendenti da derivate di ordine maggiore di uno, ad esempio

Gu,V)= /|Au|2 + a|Vul* + Blu — g|? dz.
v
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3. Una Generalizzazione del Funzionale F'

Vediamo brevemente come con I'approccio basato sui varifold si possano ot-
tenere facilmente teoremi di esistenza del minimo per funzionali pit1 generali del
funzionale F' visto nella sezione precedente.

La variazione che considereremo ¢ il funzionale F' senza penalizzazione sulla
lunghezza.

Fissato un aperto limitato 2 C R™ vincoliamo il varifold I" ad essere contenuto in
Q e definiamo il funzionale F;,

Filu) = G B\ D) + [ o) dur + [ oo) dmy
r :38

dove abbiamo le stesse ipotesi che avevamo nel caso di F'. Si noti la differenza con
F: non abbiamo il termine di area del varifold ma dobbiamo allora considerare
i punti di bordo anche sulla frontiera di {2, questo poiché altrimenti potremmo
invadere tutto {2 con un reticolo arbitrariamente fitto di rette e ottenere estremo
inferiore uguale a 0. Il fatto che il problema sia ambientato in €2 viene proprio dal
vincolo sul supporto di T'.

Per dimostrare 1’esistenza del minimo anche in questo caso, dobbiamo ripor-
tarci alle ipotesi del teorema di compattezza e questo si ottiene dimostrando una
disuguaglianza isoperimetrica.

LEMMA 3.1. Sia T un 1-varifold Allard in R* avente supporto contenuto in Q.
Allora

(3.1) e (R") < (diam ©)|8T](R").

DIMOSTRAZIONE. Sia z° un punto di Q, la palla chiusa Bg(z°) con R =
diam Q contiene tutto Q. Sfruttando allora la formula 3.2 con il campo g(z) = z—2°
si ottiene

ur(R™) = /divrg(m) dur = —/ < g(z), T > < (diam Q)|6T|(R™)
r Rr
a causa del fatto che la divergenza tangenziale di g vale identicamente uno.

O

Sfruttando il lemma, la dimostrazione segue allora nello stesso modo del funzio-
nale F', come & facile capire.
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