CAPITOLO 1

Richiami di geometria differenziale

1.1. Varieta differenziabili

DEFINIZIONE 1.1.1. Una varieta topologica M di dimensione n & uno spazio topologico di
Hausdorff, a base numerabile e tale che per ogni punto p € M esiste un intorno aperto U C M
di p e un omeomorfismo ¢ : U — € con Q aperto di R”. La coppia (U, ) viene detta carta
coordinata (o carta locale).

DEFINIZIONE 1.1.2. Un atlante di classe C* (C*>) per M & una famiglia di carte coordinate
(Uas¢a), per a € A, tali che la famiglia di aperti U, & un ricoprimento di M e le mappe di
transizione (che sono degli omeomorfismi)

0o 095" 1 03(Ua NUs) = @a(Us N Us)

sono diffeomorfismi di classe C* (C), per ogni «, 8 € A tali che U, NUps # @.

Una carta coordinata (V) si dice compatibile con un atlante di classe C* (C*°) per M se unen-
dola alla famiglia di carte di tale atlante, si ha ancora un atlante C* (C>°) per M.

Un atlante C* (C™) per M si dice massimale se contiene tutte le carte coordinate ad esso compa-
tibili.

Due atlanti C* (C*°) per M si dicono equivalenti se la loro unione & ancora un atlante C* (C*)
per M.

Una struttura differenziale C* (C°°) su M & un atlante massimale C* (C°°) per M.

DEFINIZIONE 1.1.3. Una varieta differenziabile (o differenziale) M di classe C* (C*°) & una
varieta topologica con una struttura differenziale C* (C°).

Rimandiamo al testo di Abate e Tovena [2] per tutto il materiale di questo capitolo, in particolare, per
le definizioni standard e le proprieta delle funzioni C* tra due varieta differenziabili, di spazio e fibrato
tangente e cotangente, di campi vettoriali e 1—forme, del differenziale di una funzione, di campi e 1-
forme coordinati, nonché per le dimostrazioni dei vari risultati solo enunciati. Inoltre, assumeremo una
familiarita del lettore con le strutture topologiche e differenziabili canoniche degli spazi R™,S™, H", RP™
e loro quozienti, dei gruppi GL(n),SL(n), O(n),SO(n), dei prodotti di varieta differenziabili (come il
toro n—dimensionale T® = S x --- x S, n—volte), dei quozienti per I'azione di un gruppo (di Lie) e
degli spazi omogenei, con le nozioni standard di topologia generale (vedi ad esempio [77]) e con i concetti
e risultati di base della topologia algebrica: la teoria dei rivestimenti (differenziali), la classificazione delle
superfici, le basi di omotopia, omologia e coomologia (si veda [153], per esempio).

Scriveremo x* per denotare un sistema di coordinate locali indotte da una carta coordinata (U, ), con
associati campi coordinati 52 (che talvolta denoteremo semplicemente con 0;) e 1—forme coordinate da*.
Se M e N sono due varietd differenziabili, denoteremo con C*° (M) le funzioni C°° a valori reali su M e
con C>°(M, N) lo spazio delle funzioni C*° da M a N.

In tutto il testo, a meno che non sia esplicitamente specificato diversamente, tutte le varieta differen-
ziabili saranno connesse e come tutti gli oggetti che considereremo, saranno di classe C*°. Utilizzeremo
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inoltre la convenzione di Einstein, ossia considereremo sempre sommati gli indici ripetuti, ad esempio

un campo vettoriale X su M si esprimera in coordinate locali come X* 8231.

Ricordiamo che una varieta topologica di Hausdorff a base numerabile & paracompatta (ogni
ricoprimento di M in aperti ammette un raffinamento aperto localmente finito), da cui segue che
ogni varieta differenziabile A ammette partizioni dell’unita C>, cioé se {U, } & un ricoprimento
aperto di M, allora esiste una famiglia di applicazioni p, : M — R di classe C*° che soddisfano:

e 0<pa <1,
supp pa C U,
{supp pa} € un ricoprimento localmente finito di M,
perognip € M,siha )’ pa(p) =1.

1.2. Fibrati e tensori

Dato un fibrato vettoriale 7 : E — B di rango k, indicheremo con I'(E') lo spazio delle sue
sezioni (globali), cioe applicazioni s : B — E di classe C*° tali che 7w o s = Id.
Un fibrato vettoriale 7 : E — B di rango k si dice banale se esiste un diffeomorfismo ¢ : £ —
B x RF tale che 9|,-1() : 7 1(p) = {p} x R* sia un isomorfismo di spazi vettoriali, per ogni
p € B eil seguente diagramma commuti:
m

E B
il)\ /
TB
B x RF

dove 75 denota la proiezione sul primo fattore di B x R*.

E facile vedere che questo & equivalente all’esistenza di k sezioni che per ogni punto di B sono
linearmente indipendenti in 7~!(p). Un riferimento per un fibrato 7 : E — B di rango k su
U C B e una scelta di k sezioni linearmente indipendenti in ogni punto di U, se U = B il
riferimento si dice globale e dunque il fibrato & banale.

DEFINIZIONE 1.2.1. Una varieta differenziabile M e parallelizzabile se il suo fibrato tangente
TM é banale.

Ricordiamo i seguenti fatti:

e Il prodotto di varieta parallelizzabili € una varieta parallelizzabile.

e Ogni varieta differenziabile orientabile di dimensione 3 & parallelizzabile (si veda [26] per il
caso compatto e [216] per quello generale).

e Ogni campo vettoriale su una sfera S?* di dimensione pari ha almeno uno zero, quindi nes-
suna di tali sfere & parallelizzabile [92, Theorem 1.41] (si esibisca per esercizio un campo vet-
toriale mai nullo su ogni sfera di dimensione dispari). In realta le sole sfere parallelizzabili
sono S, S3 e S7 (si veda [40]).

e Itori T" e il gruppo speciale ortogonale SO(n) sono varieta parallelizzabili, per ogni n € N
(cosi come tutti i gruppi di Lie, si veda [2]).

I fibrati vettoriali che incontreremo piti comunemente sono:

o il fibrato tangente 7'M, le cui sezioni sono i campi vettoriali,

o il fibrato cotangente T'M*, le cui sezioni sono le 1-forme,

e il fibrato T M = @ TM*@" T'M, le cui sezioni sono i campi tensoriali (detti anche sem-
plicemente tensori) di tipo (r,s) (r & l'indice di controvarianza e s l'indice di covarianza,
ToM = TM e TP)M = TM*). Definiamo inoltre, per convenzione, 7Y M come il fibrato
banale M x R le cui sezioni sono le funzioni in C*° (M),
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o il fibrato delle k—forme alternanti A*M, le cui sezioni sono le k—forme differenziali,

e il fibrato delle k—forme simmetriche ¥ M.
SeT € I'(T] M), indicheremo con T, il tensore nel punto p € M, elemento dello spazio vettoriale
TrM, = Q°T,M* Q" T,M. Si ha un naturale isomorfismo lineare tra 77 M, e lo spazio delle
mappe multilineari da (7, M)® x (T,M*)" in R. In coordinate locali, un tensore 7" di tipo (r, s) &
allora dato da

o , ) 0
S o2 2 J1 . Js e
T = lel...js dr’"' @ - @ dx’* ® oz SO i
dove 9 o
i1ein i ir
T30y *T(axm""’ axjs’dx Y de ) '

Applicando quanto detto sopra, punto per punto di M, si ha che allora un tensore T' € I'(T7 M)
puod equivalentemente essere visto come un’applicazione

T :T(TM)* x T(TM*)" — C*(M)
che & C°° (M )-multilineare, ossia C*° (M )-lineare separatamente in ciascun argomento.

Piu1 in generale, sia

P:T(TM)* xI(TM*)" — C*(M)
un’applicazione R-multilineare. Diremo che P ¢ tensoriale se € C*°(M )-multilineare. Equiva-
lentemente, P & tensoriale se, per ogni p € M, il valore

P(Xy,...,X5,w1,...,w.)(p)

dipende soltanto dai valori

Xl(p)a s 7X5(p)7w1(p)7 cee 7(‘]7“(17)'

In tal caso, P definisce un campo tensoriale di tipo (r, s).
Dunque ogni tensore & un operatore che rientra nella seguente definizione.

DEFINIZIONE 1.2.2. Un operatore locale su M & una funzione R-multilineare
P:T(Ey) x---xT(Ey) = T(F)

tra gli spazi delle sezioni di fibrati vettoriali 1, ..., E, e F' su M che soddisfa la proprieta che,
se U C M e un insieme aperto dove una delle sezioni s; € I'(E;) @ nulla, si ha che P(s1,...,s;) €
I'(F) & anch’essa nulla in U.

Oltre ai tensori su M, esempi di operatori locali sono gli operatori differenziali a coefficienti
C*° che operano sulle funzioni C*°(R™), viste come sezioni del fibrato banale R” x R. Ovvia-
mente, se abbiamo un operatore locale P : I'(E)) — I'(F) e una sezione s € I'(E) che si annulla
in un punto p € M, non & detto che anche Ps € I'(F') si annulli nello stesso punto: si pensi al
semplice operatore locale “derivata” tra funzioni di R. Questo € invece ovviamente vero se P
e un tensore. Tale proprieta in realta caratterizza gli operatori locali P che sono dei tensori ed
e equivalente alla C*°(M)-linearita, come enunciato nella seguente proposizione, che fornisce
dunque un “test di tensorialita” (si vedano [2, Proposizione 3.2.16] e [92, Proposition 1.114]).

PROPOSIZIONE 1.2.3 (Test di tensorialita). Sia
P:T(TM)* x T(TM*)" — C>(M)
un operatore R—multilineare e locale. Sono equivalenti:
o se uno degli argomenti di P si annulla in un punto p € M, allora
P(Xy,..., Xs,w1,...,w)(p) =0;
e P ¢ C°°(M)-multilineare;
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o P ¢ un tensore di tipo (r, s).

Sui tensori su una varieta differenziabile n—dimensionale M abbiamo le seguenti operazioni
“naturali”:
e Prodotto tensoriale — Dati T' € I'(T{ M) e S € T'(T}P M), il loro prodotto ¢ il tensore T ® S €

F(T;qu M) di componenti, in coordinate locali,

i1.drkio kp gy okl kp
(T® S)jl...jsél...éq =T5 508 0

Questo prodotto (associativo) si estende naturalmente allo spazio
D (1S M)
r,seN
dei tensori su M rendendolo un’algebra bi—graduata, oltre a essere uno spazio vettoriale
reale e un C*°(M)-modulo (cosi come singolarmente tutti gli spazi I'(7, M)).
e Contrazioni — Gli operatori di contrazione ¢? : I'(TT M) — T'(T,~/ M), perp € {1,...,r} e

q € {1,...,s}, sono gli operatori locali definiti in coordinate da
» B eeilp—1 — Z Zl...lp_lllp...lr_l
(CqT)jlmj571 Tj1-~~jq—15jq»--js—1 ’
(=1

per ogni tensore T € I'(T] M).

In particolare, la contrazione ¢} di un tensore 7' di tipo (1,1), che si pud vedere come un
operatore lineare T' : I'(T'M) — I'(T'M), & detta traccia di T (o dell’operatore T') denotata
contrT € C*(M), esplicitamente

trT =clT=>» T}
i=1

o Prodotto interno — Per ogni campo X su M, l'operatore prodotto interno ix : I'(T7 M) —
I[(T7_{M) (con s > 1) & 'operatore locale definito in coordinate da

(xT) 35 = X5
per ogni tensore T' € I'(T7M). Definiamo inoltre, per convenzione, ix7T = 0 per ogni
T € T(TyM).
Si noti che ixT = ¢}(X @ T) e che nel caso particolare in cui 7 = o € ['(T?M), si ha
ixa=cl(X®a)=cllax X).

o Pull-back e push—forward — Data una mappa ¢ : M — N di classe C* tra due varieta diffe-
renziabili M e N, possiamo considerare il pull-back ¢*w € T'(TYM) di un tensore w di tipo
(0,s)su N, con s > 1 (completamente covariante, cioé una s—forma), definito dalla seguente
formula:

(@*w>P(v17 LR US) = Wo(p) (d(pp(vl)v s 7d()0p(’Us))
per ogni p € M e ogni famiglia di vettori vy, ...,v, € T,M.
Inoltre, per ogni f € C°(N) = I'(T{N) (cioé una 0—forma), poniamo ¢* f = f o ¢.
Abbiamo
plaf)=pawy'p
per ogni coppia «, § di forme su N ese ¢ : N — L e di classe C, siha (1) o p)* = ¢* o yp*.
Nel caso la mappa ¢ sia un diffeomorfismo, possiamo estendere ¢* in modo R-lineare a
[(T7N), per ognir, s € N, in modo che le seguenti proprieta siano soddisfatte:
e perogniY € I'(T'N) e per ognip € M siha

(SO*Y)p = d@;(lp) (Ytp(p)) )
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e vale *(T' ® S) = ¢*T ® ¢* S per ogni coppia di tensori 7', S.
Il tensore ©*T € I'(T7 M) si dice pull-back di T € T'(T7 N), per la mappa ¢.
Sempre assumendo che ¢ sia un diffeomorfismo, definiamo poi il push—forward ¢, S di
un tensore S € I'(T7 M) per la mappa ¢ come (¢~ 1)*S € I'(T7 N). Segue dalla definizione

P(T®S) = p.T® .S,

per ogni coppia T', S di tensori su M.
Si osservi che gli operatori ¢* e .. commutano con le contrazioni definite sopra.

OSSERVAZIONE 1.2.4. Se consideriamo due carte coordinate (U,¢) = (U, (z!,...,2™)) e

(U,3) = (U,(@",..., 7)) di una varieta differenziabile M, con U N U # @ e un tensore
T € I'(T7 M), le cui espressioni in tali carte sono date da

0 0

T=Tjjdel @ @de! @ 5 @@ o in U,
T= T gih @ 0 dih ® a;?al ® - ® 62% n T,
poiché si ha » |
%:%a% dmizg; di*

segue che le componenti 7} " e Tg' "', che sono funzioni C* rispettivamente in U e U, sono

legate fra lorosu U N Uda

i 0 3} , _
S T v o i i
Tircal *T(axa‘l""’axjs»dx1,-~-,d:z: )
61 ~Bs il i
- (8x- O .2 O 00 e qidim)
driv 9P dais 9P 9Fer T 9or

9z 0z dar Oz’ ~, .
© Oxdr 7T Qxds 9zon T 9o T PrBe
OSSERVAZIONE 1.2.5. Data una mappa f : M — N di classe C* tra due varieta differen-
ziabili M e N, con carte coordinate (U, ¢) = (U, (z},...,2™)) e (V,¢) = (V,(y',...,y")), ri-
spettivamente attorno ap € M e f(p) € N (a meno di restringere U, possiamo supporre che
f(U)C V), siha

dove abbiamo indicato con f = 1o f o ¢! la funzione f “scritta in coordinate”. Non essendoci
rischio di equivoco (si veda l'osservazione seguente), con un abuso di notazione, in genere il
trattino sopra la funzione f si omette, da cui possiamo scrivere

oft
Oz’

frdyt = da? |
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sottintendendo che stiamo considerando la funzione f tra gli aperti euclidei ¢(U) e (V) e le
forme in coordinate. Analogamente, se f & un diffeomorfismo,

—1

e con la stessa convenzione precedente su f e i campi, possiamo allora scrivere

- (e

OSSERVAZIONE 1.2.6. Data una funzione f € C°°(M), a prima vista sembrerebbe che ci

. 1. . . af S af

possa essere un rischio di equivoco denotando con la scrittura 52+ (p) sia 57 o che 55 (z(p)),
dove abbiamo indicato con f = f o ¢! la funzione f “scritta in coordinate”. Questa & invece
una notazione molto potente, in quanto rende 'operazione “da compiere” intuitiva e il risultato

e lo stesso, poiché infatti ai'i » f= 8’9; (z(p)).

1.3. La derivata di Lie

Le parentesi di Lie (Lie bracket) [X,Y] di una coppia di campi vettoriali X,Y su M sono il
campo vettoriale definito da

XY =X (Y ) = Y(X/)
D0F) L, 0X0)

=X o B
i 0 (. 0f -0 ,Of
= X 172 Y _vyIi_—_ i
X ozt (Y 3xj> Y OxI (X 3:#')
OY7 Of OX' Of
=X'——— Y — =
ozt Ozd Oxd dxt’
per ogni f € C°°(M), da cui, in coordinate locali
; Y 0X?
XY!'=X'—-Y'—.
X, Y] OzJ Oz
Questo prodotto (R-bilineare, non—-associativo e antisimmetrico, in quanto [Y, X] = —[X,Y] e

[X, X] = 0) rende lo spazio I'(T'M) dei campi vettoriali su M un’algebra di Lie (oltre a essere uno
spazio vettoriale reale e un C*° (M )-modulo), cioeé si ha anche l'identita di Jacobi

[X’ [Y,ZH—!—[Y, [va]]+[Z7 [X’Y]]:Oa (1.1)

per ogni terna X, Y, Z di campi vettoriali su M.
Ricordiamo inoltre che se ¢ : M — N e un diffeomorfismo, si ha

[QD*X, ‘P*Y] = Px [Xa Y] . (1.2)

ESERCIZIO 1.3.1. Si mostri che per qualunque coppia di campi coordinati si ha

577 2] =

Definiamo la derivata di Lie LxY di un campo Y rispetto a X come [X,Y’]. Sinoti che Lx :
I[(TM) — I'(I'M) & un operatore lineare e locale, ma non & un tensore di tipo (1, 1), cosi come
non lo & LY, definito da LY (X) = LxY e nemmeno T'(-,-) = [+, -] (che sarebbe di tipo (1, 2), se
fosse un tensore). Si verifichi infatti che Lx, LY e T'(-, -) non sono operatori C*° (M )-lineari.
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DEFINIZIONE 1.3.2. Estendiamo (si provi che tale estensione & ben definita e unica) la deriva-
ta di Lie Ly = [X, -] definita sui campi vettoriali (cioe su I'(7{} M)) a tutta I'algebra dei tensori,
imponendo che tale derivata sia R-lineare e che per ogni coppia 7, s di interi nonnegativi sia
un operatore lineare Lx : I'(T7 M) — I'(T7 M) (si noti che L x mantiene il tipo dei tensori) che
soddisfa:

o Lxf=Xf=df(X) perognifunzione f € C*(M) =T (TYM),

o Lx(T®8)=LxT®S+T® LxS per ogni coppia di tensori T, S
(Lx € una derivazione sull’algebra dei tensori di M),

e Lx och=cho Ly perognicontrazione c
(Lx commuta con le contrazioni).

Segue allora che Lx € un operatore locale.

ESEMPIO 1.3.3. Calcoliamo ad esempio L xw, conw € I'(TY M) = I'(TM*), cioé una 1-forma:
per ogni campo vettoriale Y, si ha

(Lxw)(Y) =ci(Lxw®Y)
=ci(Lx(w®Y)—w®LxY)
=ciolx(w®Y)—c(wa[X,Y])
=Lxoci(w®Y)—w(X,Y])
= X(w(Y)) —w([X,Y]).

Per esercizio, si scrivano le componenti di L xw in coordinate locali.

Si noti che in una carta coordinata si ha
i 0 i 0 i oxk o o0X?
(Lxde) (57) = =o' ([%. 55]) = &' (G5 5r) = T
dunque L _»_dz" = 0.
axzk
ESERCIZIO 1.3.4. Si mostri che se T' € I'(T7 M), allora per ogni X, X;,..., X, € I'(TM) e
wi,...,wp € C(TM*),siha
(LxT)(Xl, N ,Xs,wl,. . .,wr) = X(T(Xl, N ,Xs,wl,. .. ,wr))

- ZT(le"'7Xi—17 [XaXi]aXi-‘rla"'7X37w15"'7w7')
=1

r
- E T(Xl,...,Xs,wl,...,wj_l,Lij,wj_,_l,... ,OJT).
j=1

In particolare, se w € I'(T2M) e X, X1, ..., X sono campi vettoriali,

(Lxw)(Xq,...,Xs) =X(w(X1,...,Xs))

= (X, X XX X, X (1.3)
=1
PROPOSIZIONE 1.3.5. Definendo

[Lx,Ly]=Lx oLy —LyolLx,

si ha la formula “operatoriale”
[Lx,Ly] = Lix,y, (1.4)
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per ogni coppia di campi vettoriali X e Y. Seque dunque,
LL_OLL—LLOLLZL[L_(B]Z(L
ozt

ax? ozl oxd dzt’ dxd

per ogni coppia di campi di una base coordinata locale, per I'Esercizio 1.3.1. Questa formula costituisce
una generalizzazione del teorema di Schwarz in R™.

DIMOSTRAZIONE. L'operatore £ = Lx o Ly — Ly o Lx coincide con Lx yj sulle funzioni
in C*° (M) e sui campi vettoriali, per I'identita di Jacobi (1.1). Si vede inoltre facilmente che
£ commuta con le contrazioni (poiché Lx e Ly commutano con esse) e che € una derivazione
sull’algebra dei tensori di M, infatti

ZLT®8)=(LxoLy —LyoLx)(T®S5)
=Lx(LyT®S+T®LyS)—Ly(LxT®S+T® LxS)
=LxoLly)TRS+LyTRLxS+LxT®LyS+T® (LxolLy)S

—(LyoLx)T®S —LxT® LyS — LyT ® LxS —T® (Ly o Lx)S
=(LxoLly)T®S+T® (LxoLy)S
—(LyoLx)T®S—-T® (LyoLx)S

=2LTRS+TeZLS.
Essendo unica I'estensione degli operatori £ = Ly o Ly — Ly o Lx e Ljx,y], essi coincidono
allora su tutta 1’algebra dei tensori di M, da cui la formula sopra. O

1.4. Forme differenziali

Una k—forma differenziale w su una varieta M di dimensione n & una sezione del fibrato A* M,
sottofibrato di 7)) M, cioe una k—forma (tensore covariante di tipo (0, k)) alternante (o esterna):

W(Xg1)s - X)) = sgn(o) w(Xy,..., Xz),

per ogni famiglia di campi vettoriali X1,..., X} e per ogni permutazione o : {1,...,k} —
{1,...,k}. Indicheremo con Q* M = T'(A¥ M) lo spazio vettoriale delle k—forme differenziali su
M, notando che Q°M = C>(M), Q'M =T(TM*) e che Q*M = 0, se k > n.

OSSERVAZIONE 1.4.1. Formalmente il fibrato delle k—forme alternanti andrebbe denotato con
AxM invece che A¥M, simbolo che andrebbe riservato per il fibrato dei k—vettori alternanti. Si
usa invece generalmente questa notazione a causa dell'importanza estremamente maggiore del-
le k—forme alternanti. Sottolineiamo che comunque le considerazioni di algebra multilineare
che seguono valgono analogamente per i k—vettori alternanti.

Definiamo il prodotto wedge (o prodotto esterno) Adia € Q¥ M e 8 € Q"M come la (k+h)—forma
alternante

(a/\ﬂ)(Xl,...,XHh):ﬁ > sen(0) (@@ B)(Xo()s - s Xo(rsn))

0E€Pk+n
1
= m Z sgn(cr) a(XU(1)7 cee aXa'(k))ﬂ(Xa(k-i-l)a BERE) Xa(k-‘rh)) ;
0EPr4n
dove con Py, abbiamo indicato il gruppo delle permutazioni di {1, ...,k + h}.

In particolare, se « e 8 sono due 1-forme, si ha
(@A B)(X,Y) =a(X)B(Y) — a(Y)B(X).
ESERCIZIO 1.4.2. Siprovichese ay,...,ar € Q'M e X3,..., X} sono campi vettoriali, si ha
(a1 A ANag) (X, ..., Xg) = det[a; (X))
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Il prodotto wedge & un prodotto associativo che si estende naturalmente allo spazio QM =
D cn Q¥ M delle forme differenziali su M rendendolo un’algebra graduata (oltre che uno spa-
zio vettoriale reale e un C°°(M)-modulo) e che soddisfa (anticommutativita)

anf=(=D"BAra,

perognia € Q"M e 8 € Q"M.
Per k € {1,...,n} si puo allora scrivere w € Q¥ M in coordinate locali nei seguenti modi:

w=wi g dr" @ ® da'
1

:Hwil...

- Z wil..iikda:il Ao A dxte 7

1< < <ipg<n

i,cdncil A Adzte

in quanto

Wi (1) o) — Sgn(a) Wiq ...k

per ogni k-upla diindici i1, ...,4x € {1,...,n}, inoltre se tale k—upla contiene un indice ripetu-
tosihaw;,. i =0.

ESERCIZIO 1.4.3. Siano N una varieta differenziabile, ¢ : N — M una mappa di classe C* e
X un campo vettoriale su M. Usando la definizione del prodotto wedge si mostri che

P (aNB) = anp*s e Lx(anp)=LxaANf+aALxf,

per ogni o € QFM e B € Q"M. Segue che Lx & una derivazione sull’algebra delle forme
differenziali di M.

ESERCIZIO 1.4.4. Si mostri che
ix(anB)=ixaAB+(—1)Fanixp,
perognia € QFMe 3 € Q" M.

DEFINIZIONE 1.4.5. Una k—forma simmetrica w su una varieta M di dimensione n & una se-
zione del fibrato X¥ M, sottofibrato di 7 M, cioé una k—forma (tensore covariante di tipo (0, k))
che soddisfa

w(XU(l), ce ,Xo(k)) = w(Xl, .. .,Xk) 5

per ogni famiglia di campi vettoriali X1,..., X} e per ogni permutazione o : {1,....k} —
{1,...,k}. Indicheremo con S¥* M = T'(X*¥ M) lo spazio vettoriale delle k~forme simmetriche su
M, notando che S°M = C*°(M), S'M = I'(TM*). Poniamo inoltre SM = @, .y S¥ M.

ESERCIZ10 1.4.6. Si considerino gli operatori lineari che operano sulle k—forme w come segue:

1
Sym(w)(X1, ..., Xk) = 5 > WXy Xo) €SFM,

" oEPy
1
Ant(w)(Xq, ..., Xg) = o Z sgn(o) w(Xoay, - Xow)) € QF M
' o E€Pk

e si mostri che sono I'identita rispettivamente sulle k~—forme simmetriche e sulle k-forme diffe-
renziali.
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ESERCIZIO 1.4.7. Notando il legame esistente tra il prodotto wedge e 1'operatore Ant, si
definisca, analogamente al prodotto wedge, il prodotto simmetrico ® dia € S*M e 3 € S"M e
si noti che esso permette di definire un prodotto associativo e commutativo che rende lo spazio
SM delle forme simmetriche su M un’algebra graduata (oltre che uno spazio vettoriale reale e
un C'*°(M)-modulo) su cui la derivata di Lie & una derivazione.

ESERCIZIO 1.4.8. Simostriche sew € S*M, le sue componenti in coordinate locali soddisfano
Wiy (1yomigy = Wiy...iy, PEr ogni scelta di indici iy, ..., i) € {1,...,n}. Sidiscuta poi la possibile
definizione di tensori simmetrici e antisimmetrici generali 7' € I'(T7 M).

OSSERVAZIONE 1.4.9. Se w & una 2-forma, in coordinate locali si ha

wij + Wy

Sym(w) = (w;; dz’ ® da? + wy; da’ ® da?) /2 = da' @ da’

Si puo quindi sempre “decomporre” w nella sua parte simmetrica Sym(w) e antisimmetrica Ant(w)
la cui somma & w, cioe w = Sym(w) + Ant(w).

DEFINIZIONE 1.4.10. Su ogni spazio di forme differenziali Q*M si definisce (unicamente)
l'operatore locale differenziale esterno d : QM — QF+11M tale che:

e perogni f € Q"M = C>(M) si ha che df ¢ il differenziale della funzione f (che & una
1-forma, cioe un elemento di Q' M = I'(TM*)),

e d>=dod=0,

e sihad(aAB)=daAB+ (—1)*aAdB, perognia e Q*Me e QM.

In coordinate locali, si ha
1<i < <ip<n
- > dwi, i Nz Ao Ada'™
1<iy < <in<n

ESEMPIO 1.4.11. Calcoliamo ad esempio dw per la 1-forma differenziale w = w;dz": per ogni
coppia di campi vettoriali X,Y’, si ha

dw(X,Y) =d(w;dz")(X,Y)
= (dw; A dz*)(X,Y)
= dw;(X)dz' (V) — dw;(Y)dz*(X)
=Xw; V" - Yw X*
= X (w; V) = Y(wiX?) —w; XY + w; Y X°
=XwY)-Yw(X)-w(X,Y)]).
Per esercizio, si scrivano le componenti di dw in coordinate locali.

PROPOSIZIONE 1.4.12. [l differenziale esterno soddisfa le sequenti proprieta:

o per ogni mappa @ : M — N di classe C>°, si ha ¢* od = d o ¥,
o per ogni campo vettoriale X si ha

Lxod=doLx e Lx =doix +ixod.
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DIMOSTRAZIONE. Per le funzioni, la prima formula segue dalla regola della catena, infatti

@ (df) = d(f o ) = d(¢" ).

I primo punto della proposizione segue allora dalla prima formula nell’Esercizio 1.4.3 e dalla
seconda e terza proprieta nella definizione del differenziale esterno, considerando coordinate
locali e argomentando per induzione sul grado delle forme (lo si provi per esercizio).

La prima formula al secondo punto ¢ conseguenza immediata della seconda e della proprieta
d? =0.

La seconda formula si mostra facendo vedere che i due operatori locali Lx e doix +ix od
coincidono sulle funzioni C*° e sulle 1-forme e che sono entrambi derivazioni sull’algebra delle
forme differenziali di M (si vedano gli Esercizi 1.4.3 e 1.4.4), dunque coincidono su tutta tale
algebra, argomentando per induzione sul grado delle forme (una volta scritte in coordinate

locali). O
ESERCIZIO 1.4.13. Si mostri che se w € QM e X, X1, ..., X} sono campi vettoriali, si ha
k
dw(Xo, X1, .., Xi) = Y (1) Xi(w(Xo, ..., Xi,..., X))
i=0
+ 3 (DX, X, Xo, - Xy X X,
0<i<j<k

dove il simbolo X; indica I'assenza di tale campo dagli argomenti di w.

DEFINIZIONE 1.4.14. Una varieta differenziabile si dice orientabile se ha un atlante di carte
coordinate tale che gli jacobiani delle mappe di transizione (che non si annullano mai) sono
positivi, tale atlante si dice allora orientato. Due atlanti orientati sono equiorientati se la loro
unione e sempre un atlante orientato. Una orientazione di M ¢ una classe di equivalenza di
atlanti orientati con tale relazione di equiorientazione. Una varieta munita di un’orientazione &
detta orientata.

Si pud mostrare che ogni varieta orientabile e connessa ha esattamente due possibili orienta-
zioni e che una varieta non orientabile ha un rivestimento (differenziale) canonico di grado due
che e una varieta orientabile, si veda la discussione prima della Proposizione 3.25 in [117]. Ri-
cordando che ogni rivestimento (connesso) di uno spazio topologico semplicemente connesso &
un omeomorfismo, segue che ogni varieta differenziabile semplicemente connessa & orientabile.

DEFINIZIONE 1.4.15. Diremo che un diffeomorfismo f : M — N tra due varieta differenzia-
bili e orientate preserva I'orientazione (& orientation—preserving) se ’atlante immagine (f(Ua), pa ©
f~1) dell’atlante orientato (Uy, ¢, ) di M e I'atlante orientato di N sono equiorientati. Vicever-
sa, diremo che f non preserva I'orientazione (& orientation—reversing) se tale atlante immagine e
l'atlante che definisce l'orientazione opposta di [NV sono equiorientati.

ESERCIZIO 1.4.16. Si provi che un diffeomorfismo f : M — N preserva l'orientazione se e
solo se in carte coordinate (U, ¢) di M e (V, %) di N, appartenenti a rispettivi atlanti orientati e
per cui lamappa ¢ o fo o=t : p(U) — (V) sia ben definita, ha jacobiano positivo. Viceversa,
tale jacobiano € negativo se e solo se f & orientation reversing.

Cio6 chiaramente mostra che la definizione precedente € ben posta.

DEFINIZIONE 1.4.17. Una forma di volume su una varieta differenziabile M di dimensione n &
una n—forma differenziale mai nulla w € Q™ M.

Si osservi che se w e w’ sono due forme di volume su M, allora esiste una funzione f €
C*°(M) mai nulla tale che v’ = fw.
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PROPOSIZIONE 1.4.18. Sia M una varieta differenziabile connessa, n—dimensionale. Sono equiva-
lenti:

o M ¢ orientabile,
o esiste una forma di volume su M,
o il fibrato A™ M é banale.

Sia ora w € Q"M con supporto compatto contenuto in U C M aperto, dove (U, ¢) & una
carta coordinata, ¢ : U — R", appartenente a un atlante orientato della varieta differenziabile
n—dimensionale orientata M. Segue che

(™ Y)'w=fdz* A- - Ada"

& una n—forma differenziale su R™ (una volta estesa a zero fuori da ¢(U)), per una certa funzione
f:R™ — R di classe C* a supporto compatto. Definiamo allora

/w: fdzt---da™,
M Rn

che si vede facilmente essere indipendente dalla carta coordinata scelta (contenente il supporto
di w) dell’atlante orientato (lo si provi per esercizio).

Nel caso generale, se w & una n—forma differenziale con supporto compatto, consideriamo una
partizione dell’'unita {p, : M — R} associata a un ricoprimento in aperti coordinati {U,}
dell’atlante orientato di M e definiamo

Si mostra allora che questo integrale & indipendente dalla particolare partizione dell’unita e
dall’atlante orientato che si sono scelti.

OSSERVAZIONE 1.4.19. Se si considera un atlante orientato che induce la stessa orientazione
su M, l'integrale f uwe invariato, mentre cambia segno se consideriamo un atlante orientato
che induce su M 'orientazione opposta.

Le forme differenziali w tali che dw = 0 sono dette chiuse, mentre quelle per cui esiste una
forma differenziale « tale che da = w, esatte. Per la proprieta d*> = 0 del differenziale esterno,
che implica che ogni forma esatta e chiusa, la seguente definizione é ben posta.

DEFINIZIONE 1.4.20 (Gruppi di coomologia di de Rham). Il k—esimo gruppo di coomologia di
de Rham e definito come lo spazio vettoriale reale (quoziente)

Hip(M) = {we Q"M : dw=0}/d0" 1M,

perognik € N,conk > 1.

Ponendo Q~'M = 0, siha H),(M) = {f € C°(M) : df =0}, cioe le funzioni C> localmente
costanti, spazio vettoriale isomorfo a R™, con m € N il numero delle componenti connesse di
M. Notiamo inoltre che H%,(M) = 0 se k > n, dove n & la dimensione della varieta M.

La dimensione by, (M) dello spazio vettoriale reale H%, (M) & detta k—esimo numero di Betti di M.

In R" si ha H),(R") = Re Hf,(R™) = 0, per ogni k € N con k > 1. Pit1 in generale, si ha
il seguente risultato (si veda [2, Sezione 5.3]) e relativo corollario, che segue dal primo punto
della Proposizione 1.4.12.

TEOREMA 1.4.21 (Lemma di Poincaré). Sia U un aperto stellato di R™ e w € QFU, con k > 1,
chiusa. Allora esiste o« € QF~1U tale che dov = w, cioe HXp(U) = 0 (ogni forma differenziale chiusa su
U é esatta).
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COROLLARIO 1.4.22. Per ognip € M, c’é un intorno aperto U di p in M tale che se w € QFU, con
k > 1, ¢ chiusa, allora esiste o € QF1U tale che do = w. In altre parole, ogni forma chiusa su M e
localmente esatta.

OSSERVAZIONE 1.4.23. Si pud mostrare che gli spazi vettoriali H5; (M) sono degli invarianti
topologici di M e che se M e una varieta differenziabile n—dimensionale, compatta, connessa
e orientabile, si ha H}},(M) = R. Se M e orientabile e non compatta oppure non orientabile,
H}n(M) = 0 (si veda [2, Corollario 5.6.9]). Inoltre, se M & semplicemente connessa, si ha
H}p(M) = 0. Menzioniamo infine che HY.(S™) = 0 per k # 0, n, si veda [2, Esempio 5.3.7].

OSSERVAZIONE 1.4.24. Se M ha numeri di Betti finiti (in particolare, se M & compatta), si
dimostra che la caratteristica di Eulero—Poincaré (si veda [153], per esempio), che € un invariante
topologico di M, e data da

X(M) = bo(M) = by (M) + - -+ + (=1)"bn(M).
Nel caso speciale di una superficie compatta, connessa e orientabile .S, si ha by(S) = b2(S) =1,
dunque X(S) = 2 — b1(S). Valendo X(5) = 2 — 2¢(S), dove g(S5) ¢ il genere di S (il numero di
“buchi”), abbiamo che la dimensione b;(5) di H}(S) & uguale a due volte g(S). Per esempio,
H}L(S*) =0e Hip(T) = R?, dove T = T? = S' x S* ¢l toro (la sfera ha genere zero e il toro
uno).

—_— ;\\ -

FIGURA 1.1 Superfici di genere 0, 1, 2 e 3.

1.5. Campi vettoriali e flussi

Dati un campo vettoriale X e un punto p di una varieta differenziabile n—dimensionale M,
possiamo considerare il problema di Cauchy

{'V(t) = X'y(t)
7(0) =p

per una curva v : I — M, su un intervallo I C R contenente 0. Una tale curva + si dice curva
integrale di X uscente da p.

Argomentando in carte locali con il teorema di esistenza e unicita (e di dipendenza C*°) delle
soluzioni delle equazioni differenziali ordinarie (si veda [175]), si mostra che tale problema ha
sempre una soluzione C* (unica) v, : I, = M in un intervallo aperto I, C R “massimale”,
che dipende in modo C'*° dal punto p e dal campo X. Inoltre si verifica una e una sola delle
seguenti situazioni: v, & costante, o € iniettiva, oppure e periodica non costante.

Detta D C M x R l'unione degli insiemi {p} x I, al variare di p in M, si mostra che D & un
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aperto di M x R contenente M x {0}, dunque per ogni (po,?o) € D esistono un intorno aperto
U di pg in M e un intervallo aperto I C R contenente ¢, tali che per ogni ¢ € U le soluzioni ~,
sono definite in I (almeno).

La mappa 6 : (q,t) € D + ~4(t) € M si dimostra essere C*° ed & chiamata flusso locale o
semplicemente flusso di X. Nel caso in cui D & M x R la chiameremo invece flusso globale di X.
Se la varieta M e compatta o se il campo X & a supporto compatto, & facile vedere che il flusso
di X e globale.

Per ogni ¢t € R tale che l'insieme aperto D; = {p € M : t € I} sia non vuoto, I'applicazione
0; : Dy — D_, data da 6,(p) = 6(p,t) & un diffeomorfismo con inversa 6_;, 6y = Id, inoltre se
¢ ben definita la composizione 0, o 6y, il suo dominio & contenuto (in generale strettamente) in
Dy, pesudiessovale ;060 =0 4.

La famiglia di funzioni 6, & chiamata gruppo locale ad un parametro di X, sebbene in generale non
sia un gruppo a meno che il flusso non sia globale. In quest'ultimo caso chiameremo 6; gruppo
ad un parametro di X.

PROPOSIZIONE 1.5.1. Se ¢ : M — N é un diffeomorfismo e X un campo vettoriale su M con
gruppo locale ad un parametro 0, allora ¢ o 0, o o= & il gruppo locale ad un parametro di p. X.

Si puo dimostrare la seguente relazione (1.5) con la derivata di Lie che ne giustifica il nome,
essendo dunque un modo di “derivare” un campo nella direzione di un altro. Sfortunatamen-
te, la mancanza della C°°(M)-linearita di (X,Y) — LxY = [X,Y]in X (e l'indipendenza
dalla “struttura metrica” che andremo a considerare sulle varieta, essendo infatti la derivata
di Lie legata solo alla struttura differenziale) non la rende lo strumento adatto alla geometria
riemanniana, quanto invece la derivata covariante che introdurremo nel Capitolo 3.

PROPOSIZIONE 1.5.2. Siano X e'Y due campi vettoriali su M e 8, il gruppo locale ad un parametro
di X, allora
d

Z(0.Y),| = -1x.Y], (15)

t=0
perognip € M.

ESERCIZIO 1.5.3. Sia X un campo vettoriale su M e ¢, il gruppo locale ad un parametro di
X.SeT e I'(T7 M), si mostri che

d
Z(0..7),| _=-LxT,

P ‘t:O
per ognip € M.

Inoltre, si pud mostrare che i flussi locali associati a due campi vettoriali X, Y, rispettivamen-
te 0, e 05, commutano fra loro (cioe 6; o o5 = 0, 0 04, per ¢, s in un intorno di 0 € R) se e solo se
[X,Y] = 0 localmente (si veda [2, Proposizione 3.7.3]).

1.6. Sottovarieta

DEFINIZIONE 1.6.1. Diremo che una mappa f : M — N & un’immersione se il differenziale
dfp : Ty,M — Ty, N € iniettivo per ogni p € M. Se inoltre f & un omeomorfismo con la sua
immagine f(M) C N (quindi ¢ iniettiva), diremo che f & un embedding. Infine, diremo che f &
una sommmersione se il suo differenziale e surgettivo in ogni punto (talvolta, in tale caso, N si dice
base e M spazio totale).

Argomentando in carte locali, si pud vedere facilmente che localmente un’immersione f :
S — M e sempre un embedding. Inoltre, se f & iniettiva e propria (la controimmagine di ogni
compatto e compatta) € un embedding (globale). Cio & sempre vero se S € compatta. Si mostrino
queste affermazioni per esercizio.
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OSSERVAZIONE 1.6.2. Sinoti che una curva~ : I —+ M, con I C R & un’immersione se e solo
se ¥ = d(01) non si annulla mai. In tale caso si dice che la curva e regolare.

Introduciamo ora le mappe a rango costante e il pitt importante teorema che le riguarda,
conseguenza del teorema della funzione inversa. Nel seguito, utilizzeremo tale teorema per
munire le immagini di embedding oppure di immersioni iniettive di un’opportuna struttura
differenziale.

DEFINIZIONE 1.6.3. Sia f : M — N una mappa C'™ tra due varieta differenziabili. Il rango di
finp € M eil rango del differenziale df, : T,M — Ty, N.

TEOREMA 1.6.4 (Teorema del rango). Siano U C R™ eV C R™ apertie f : U — V una mappa
di rango costante k > 0. Allora per ogni p € U, esistono una carta coordinata (U, ) per R™ centrata
in p e una carta coordinata (Vy, 1) per R™ centrata in f(p), con Uy C U e f(Uy) C Vo C V, tali che

Yo fop b, ... b 2R 2™ = (2t ... 2% 0,...,0)
e (f(Uo)) = (Vo) N (R* x {0} x -+ x {0}).

COROLLARIO 1.6.5. Siano M una varieta differenziabile m—dimensionale e N una n—dimensionale
e f+ M — N una mappa di rango costante k > 0. Allora per ogni p € M, esistono una carta coordinata
(U, @) di M centrata in p e una carta coordinata (V,v) di N centrata in f(p), con f(U) C V, tali che

Yofop Nat, ... aF 2 2™ = (2',...,2%,0,...,0)

e(f(U)) = (V)N (RF x {0} x - -+ x {0}). In particolare,

o se f: M — N eun'immersione (quindi di rango costante m < n), per ogni p € M, esistono una
carta coordinata (U, ) di M centrata in p e una carta coordinata (V,v) di N centrata in f(p), con
f(U) CV, tali che

Yofop tat ... 2™) = (2},..., 2™ 0,...,0)
ep(f(U)) = (V) N (R™ x {0} x --- x {0}),
o se f: M — N éuna sommersione (quindi di rango costante n < m), per ogni p € M, esistono una

carta coordinata (U, p) di M centrata in p e una carta coordinata (V,+) di N centrata in f(p), con
f(U) CV, tali che

Yo fop tat ... a2t 2™ = (2h, ..., 2").

ESERCIZIO 1.6.6. Simostrichese f :.S — M e un embedding di una varieta k~—dimensionale
S in una varietd n-dimensionale M e p € f(S), esiste una carta coordinata (V) di M centrata
in p, tale che

BFS)NV) = {o € p(V) CR™ : oFHl = ... =47 =0}

In particolare, (f(S)NV, moy)|(s)nv) € una carta coordinata per f(S) in p (nella topologia indotta
su f(S) da M), dove 7 : R* — R* ¢ la proiezione ortogonale sulle prime k componenti di R™. Si
concluda dunque che & possibile munire f(S) di una struttura differenziale (unica) rispetto alla
quale f : S — f(S) e un diffeomorfismo e per la quale ¢ : f(S) — M & un embedding.

ESERCIZIO 1.6.7. Usando il fatto che localmente ogni immersione € un embedding e ragio-
nando localmente come nell’Esercizio 1.6.6, si mostri che se f : S — M & un’immersione iniet-
tiva, allora & possibile ottenere una struttura differenziale di f(.S) (unica) rispetto alla quale
f:S8 = f(S) e un diffeomorfismo e per la quale ¢ : f(S) — M & un’immersione.

Essendo f : S — f(S) un diffeomorfismo in entrambi i due casi considerati in questi esercizi,
la struttura differenziale che si ottiene su f(S) coincide con quella data dalle carte (f(U),¢ o
flg™ "), dove con (U, ¢) indichiamo le carte coordinate dell’atlante di S. La differenza & che nel
primo caso gli aperti delle carte coordinate sono dati da restrizioni degli aperti delle carte di M,
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mentre nel secondo da questi ultimi intersecati con le immagini degli aperti di S per la mappa f,
infatti in questo caso potrebbero esserci punti p € f(5) tali che non esista una carta coordinata
(V,4) di M centrata in p, tale che

Y(FO)NV)={zep(V)CR" : gFtl =... =z" =0}

(si veda la Figura 1.2). Questo implica che nel caso di un embedding, la topologia su f(.5)
ottenuta per immagine diretta della topologia di S mediante f e la topologia indotta da M
coincidono. Invece, nel caso di un’immersione iniettiva che non sia un embedding, la topologia
su f(S) e strettamente pit1 fine di quella indotta da M (la mappa inclusione & continua). In
particolare, la mappa f non & un omeomorfismo tra S e f(S) con la topologia indotta.

DEFINIZIONE 1.6.8. Una sottovarieta (regolare) S di una varieta differenziabile M & un sottoin-
sieme di M con una struttura di varieta differenziabile tale che 'inclusione ¢ : S — M sia un
embedding.

Una sottovarietd immersa & 'immagine f(S) di una varieta differenziabile S via un’immersione
injettiva f : S — M, con la struttura indotta discussa nell'Esercizio 1.6.7. Nel seguito, nel caso in
cui 'immersione iniettiva sia rilevante, diremo (con un abuso di notazione) che f : S — M é una
sottovarieta immersa, altrimenti parleremo di una sottovarieta immersa S C M, sottintendendo
che I'immersione e data dalla mappa inclusione ¢ : § — M.

La differenza tra la dimensione di M e di S & detta codimensione di S in M. Una sottovarieta
(immersa) di codimensione uno & detta ipersuperficie (immersa).

OSSERVAZIONE 1.6.9. Segue ovviamente dalla definizione che ogni sottovarieta & una sotto-
varieta immersa. Inoltre, dall’Esercizio 1.6.6 possiamo concludere che le immagini di embed-
ding, con la struttura differenziale ivi introdotta, sono sottovarieta. Dunque, se f : S — M e
un’immersione (anche non iniettiva), per ogni punto p € S esiste un intorno aperto U C S dip
tale che f(U) & una sottovarieta di M.

Per I'Esercizio 1.6.6, una sottovarieta k—dimensionale S C M di una varieta differenziabile
M di dimensione n, ammette nell'intorno di ogni suo punto p € S una carta ottenuta da una
della varieta ambiente, cioé esiste una carta coordinata (V,+) di M centrata in p € V, tale che

P(SNV)={zcyp(V)CR" : "l =... =27 =0}

e (SNV,mo|sny) € una carta coordinata per S in un intorno di p, dove 7 : R* — RF &
la proiezione ortogonale sulle prime & componenti di R”. La carta (V,+) di M si dice che &
adattata alla sottovarieta S. Un atlante di M costituito da carte che se intersecano la sottovarieta
S allora sono adattate, si dice adattatoa S.

OSSERVAZIONE 1.6.10. La discussione fatta in precedenza sulla differenza tra embedding e
immersioni iniettive si applica chiaramente alle sottovarieta. Vediamo nella figura che segue
una curva v : R — R? che nel primo caso & un’immersione non iniettiva, nel secondo un’im-
mersione iniettiva ma non un embedding e nel terzo un embedding. Negli ultimi due casi la
sua immagine ¢ dunque rispettivamente una sottovarieta immersa (ma non una sottovarieta) e
una sottovarieta di R%.
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FIGURA 1.2

Si noti come nel secondo caso la topologia di v(R) data dalla sua struttura differenziale & piti
fine di quella indotta da M (si considerino gli intorni del punto dove la curva si avvicina a se
stessa nelle due topologie).

ESERCIZIO 1.6.11. Sia f : M — N una mappa C*° tra due varieta differenziabili. Se S & una
sottovarieta oppure una sottovarieta immersa di M, allora segue facilmente che f|g : S — N
& ancora una mappa C*°. Se S @ invece una sottovarieta immersa di N tale che f(M) C S e
f:M— S & continua, utilizzando il Corollario 1.6.5, si mostri che f:M— S & ancora una
mappa C. In particolare se S & una sottovarieta di N tale che f(M) C S, allora f : M — S &
una mappa C°.

Se S € una sottovarieta di una varieta differenziabile M e p € S, il differenziale di,, : T),S —
T, M realizza T,,S come il sottospazio vettoriale di,(7,S) di T,M. Analogamente, per una sot-
tovarieta immersa, se abbiamo un’immersione iniettiva f : S — M, il differenziale df, : T,,5 —
Tt M identifica T},S con il sottospazio vettoriale df,(T,S) di T, M (identificheremo anche
il tangente T,y f(S) di f(S) in f(p) con il sottospazio vettoriale df,(71},S) di T,y M). Infine,
anche per un’immersione non necessariamente iniettiva f : S — M, per I'Osservazione 1.6.9, il
differenziale df, : T,S — Ty(,)M identifica T),S con il sottospazio vettoriale df,(1,S) di Ty, M,
perognip € S.

ESERCIZIO 1.6.12. Si mostri che, con I'identificazione tra i tangenti di cui sopra, se S & una
sottovarieta di M e X,Y sono campi vettoriali su S che localmente si estendono a campi X,Y

su M, siha [X,Y]S = [X,Y]™ in ogni punto di S. Si provi che lo stesso vale nel caso in cui S
sia una sottovarieta immersa di M.

DEFINIZIONE 1.6.13. Sia f : M — N una mappa C tra due varieta differenziabili. Un
punto p € M si dice punto critico di f se il differenziale df, : T,M — Tj(,)N non & surgettivo.
Un valore critico di f € 'immagine di un punto critico, un valore regolare & un punto di N che non
& un valore critico. Indichiamo con Crit(f) I'insieme dei punti critici di f. Infine, un insieme di
livello di f & un sottoinsieme di M della forma f~!(q),conq € f(M) C N.

Chiaramente, se N = R, i punti critici di una funzione f € C*°(M) sono quelli dove df si
annulla.

PROPOSIZIONE 1.6.14. Sia f : M — N una mappa C* tra due varieta differenziabili con dim M =
n+k>n=dmN. Allora:
e perogni g € f(M) l'insieme M, = f~1(q) \ Crit(f) e una sottovarieta di dimensione k di M. In
particolare, se q & un valore regolare allora f ~1(q) e una sottovarieta k-dimensionale di M,
e se p € M, lo spazio tangente di M, in p coincide con il kernel di df,. In particolare, se N = R™
e f € C®°(M;R"), allora lo spazio tangente di M, in p e dato dai vettori X,, € T,M tali che
X, ft=0perogniie {1,...,n}

ESERCIZIO 1.6.15. Si mostri che se f € C*°(R") e ¢ € R & un valore regolare, allora f~!(gq) &
un’ipersuperficie orientabile di R™.
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TEOREMA 1.6.16 (Teorema di Whitney — 1935). Ogni varieta differenziabile di dimensione n ha
un embedding proprio in R*"+1,

OSSERVAZIONE 1.6.17. Nel 1944 lo stesso Whitney ha mostrato che I'embedding si puo ave-
re anche in R?" [217] (la differenza rispetto al teorema precedente & che in R?"*! si puod anche
richiedere che I'embedding sia proprio, cioé che la controimmagine di ogni compatto sia com-
patta). Inoltre, se n > 1, ogni varieta differenziabile di dimensione n ammette un’immersione
(non necessariamente iniettiva) in R?"~! [218] e quindi anche in S*"~1.

Risultati successivi mostrano che, se n > 1 e la varieta & compatta e orientabile, si ha un
embedding in R?"~1; si veda per esempio [192] e anche [2, Sezione 2.8].

ESERCIZIO 1.6.18. Si mostri che la mappa da S? C R? in R* data da

(@,9,2) = (2% — ¢, 2y, 22,2)
induce un embedding del piano proiettivo RP? (visto come quoziente di S?) in R*.

1.7. 1l teorema di Frobenius

Supponiamo di avere un riferimento Xy, ..., X, locale del fibrato tangente 7'M in un aperto
U C M. Fissato un punto p € U non & difficile trovare una carta coordinata (W, ¢) tale che
X; = 22 nel solo punto p (lo si provi per esercizio). Niente garantisce invece che si possa avere
X; = 52 su tutto il dominio di una carta, infatti in generale cid non & possibile. Vale il seguente
risultato [2, Teorema 3.7.4].

PROPOSIZIONE 1.7.1. Sia X1,...,X,, un riferimento locale del fibrato tangente T M in un aperto
U C M. Allora per ogni punto p € U esiste una carta locale (W, @) centrata in p tale che X;|w = %,
perognii € {1,...,n}, seesolose [X;,X;]=0inU, perognii,j € {1,...,n}

Un campo vettoriale mai nullo su M determina un sottospazio unidimensionale dello spazio
tangente in ogni punto della varieta, dunque le sue curve integrali, che hanno derivata mai
nulla, individuano delle sottovarieta immerse unidimensionali di M che in ogni punto hanno
come spazio tangente tale sottospazio. Il teorema di Frobenius generalizza questo risultato a
una scelta in ogni punto di M di un sottospazio k-dimensionale dello spazio tangente.
Riferimenti principali per questa sezione sono [2, Sezione 3.7] e [213].

DEFINIZIONE 1.7.2. Sia M una varieta differenziabile di dimensionen esial < k < n. Una
distribuzione di rango k su M & un sottoinsieme D C T'M tale che:

e per ogni p € M l'insieme D, = DN T,M ¢ un sottospazio vettoriale di 7}, M di dimensione
k,

e per ogni p € M esistono un intorno aperto U di p e dei campi vettoriali X1, ..., X) su U tali
che D, = ((X1),,---,(Xk),) per ogniq € U (tale famiglia di campi ¢ detta riferimento locale
per D).

In altre parole, una distribuzione & una scelta C*° di un sottospazio vettoriale k—dimensionale
di T), M per ogni punto p € M.

DEFINIZIONE 1.7.3. Data una distribuzione D su M, diciamo che un campo vettoriale X su
un aperto U C M giace su D se X, € D, perognip € U.
Una distribuzione D si dice involutiva se [ X, Y] giace su D per ogni coppia di campi vettoriali X
eY di M che giacciono su D.

ESERCIZIO 1.7.4. Data una distribuzione D di rango k, utilizzando le proprieta delle paren-
tesi di Lie, si mostri che D ¢ involutiva se e solo se per ogni punto p € M esiste un suo intorno
aperto U e un riferimento locale X1, ..., X} per D su U, tale che [X;, X;| € un campo vettoriale
che giace su D, perogni i,j € {1,...,k}.
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ESEMPIO 1.7.5. Non tutte le distribuzioni sono involutive: consideriamo per esempio M =

R? con le coordinate (z,v, 2) e i campi vettoriali linearmente indipendenti su tutto R?

0 0 0

=— -y e Y =—.

or yaz oy
Allora X e Y definiscono una distribuzione di rango 2 data da D, = (X,,,Y,,), per ogni p € R3.
Per costruzione entrambi X e Y giacciono su D, tuttavia [X,Y] = % non e combinazione lineare
di X e Y, di conseguenza non giace su D e la distribuzione non ¢ involutiva.

DEFINIZIONE 1.7.6. Sia D una distribuzione di rango k¥ su M. Una sottovarieta immersa
f(S) € M di dimensione k, datada f : S — M, tale che df,(T,,S) = Dy, per ogni p € S, si dice
sottovarieta integrale di D. La distribuzione D si dice integrabile se ogni punto p € M & contenuto
in una sottovarieta integrale di D.

PROPOSIZIONE 1.7.7. Ogni distribuzione integrabile é involutiva.

Le sottovarieta integrali generalizzano le curve integrali gia viste per i campi vettoriali, che
rappresentano distribuzioni di rango 1 (se non si annullano mai). Vedremo che come le curve
integrali anche le sottovarieta integrali connesse massimali sono a due a due disgiunte.

DEFINIZIONE 1.7.8. Sia D una distribuzione di rango k su M. Una carta coordinata (U, ¢)
con ¢ = (z!,...,2") si dice piatta per D se D, = (32 P 8%]})), per ogni p € U e inoltre
o (U)=9Q" xQ",dove Q' & un aperto di R* e Q" & un aperto di R"*.
Gli insiemi della forma

{peU : " (p)=cry1,....2"(p) = cn}
con (Cgy1,---,cn) € Q' fissati si dicono slice.

DEFINIZIONE 1.7.9. Una distribuzione D si dice completamente integrabile se per ogni p € M
esiste una carta locale (U, ¢) centrata in p e piatta per D.

E facile vedere, usando carte coordinate piatte, che ogni distribuzione completamente inte-
grabile ¢ integrabile, infatti le slice sono varieta integrali. Abbiamo dunque che

completamente integrabile = integrabile = involutiva,

il teorema di Frobenius afferma che in realta queste tre proprieta sono equivalenti.

TEOREMA 1.7.10 (Teorema di Frobenius). Ogni distribuzione involutiva é completamente inte-
grabile. Segue che se D C T'M e una distribuzione involutiva di rango k su M, allora per ogni punto
p € M passa un’unica sottovarietd integrale connessa massimale N, di D, ovvero ogni altra sottovarieta
integrale connessa contenente p é contenuta in N,

OSSERVAZIONE 1.7.11. In vari testi, per esempio [2, Teorema 3.7.11], il teorema di Frobenius
si ottiene come conseguenza della Proposizione 1.7.1, dimostrata indipendentemente. In [213] si
ha una dimostrazione diretta del teorema di Frobenius, che implica la Proposizione 1.7.1, come
mostreremo nell’Osservazione 1.7.13.

Il teorema di Frobenius e utile per cercare soluzioni (locali) non banali » : ¢ — R di sistemi
di equazioni differenziali alle derivate parziali del prim’ordine, come ad esempio il seguente,

: U
A (x) g () =0
in un aperto 2 C R", per k € {1,...,m} con m < n, con coefficienti A}, € C>(Q2). Infatti,
supponiamo che i campi X;, = A%0; generino una distribuzione D di rango costante in (2.
Abbiamo due casi:
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e La distribuzione D & involutiva e in tal caso poniamo D’ = D e d uguale al rango di D,
oppure esistono altri campi X, = A}9; su ), perk € {m+1,...,¢}, tali che la distribuzione
D’ generata da tutti i campi X}, & involutiva e ha rango d < n. In tal caso, esiste una carta
coordinata (U, ¢), con ¢ = (y',...,y"), tale che le varieta integrali di D’ sono date da

{x eU: yd+1(33) = Cd+1,yd+2(37) = cay2,..,y"(T) = Cn}

per delle costanti c441,. .., cp. E allora facile vedere che in tali coordinate, ogni funzione
della forma u = F(y4*t!,... y™) & una soluzione del sistema.

e Se la distribuzione D non & involutiva e non puo essere localmente completata a una di-
stribuzione involutiva D’ di rango minore di 7, il sistema differenziale non ammette solu-
zioni non costanti (lo si provi per esercizio, osservando che se u risolve X,u = 0 per ogni
ke {1,...,m}, allora [X;, X,Ju = 0 per ogni i,j € {1,...,m} e procedendo analogamente
con le parentesi di Lie iterate).

Un altro esempio estremamente importante € la seguente proposizione, che useremo ripe-
tutamente nel seguito, riguardante i sistemi di equazioni differenziali alle derivate parziali del
primo ordine “in forma normale”. Ne diamo prima una dimostrazione diretta e poi mostria-
mo come discenda naturalmente dal teorema di Frobenius. In realta, questa proposizione e
la versione “classica” del teorema di Frobenius che venne originariamente sviluppato proprio
con l'intento di risolvere tali sistemi (le equazioni come quella del Problema (1.6) sono det-
te equazioni ai differenziali totali), mentre la versione “moderna” data dal Teorema 1.7.10 ne &
I'interpretazione geometrica (si veda [213, Capitolo 2], per un’altra versione ancora, di taglio
algebrico—geometrico).

PROPOSIZIONE 1.7.12. SiaV x U CR™ x R"apertoe X, : V. x U — R", peri € {1,...,m} di
classe C>°. Allora, per ogni T € V ey € U esiste un’unica funzione u : W — U di classe C*°, in un
intorno W C V dix in R™ tale che

uwT) =7y
Ju . . (1.6)
3 - () = Xi(@, u(x)) perognix € Weperognii € {1,...,m},
X
se e solo sein V' x U valgono le seguenti condizioni di integrabilita:
0X; 0X, ., 0X; 00X, .
4 o 20 T 1.7
Oxi ~ Oyk~ 7 Oxt + oyk =" (17)
perognii,j € {1,...,m} ('unicita é nel senso che se w : W — U & un’altra soluzione del Problema (1.6)

in un intorno W di z, allora u e u coincidono sulla componente connessa di W N W che contiene T).

DIMOSTRAZIONE. La necessita segue dal teorema di Schwarz, in quanto, fissati arbitraria-
mente € V ey € U, se u risolve il Problema (1.6) si ha 862“ () = 0% (Z), che & I'equa-

2z Ozt dxidzI
zione (1.7) valutata in (%, w(Z)) = (%, 7), una volta sviluppati i calcoli. Poiché (Z,7) € V x U &
arbitrario, segue che la condizione (1.7) vale in tutto V' x U.

Supponiamo senza perdita di generalita che 0 € V e T = 0. Assumendo che valga la condizio-

ne (1.7), costruiamo la funzione v induttivamente: prima definiamo u(z!,0,..., 0) = B1(z!),
dove 3, e la soluzione dell’ODE
{51(0) =Y
51(7—) = Xl(’T,O, s 70751(7—))

che ha una soluzione unica per |7| < ;. Dunque,

ou

@(x1,07...70) = Xy (24,0,...,0,u(x,0,...,0)),
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cioe u soddisfa I'equazione differenziale del sistema (1.6) per i = 1.
Supponendo di avere u(x!,...,2¥71,0,...,0) che soddisfa il sistema (1.6) peri € {1,...,k—1},

poniamo u(xt, ... 21 2k 0,...,0) = B (aF; 2, ... 2F~1), dove By risolve
Br(0;2t, ..., 2k 1) = u(zt, ..., 2%10,...,0) (18)
Bi(riat, . . bl = X (2t 2 7 0,..0,0, Br(s 2t L 2k ) '
che ha una soluzione per |7| < ¢ (indipendente da (z!,...,2%"!) quando i valori ey, ..., 51
sono scelti sufficientemente piccoli). Dunque u & C* e

@(xl zF,0 0) = X (2! z*, 0 0, u(x! z*,0 0))

Bk (& e 80,y e, x%0,...,0, o x7,0,...,0)).
Mostriamo che u continua a soddisfare il sistema (1.6) per ¢ € {1,...,k — 1}. Per fare cid
consideriamo i € {1,...,k — 1} e definiamo

0
h(r;zt, ... zF 1Y) = 8;(:51,...7xk*1,7',0,...,0)
— Xzt .28 0,00, 0,u(zt, . 2 0,...,0)),
dunque h(0; 21, ..., 2%~ 1) = 0, per la definizione di u con il sistema (1.8) e per I'ipotesi induttiva.

Usiamo ora 'equazione (1.7) per ottenere un’equazione differenziale per h e per semplificare i
calcoli, evitiamo di indicare nel seguito che tutte le espressioni di u sono valutate in

(z,..., 2" 7,0,...,0),
mentre tutte le espressioni di X; sono valutate in

k—1

(..., 2" 1 7,0,...,0,u(zt, ..., 2" 7,0,...,0)).

Applicando la definizione di h e u, il teorema di Schwarz a u e la condizione (1.7), si ha

d OPu  0X; oul 90X
—h(ryat, ) = ——— - L
dr (T3, 2m™) Oxkozt  Oxzk  Oxk Oyl
an 8ul 6Xk aXi (9Xi 1
=i T o gl gk Bl ok
Ox*  Ox* Oy Ox Jy
00X} _ 00X, 0X; 0X;
— i hl el o k—1 Xl _ i zXl
At +( (T,l‘ ) y L )+ z) 8yl oxk 5‘yl k
0X
=hl(r;2t, ... ,xk_l)a—ylk )
Per il teorema di unicita delle soluzioni dei sistemi di equazioni differenziali ordinarie, I'unica
soluzione con la condizione iniziale h(0;z!,...,2%*71) = 0 & h(r;2t,...,28"1) = 0, dunque u
soddisfa il sistema (1.6) per ogni i € {1,...,k}. Per induzione abbiamo dunque una soluzione
u del sistema (1.6) nell’aperto W = {(z!,...,2™) : [2¥| < e, perognik € {1,...,m}}, 'unicita
segue sempre dal suddetto teorema di unicita. O

Vediamo una dimostrazione alternativa dell’esistenza di una soluzione del Problema (1.6),
usando il teorema di Frobenius 1.7.10.

SECONDA DIMOSTRAZIONE. Se consideriamo la distribuzione D su V' x U di rango m,
generata dai campi

(:E,y) — y'L(mﬂl/) =e + Xi1($7y)em+1 +o Xl-"(x,y)em+n
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peri € {1,...,m}, dove {e;} € labase canonica di R™ x R", essa & involutiva se e solo se [X;, X}]
giace su D, cioe se ponendo
l l
g = 050X 0XD OX
Yo 9xt o oykTt Qxd oyk T

(1.9)

il campo Zij = Z};emi1 + - + Z]'emin € in 0gni punto una combinazione lineare dei campi
fl, cee Xon, perogni¢,j € {1,...,m}. Per la definizione dei campi X;, cid puo avvenire se e
solo se tale combinazione lineare ha tutti i coefficienti nulli, dunque se e solo se Z;; = 0, per
ognii,j € {1,...,m}.

Se vale la condizione (1.7), la distribuzione D di rango m ¢ allora involutiva, quindi &€ completa-
mente integrabile per il teorema di Frobenius e localmente esiste un"unica sottovarieta integrale
(embedded) m—dimensionale S, passante per il punto (7, %) e contenuta in V' x U, nel senso che
ogni altra sottovarieta integrale passante per tale punto coincide con S in un suo intorno. Lo
spazio tangente in ogni punto (z,y) € R™ x R™ di tale sottovarieta & generato dai vettori linear-
mente indipendenti X 1(x,y),. .. X (x,y), dunque si vede facilmente che non puod contenere
alcun vettore in R C R™ x R" ~ T{, ,)(R™ x R"), da cui segue che la mappa di proiezione 7,
da R™ xR” suR™, ristretta a ., & un diffeomorfismo locale e dunque esistono un intorno aperto
W di (Z,7) in S e un aperto W C V di R™, contenente 7, tra i quali 7, & un diffeomorfismo.
Chiamiamo u : W — U C R" la mappa ottenuta componendo l'inversa ¢ : W — S C R™ x R"
di tale diffeomorfismo con la mappa di proiezione sul secondo fattore m, : R™ x R" — R", cioe
deve essere p(x) = (z,u(z)) (si noti che u(Z) = 7, in quanto (7,y) € S). Abbiamo allora che per
ogniie{l,....mlexeW,

Op oul ou™
or () =e; + w(m)em_u + -+ %(a:)em_m € T(,;’u(w))S
e per la lineare indipendenza dei vettori X (x, u(zx)), ..., va(a:, u(x)), che sono una base dello

spazio vettoriale T, ,(x))S, poiché

Xi(z,u(z)) = e; + X}z, u(x))emer + - + X (@,u(z))emin »

confrontando le prime m componenti e poi le ultime n, concludiamo che

ou
(z) = X
L (@) = X, ul),
perognii € {1,...,m} ex € W, cioé u & la soluzione (unica) del Problema (1.6). O

OSSERVAZIONE 1.7.13. Anche la Proposizione 1.7.1 segue dal teorema di Frobenius secondo
la stessa linea di questa dimostrazione. Passando a coordinate locali & chiaramente sufficiente
dimostrarla per M = R" in un intorno dell’origine (si ricordi la relazione (1.2)).

Se Xi,...,X, & un riferimento locale del fibrato tangente in un intorno aperto U C R" dell’o-
rigine con [X;, X;] = 0 per ogni 4,5 € {1,...,n}, come sopra definiamo i campi (si noti che
dipendono solo dalla variabile y) su R™ x U

(a:,y) = Xz(y) =e€ + Xil(y)en+1 +-+ Xin(y)e%

peri € {1,...,n} e analogamente (equazione (1.9))
ox! ox!
1 k k
Zi; = — X - XA

ayk z ayk J
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che sono tutti nulli per 'ipotesi [X;, X;] = 0. Procedendo allo stesso modo otteniamo dunque
una funzione v : W — U da un intorno W dell’origine di R", tale che

o (@) = Xiul2))
perognii € {1,...,n} ex € W, con u(0) = 0. A meno di restringerne il dominio, possiamo

supporre che u sia un diffeomorfismo con la sua immagine W C R", intorno aperto di 0 € R"

contenuto in U. Allora, posto ¢ = u~! = (y%,...,y") : W — W, la carta coordinata (W, »)
soddisfa X;|w = 8%“ perognii e {1,...,n}.

ESERCIZIO 1.7.14. Si dimostri il teorema di Frobenius 1.7.10 usando la Proposizione 1.7.12.

ESERCIZIO 1.7.15. Si estenda la Proposizione 1.7.12 a campi X; : V x U — T'M tali che
Xi(z,y) € T,M per ogni (z,y) € V x U, con V e U aperti rispettivamente di due varieta
differenziabili N e M.

1.8. Il teorema di Stokes

Introduciamo il concetto di varieta differenziabile con bordo. Sia H" il semispazio superiore
chiuso di R™, ovvero
H" = {(:ﬂl,...,x”) eR™ : " 20}.
11 bordo OH™ di H™ e I'iperpiano di equazione 2™ = 0, ovvero il bordo topologico di H™ nella
topologia standard.

DEFINIZIONE 1.8.1. Una varieta topologica con bordo M di dimensione n € uno spazio topolo-
gico di Hausdorff, a base numerabile tale che per ogni punto p € M esista una coppia (U, ) con
U C M intorno apertodipe ¢ : U — Q un omeomorfismo con 2 aperto di H”. La coppia (U, ¢)
viene detta carta coordinata (o carta locale). In particolare, se o(U) N OH™ # @ diremo che (U, ¢)
€ una carta di bordo, altrimenti diremo che (U, ) & una carta interna. Definiamo allora I'interno
M di M come i punti p € M (punti interni) che appartengono a una carta coordinata interna e il
bordo OM di M come i punti p € M (punti di bordo) per i quali esiste una carta di bordo (U, ¢) di
M in p con o(p) € OH™. E facile vedere (lo si mostri per esercizio) che ogni punto di M & o un
punto interno o un punto di bordo, cioe M = MUOM e MNOM = Q.

DEFINIZIONE 1.8.2. Un atlante di bordo per M & una famiglia di carte coordinate (Uy, 9o ), per
a € A, tali che la famiglia di aperti U, & un ricoprimento di M e le mappe di transizione

Yo 095" 1 03(Ua NUs) = @a(Us N Us)

sono diffeomorfismi di classe C*° (compreso il bordo, nel caso sia presente — si veda [2, Defini-
zione 2.7.4]), per ogni «, B € A tali che U, N Ug # Q.

Analogamente alle varieta topologiche (senza bordo) possiamo allora definire quando due
atlanti sono compatibili, cos’e una struttura differenziale e una varieta differenziabile con bordo.

OSSERVAZIONE 1.8.3. Chiaramente, le carte interne non sono altro che le usuali carte coor-

dinate che dunque forniscono una struttura di varieta differenziabile (senza bordo) alla varieta
topologica M.
Se p € OM & un punto di bordo, per ogni carta coordinata (U, ) che lo contiene si ha ¢(p) €
OH™ ~ R"~!, dunque, restringendo le carte di bordo (U,, ) a U, N OM si ha una famiglia
di carte coordinate (U, N OM, ¢u|v.non) che forniscono a M una struttura di varieta diffe-
renziabile (senza bordo) (n — 1)-dimensionale, inoltre la mappa inclusione ¢ : 0M — M & un
embedding.
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Come per le varieta differenziabili (senza bordo), possiamo definire un atlante orientato,
quando una varieta differenziabile con bordo ¢ orientabile, cos’e un’orientazione e dunque cos’e
una varieta con bordo orientata (si tenga presente la discussione in [136, Pagina 392]). Si mostra
facilmente che I'atlante indotto per restrizione su M da un atlante orientato di M ¢ a sua volta
orientato. Vale dunque il seguente fatto.

PROPOSIZIONE 1.8.4. Il bordo di una varieta differenziabile orientabile é orientabile.

DEFINIZIONE 1.8.5. Se M ¢ una varieta differenziabile con bordo di dimensione n orientata,
con un atlante orientato .4, indicheremo con 0.4 1’atlante orientato indotto per restrizione su M
e considereremo su 0M l'orientazione indotta da 0.4 se n & pari, quella opposta se n e dispari.

Con una costruzione analoga a quella fatta nel caso di varieta differenziabili senza bordo,
si pud introdurre lo spazio tangente di una varieta con bordo. Di conseguenza, si possono
definire analogamente i tensori e se w & una forma differenziale su M, definiamo wlgy = t*w,
dove :: OM — M ¢ la mappa inclusione.

Supponiamo ora che M sia una varieta con bordo orientata di dimensione n e sia w € Q"M
con supporto compatto. Anche per le varieta con bordo risulta essere ben definito l'integrale

/ w’
M

analogamente alle varieta differenziabili senza bordo. Se ora w & una (n—1)—forma differenziale
su M a supporto compatto, la restrizione w|gys appartiene a Q" 19M e possiamo calcolare
/. oM w|anm, che per convenzione denotiamo con

/ w ’
oM

sottintendendo la restrizione. Sempre per convenzione poniamo inoltre [, w = 0 quando
oM = Q.

TEOREMA 1.8.6 (Teorema di Stokes). Sia M una varietd con bordo orientata di dimensione n
e consideriamo OM con l'orientazione data nella Definizione 1.8.5. Allora per ogni w € Q"~'M a

supporto compatto si ha
/ dw = / w.
M oM

Nel seguito diremo che un aperto D C R™ ¢ un dominio regolare se D = D e D & una sottovarieta
differenziabile con bordo di R™, non necessariamente connessa (dunque 0D & un’ipersupetficie di classe
C*°). Questa definizione esclude, per esempio, aperti ottenuti rimuovendo da un aperto con bordo di clas-
se C* un’ipersuperficie “interna”: in tal caso l'ipersuperficie appartiene al bordo topologico dell’aperto,
ma 'aperto si trova localmente da entrambi i suoi lati.

COROLLARIO 1.8.7 (Teorema di Gauss-Green). Sia D C R? un dominio regolare limitato (dunque
0D é un’unione finita e disgiunta di curve semplici, chiuse e regolari, di classe C*°) e consideriamo 0D
con l'orientazione indotta da D, allora

dg of
1 2 L qz?
/ fdx + gdx 7/( = xz)dx dx*,

per ogni coppia di funzioni f, g € C>°(D).

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente applicare il teorema di Stokes alla 1-forma differenziale
w = fdx' + gdz? sulla varieta con bordo D. O
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COROLLARIO 1.8.8 (Teorema della divergenza). Sia D C R™ un dominio regolare limitato. Al-
lora, denotando con v la normale unitaria esterna e con do la forma di volume su 0D data da i, (dzt A

< ANdx™)|ep, siha
/diVde:/ (X,v)ydo,
D aD

per ogni campo X € C*°(D;R").
DIMOSTRAZIONE. Ponendo

w:Z(—l)“'lX"’da:l/\...Jx\i-u/\dx" =iy (dz' A+ A dz")
i=1

si ha

dw = <Z aafil)dxlA~--Adx” = (divX)da' A+ Ada”
i=1

e la tesi segue applicando il teorema di Stokes alla (n — 1)—forma differenziale w sulla varieta
con bordo D, in quanto
ix (de' Ao ndz™)|,, = (ix (dat Ao Ada™)) = (X, v) do (1.10)
dove:: 9D — R"™ e l'inclusione (lo si provi per esercizio). O
COROLLARIO 1.8.9 (Teorema del rotore). Sia S C R? una superficie compatta orientata, di classe
C°, con bordo
S =mU--- U,
unione finita e disgiunta di curve chiuse, semplici e regolari di classe C°°, orientate con I'orientazione
indotta da S e parametrizzate in lunghezza d’arco s;, con vettori tangenti unitari 7, = ;. Allora,

denotando con v la normale unitaria a S che la orienta e con do la forma di volume su S data da i, (dz A
dy N\ dz)|gs, si ha

k
/<rOtX,I/>dJ:Z/ (X, 1) ds;,
s i=1""

per ogni campo X di classe C° definito in un aperto di R che contiene S.
Gli integrali a destra sono detti circuitazioni del campo X sulle curve ~;.

DIMOSTRAZIONE. Ponendo w = X?da?, si ha
0X?% o9x! 0x3 oax!
dw = ( . ) dz A d (— -
@ ox dy TAay+ ox 0z
=lrot X (d:z: Ady A dz)

)dx/\dz+(8(§—8§

)dy/\dz

dunque dw|s = (rot X, v) do, come nella formula (1.10). Applicando allora il teorema di Stokes
alla 1-forma differenziale w su S, concludiamo

/(rotX,u)da:/dw:/ w=
S S as

da cui segue la tesi. O

k

Z/%W:i[ﬁ<x’7i>d5m

i=1

OSSERVAZIONE 1.8.10. Consideriamo la 2—-forma
0=X'dyAdz+ X%dz Ndx + X3dx A dy

e la 1-forma w = X'dz + X?dy + X3 dz, associate a un campo X in un aperto 2 di R®. Per i
calcoli precedenti, si ha allora che

df = divX (da: Ady A dz) e dw = irot X (dx Ady N dz) .
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Segue che il campo X ha divergenza nulla se e solo se ¢ & chiusa ed ¢ irrotazionale (ha rotore
nullo) se e solo se w & chiusa. Chiaramente w & esatta se e solo se X & conservativo (come il
campo elettrico o il campo gravitazionale), cioe il gradiente di una funzione f (detta potenziale
di X), da cui segue la formula “classica” rotV f = 0, in quanto w = df e

IrotV £ (dx Ady N dz) =dw=4ddf =0

che dice che ogni campo conservativo ¢ irrotazionale.
La forma 6 & invece esatta § = da con a = Y'dx + Y?dy + Y3 dz, se e solo se il campo X &
solenoidale (come il campo magnetico, ma anche quello elettrico in assenza di cariche o quello
gravitazionale in assenza di massa), cioe il rotore di un altro campo Y (detto potenziale vettore di
X), da cui segue divrotY =0, in quanto X =rotY e

divrotY(dx/\dy/\dz) =df =dda=0

che esprime il fatto che ogni campo solenoidale ha divergenza nulla.

Da cid segue che le condizioni sull’aperto @ C R3, per cui ogni campo irrotazionale sia con-
servativo e ogni campo a divergenza nulla sia solenoidale, sono rispettivamente Hj,(Q2) = 0
e H2,(Q) = 0 (Definizione 1.4.20). Queste condizioni valgono se ¢ stellato per il lemma di
Poincaré 1.4.21, e pit1 in generale, se €2 e contrattile. Si osservi che la semplice connessione di §2
implica H};(€2) = 0 manon H3,(Q) = 0.

ESERCIZIO 1.8.11. Si mostri che nell’aperto R3 \ {0} la 2-forma
z! z? z3
0 = —da® ANdx® + = da® Ada' + = da! A da?
|z[? |=[? |[?

e chiusa ma non ¢ esatta.
Si esibisca un campo a divergenza nulla ma non solenoidale nell’aperto R? \ {0}, che & sempli-
cemente connesso ma con HZ,(R?\ {0}) = R (lo si provi).

EsERrCIZIO 1.8.12. Ricordando che il laplaciano di una funzione ¢ la divergenza del suo
campo gradiente, si calcoli il rotore del rotore di un campo X in R3.

1.9. Varieta simplettiche e sistemi hamiltoniani

Introduciamo una struttura aggiuntiva sulle varieta differenziabili, allo scopo di scrivere su
di esse le equazioni di Hamilton per moti di particelle o corpi rigidi. Pitt precisamente, muni-
remo le varieta lisce di una cosiddetta 2—forma simplettica. Un riferimento generale per questa
sezione ¢ [137, Capitolo 22].

A tal fine, cominciamo richiamando alcuni concetti e risultati sugli spazi vettoriali simplettici.

DEFINIZIONE 1.9.1. Sia V' uno spazio vettoriale reale di dimensione n € N. Una forma
bilineare w : V' x V' — R & detta simplettica se &

o antisimmetrica: w(v,w) = —w(w,v) per ogni v, w € V, cioé w & una 2-forma alternante,
o non degenere: per ogni v € V' \ {0}, esiste w € V tale che w(v, w) # 0.

In tal caso, la coppia (V,w) e detta spazio vettoriale simplettico.

OSSERVAZIONE 1.9.2. Denotando con V* lo spazio vettoriale duale di V, che w sia non
degenere € equivalente al fatto che la mappa lineare

Vov = w,-)eV”

sia un isomorfismo lineare.
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ESEMPIO 1.9.3 (Forma simplettica standard). Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione 2n
con una base {a1,b1,...,an,b,}. Consideriamo la base duale associata {a1, 01, ..., an, Bn} di
V* e definiamo la 2—forma

n
W = Z a; N\ 57, .
i=1

Essendo w una forma alternante e poiché siha w(a;, a;) = w(b;, b;) = 0ew(a;, b;) = —w(bj, a;) =
di;, si vede immediatamente che w & una forma simplettica, detta forma simplettica standard
(associata alla base {ay,b1,...,an,by}).

Osserviamo che, mentre un prodotto scalare (cioé una forma bilineare simmetrica definita
positiva) ristretto a un sottospazio rimane un prodotto scalare, lo stesso non accade per una
forma simplettica.

DEFINIZIONE 1.9.4. Sia (V,w) uno spazio vettoriale simplettico e sia S C V' un suo sottospa-
zio vettoriale. Chiamiamo complemento simplettico di S il sottospazio di V' dato da

St ={veV : w,w)=0perogniwec S}.

Essendo w non degenere, per il teorema del rango si puo facilmente verificare che se la di-
mensione di S & k, allora quella di S* & n — k. Di conseguenza, si ha (S+)+ = S. Notiamo
inoltre che poiché per I'antisimmetria di w si ha w(v,v) = 0, per ogni v € V, si potrebbe avere
SN S+ # {0}. Per esempio, se S ha dimensione 1, si ha S C S+.

DEFINIZIONE 1.9.5. Dato uno spazio vettoriale simplettico (V,w), un sottospazio S C V e
detto:
simplettico se S N S+ = {0},
isotropo se S C S+,
coisotropo se S+ C S,
lagrangiano se S = S+.

Valgono allora i seguenti fatti, di semplice dimostrazione.

PROPOSIZIONE 1.9.6. Dato uno spazio vettoriale simplettico (V,w), un sottospazio S C V é:

simplettico se e solo se lo é S+,

simplettico se e solo se w|g & non degenere,

isotropo se e solo se w|g =0,

coisotropo se e solo se S+ ¢ isotropo,

lagrangiano se e solo se w|s = 0 e dim(S) = dim(S+) = dim(V)/2.

Segue che se S & simplettico, allora (S, w|g) e uno spazio vettoriale simplettico.

Gli spazi vettoriali simplettici hanno una struttura di una certa rigidita, in particolare devono
avere dimensione pari.

PROPOSIZIONE 1.9.7. Dato uno spazio vettoriale simplettico (V,w), si ha dim(V') = 2n ed esiste
una base di V' per cui w é la forma simplettica standard associata a tale base, come nell’Esempio 1.9.3.

DIMOSTRAZIONE. Ragioniamo per induzione su m = dim(V). Se m = 0, non c’é¢ nulla da
provare. Se m > 1, supponiamo che la tesi sia vera per ogni spazio vettoriale simplettico di
dimensione minore di m. Sia a; € V non nullo, allora per la non degenerazione di w, deve
esistere by € V'\ {0} tale che w(a1,b1) # 0 e a meno di normalizzazione, possiamo supporre che
w(a1,b1) = 1. Dall’antisimmetria di w segue che aq, b; sono linearmente indipendenti, quindi
dim(V) > 2. Sia dunque S C V il sottospazio generato da {a1,b1}, che si vede facilmente
essere simplettico. Allora il suo complemento simplettico S+, di dimensione m — 2 & anch’esso
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simplettico, per la Proposizione 1.9.6 e, per l'ipotesi induttiva, S+ ha dimensione pari con una
base {as, ba, . .. an, b, } come nella tesi. La base di V' cercata & allora data da {a1,b1,...,an,bn}.
t

Una base di uno spazio vettoriale simplettico (V,w) & detta base simplettica se w coincide con
la forma simplettica associata a tale base. Ogni spazio vettoriale simplettico ammette dunque
una base simplettica, come conseguenza della proposizione precedente.

OSSERVAZIONE 1.9.8. Tenendo presente questa proposizione, si pud provare che w € una

forma simplettica se e solo se w™ = A", w # 0 (lo si mostri per esercizio).

Definiamo ora le varieta simplettiche.

DEFINIZIONE 1.9.9. Data una varieta differenziabile M di dimensione 2n e o € T(TYM), la
coppia (M, «) si dice varieta simplettica se a € una 2-forma differenziale chiusa (dunque o €
Q?M) tale che «, sia una forma simplettica su 7, M, per ogni p € M. La forma « viene detta
forma simplettica di (M, o).

Dall’Osservazione 1.9.8 segue che le varieta simplettiche sono sempre orientabili, da cui la
seguente definizione.

DEFINIZIONE 1.9.10. Data una varieta simplettica (M, «) di dimensione 2n, la forma di
volume
1 n
H= nl o
Ti=1

e detta forma di volume simplettica (o forma di volume di Liouville).

DEFINIZIONE 1.9.11. Date due varieta simplettiche (M, o) e (N, ), un diffeomorfismo f :
M — N tale che f*( = « & detto simplettomorfismo.

E immediato notare che ogni simplettomorfismo da una varieta simplettica in sé conserva la
forma di volume simplettica.

I seguente importante risultato dovuto a Darboux € analogo all’esistenza di una base per cui
una forma simplettica su uno spazio simplettico vettoriale si scrive “in forma standard”.

TEOREMA 1.9.12 (Darboux). Data una varieta simplettica (M, o) di dimensione 2n, per ogni p €
M esiste una carta coordinata (U, (x*,y', ..., a", y™)) in un intorno di p, dove « si scrive come

o= idmi Adyt.
i=1

Per una dimostrazione, si veda [137, Theorem 22.13], per esempio. Le carte date dal teorema
di Darboux sono dette carte simplettiche e risultano particolarmente utili per semplificare i calco-
li. Come vedremo, esse permettono di esprimere localmente le equazioni di Hamilton nella stessa
forma dello spazio euclideo.

DEFINIZIONE 1.9.13. Data una varieta simplettica (M, «) di dimensione 2n e una funzione
H € C*(M), chiamiamo sistema hamiltoniano la terna (M, «, H) e hamiltoniana del sistema, la
funzione H.

Un sistema hamiltoniano descrive lo spazio delle fasi M di un sistema fisico a n gradi di liberta
con una grandezza scalare “osservabile” H (I'energia, per esempio) che “genera” la dinamica
del sistema.
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DEFINIZIONE 1.9.14. Dato un sistema hamiltoniano (M, a, H), per 'Osservazione 1.9.2, esi-
ste un campo vettoriale X /1), detto campo hamiltoniano, tale che per ogni p € M, si ha dH, =

ap(XZ(,H), -). Chiamiamo flusso hamiltoniano il flusso associato al campo X (#) (si veda la Sezio-
ne 1.5), mentre le traiettorie (o orbite) del sistema sono le curve integrali di X (/7).

In una carta simplettica (U, (z',y*,...,2",y")), si ha
_dx’ —dy' =Y XEayt -y x(H) gy

da cui segue che in queste coordinate, il campo hamiltoniano & dato da

" 0H 0 " O0H 0
X = _ .
; yt Ox* P az* Oy’

Di conseguenza, il flusso hamiltoniano 6 associato a X (H) nei punti in cui e definito, soddisfa
nella stessa carta simplettica le equazioni

0, 0H
E(Z‘Z Oet)(x7y) = ayl (et(x7y))
0, 0H
E(y Oet)(x7y) __axz(et(xay))
90(3372/) = (l’,y)
dove (z,y) = (z',y',...,2™, y™). Queste formule esprimono il fatto che le traiettorie v(t) =
(' (t),y (t),...,2"(t),y™(t)) del sistema soddisfano le cosiddette equazioni di Hamilton:
; 0OH
t'(t) = = (y(T
(1) = 5 (0(0).
0H

§'(t) = —50(0).

PROPOSIZIONE 1.9.15. Sia (M, o, H) un sistema hamiltoniano con flusso hamiltoniano relativo 0
globale, cioe definito su tutto M x R (si veda la Sezione 1.5). Allora, per ogni t € R, ogni diffeomorfismo
0, : M — M é un simplettomorfismo da M in sé.

DIMOSTRAZIONE. Essendo 6, l'identita, & sufficiente mostrare che per ogni ¢ € R, si ha
4 ¢ro = 0. Essendo da = 0, per la Proposizione 1.4.12, abbiamo
d

aﬁka = Q:LX(H)CY = or(iX(H)dOé + d(iX<H)a)) = H?d(ixm)a) = Q:d(dH) = 0,

da cui la tesi. O

OSSERVAZIONE 1.9.16. Lo stesso argomento mostra che anche nel caso di un flusso non
globale, ogni mappa ¢, : D; — D_; & un simplettomorfismo.

DEFINIZIONE 1.9.17. Data una varieta simplettica (M, o), chiamiamo parentesi di Poisson la
mappa bilineare tale che, date due funzioni f,g € C*°(M) e detti X(¥), X(9) i campi hamilto-
niani associati, produce una funzione {f, g} € C*°(M) definita da

{fyg}p = ap(ngf), Xz()g)) )

per ogni p € M e data quindi in una carta simplettica (U, (z!,y",...,2",y™)) da

(=3 (25 Do _ 21 0oy

i=1
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PROPOSIZIONE 1.9.18. Data una varieta simplettica (M, «), si ha

o (antisimmetria) {f,g9} = —{g, f}, perogni f,g € C>(M),
o (identiti di Jacobi) {{f. g}, i} +{{h, f}.g) + {{g, 1}, f} = O, per ogni f,g,h € C*(11),
o (regola di Leibniz) {fg,h} = {f,h}g + {g,h}f, per ogni f,g,h € C°(M).

DEFINIZIONE 1.9.19. Dato un sistema hamiltoniano (M, a, H), diciamo che f € C*°(M) & un
integrale primo del sistema se la funzione f & costante lungo ogni traiettoria del sistema.

La seguente proposizione ci permette di determinare gli integrali primi del sistema hamilto-
niano.

PROPOSIZIONE 1.9.20. Sia (M, o, H) un sistema hamiltoniano con flusso hamiltoniano relativo 6.
Allora, per ogni f € C*(M), si ha

0
52O t) = {f. Yo,

dunque, la funzione f & un integrale primo del sistema (M, o, H) se e solo se { f, H} o 6 = 0 (si noti che
poiché 0y = 1d, quest’ultima condizione & equivalente a { f, H} = 0).

In particolare, H é un integrale primo. Inoltre, per 'antisimmetria delle parentesi di Poisson, segue che
la funzione f é un integrale primo per il sistema hamiltoniano (M, o, H), se e solo se H é un integrale
primo per il sistema hamiltoniano (M, o, f).

OSSERVAZIONE 1.9.21. Quest’ultima reciprocita puo essere interpretata come un caso ele-
mentare della formulazione hamiltoniana del teorema di Noether: f & conservata dal flusso ha-
miltoniano di H se e solo se il flusso hamiltoniano generato da f preserva H; si veda, per
esempio, [152, Theorem 11.4.1].

DIMOSTRAZIONE. Siha

0 H H
5 0 0)@,1) = dfopr) (Xgi) = ooty (Xt 1 Xo(o) = {1 H} o),
che & I'uguaglianza nell’enunciato della proposizione. O

Concludiamo questa sezione con la costruzione esplicita di una struttura simplettica sul fi-
brato cotangente di una varieta differenziabile. Sia 7 : TM* — M la proiezione canonica.
Definiamo la 1-forma tautologica (o di Liouville) § € QT M* ponendo

0us(n) = w(dme,(n)),

per ogni w € TM* en € T,(TM*) e definiamo o* € ['(TYTM*) la 2-forma differenziale
(dunque a* € Q*TM*) sul fibrato cotangente, data da

o = —db.

PROPOSIZIONE 1.9.22. La coppia (T M*, o*) é una varieta simplettica.
Se (U, (z1,...,2™)) & una carta coordinata di M e (x=1(U), (z,..., 2" wi,...,w,)) & la corrispon-
dente carta su TM*, su quest ultima o* si scrive come

n
of = dei A dw; .
i=1

DIMOSTRAZIONE. Se identifichiamow con (z?,...,2" w1, ...,w,) e quindin € T,,TM* con
(b, a™wr, . we XY, X p1, .., D), allora

dr,(n) = (z',..., 2", X ..., X™),



