CAPITOLO 5

Curvatura

Seguendo Riemann [214] (si veda [190, Volume 2,
Capitolo 4]), possiamo definire una nozione di curvatu-
ra per una varieta riemanniana (), g) in qualche mo-
do generalizzando la curvatura di Gauss di una super-
ficie in R? (che vedremo nella Sezione 7.3, Definizio-
ne 7.3.3), che & un concetto di curvatura geometrica-
mente intuitivo. Per ogni piano 7 C T,M conside-
riamo la superficie S generata dalle geodetiche uscenti
da p con velocita iniziale appartenente a 7 e calcolia-
mo la curvatura di Gauss in p, una volta immerso un
suo intorno in S isometricamente in R? (cid & sempre
possibile se la varieta é analitica, ma se e solo C* tale
possibilita in generale & un famoso problema aperto, si
veda la parte finale della Sezione 7.6 — molti autori tra-
scurano questo punto). Grazie al “Teorema Egregium”
di Gauss 7.5.1 ([1, Sezione 4.6]), tale curvatura e indi-
pendente dall'immersione, dunque abbiamo una ben
definita nozione di curvatura associata a ognuno dei
piani di 7, M (la curvatura cosi ottenuta coincidera con
la curvatura sezionale che definiremo nella Sezione 5.4, nella cui parte finale renderemo pit1 pre-
cisa questa discussione). Per esempio, con questa definizione la curvatura di R" e zero, quella
di S™ & uno e quelladi H" & meno uno, per ogni piano in un loro qualunque spazio tangente.

Esaminando i termini del second’ordine nell’espansione di Taylor della metrica in coordi-
nate normali Riemann definisce anche quello che sara poi il tensore di curvatura di Riemann (si
veda sempre [190, Volume 2, Capitolo 4, Sezione B]). Ritorneremo su questo punto in seguito (si
veda 1'Osservazione 5.1.9), mentre nella nostra esposizione seguiremo la linea moderna dovu-
ta a Jean—Louis Koszul [228] che lega la curvatura all’errore nell’interscambio di due derivate
covarianti successive di un campo.

Bernhard Riemann, 1866 — 1826

5.1. Il tensore di Riemann

Sia (M, g) una varieta riemanniana di dimensione n e V la sua connessione di Levi—-Civita.

L'hessiano V2f di una funzione f € C* & una 2-forma simmetrica (per la simmetria di V),
mentre nell’Osservazione 3.8.14 abbiamo visto che 1’applicazione C>° (M )-bilineare I'(T'M) x
IN(TM) — T(T'M) data dall’hessiano di un campo vettoriale Z non lo &. Infatti abbiamo
calcolato

ViyZ —VyxZ=VxVyZ-VyVxZ-VxvZ,

che non & necessariamente nullo (cosa che vale invece in R™). Analogamente, lo stesso fenome-
no si ha per I'hessiano di una 1-forma o di un generico tensore.
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DEFINIZIONE 5.1.1 (Operatore di Riemann). Dati due campi vettoriali X,Y su M, I'opera-
tore R(X,Y) : I(TM) — T'(TM) che “misura l’errore” nello scambio delle derivate covarianti
rispetto a X, Y di un campo, ovvero

R(X,Y)=V3x —Viy =[Vy,Vx] = Viyx)=VyoVx = Vx o Vy — Vy x]

e detto operatore di Riemann (o anche operatore di curvatura di Riemann) rispettoa X, Y. Chiamiamo
operatore di Riemann 1'applicazione R : I'(T'M) x I'(T'M) x I'(TM) — I'(TM), che a ogni terna
X, Y, Z di campi vettoriali su M associa R(X,Y")Z. Esplicitamente,

R(X,Y)Z =V3xZ —VixyZ=VyVxZ—-VxVyZ—Vyx%- (5.1)

OSSERVAZIONE 5.1.2. Si noti la “posizione” dei campi Y, X nella formula per R(X,Y)Z.
Talvolta in letteratura si trova la definizione di R(X,Y)Z con X e Y invertiti, dunque 1'operatore
di Riemann ha il segno opposto al nostro con tale definizione. Noi seguiamo [93]; i motivi di
questa scelta saranno chiari in seguito (Osservazione 5.4.3).

PROPOSIZIONE 5.1.3. L'operatore di Riemann R é un tensore di tipo (1, 3), ossia I'applicazione
R:T(TM) x T(TM) x T(TM) — T(TM)
e C°(M)-lineare in tutte le sue variabili.
DIMOSTRAZIONE. Sebbene la C°°(M)-linearita di R in X e Y segua dalla definizione di
derivata covariante di un tensore, la mostriamo comunque direttamente. Si ha
R(fX,Y)Z =VyVixZ —VixVyZ — V[y’fX]Z
=Vy(fVxZ) = [VxVyZ =V iy xjvypx 2
= (Yf)VXZ + fVyVxZ — fVXVyZ — fV[y,X]Z — (Yf)VXZ
=f(VyVxZ - VxVyZ - VyxZ)
= fR(X,Y)Z
e analogamente R(X, fY)Z = fR(X,Y)Z.
Ora verifichiamo che R(X,Y)(fZ) = fR(X,Y)Z. Abbiamo
Viy(f2)=VxVy(fZ) — Vv.v(fZ)
=Vx(Y)Z+VyZ) = (VxY))Z = [VvxvZ
=XYZ+ Y HVxZ+ (X )IVvZ+ fVxVyvZ
~((VxY))Z = [VvxvZ
=f(VxVyZ = VywZ)+ (X(Y[) - (VxY)f)Z
+YHVxZ+(Xf)VyZ,
da cui
RIX,Y)(fZ) =V x(f2) = Vi y(fZ)
=f(VyVxZ -VxVyZ - Viy,xZ)
TY(XNZ =XV 2= (Vv X)) Z+((VxY)))Z
=fRX,Y)Z = (X, Y])Z + (VxY = V¥ X)[)Z
=fR(X,Y)Z,

avendo V torsione nulla. O
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In coordinate locali, si ha
g 0
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=[V,;V:X - V,V,;X]*
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Se inoltre siamo in coordinate normali centrate in p € M, nel punto p abbiamo

!
or, I

1
Rije = OxJ oxt ’

in quanto i simboli di Christoffel sono tutti nulli in p. Esplicitando i simboli di Christoffel per
mezzo della formula(3.5), abbiamo, sempre inp € M,
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in coordinate normali (si ricordi che in p la matrice dei coefficienti della metrica e la sua inversa

sono l'identita e le derivate gi “Z sono tutte nulle).

(5.4)

EseEmPrIO 5.1.4. L'operatore di Riemann di (R", geyc1) € identicamente nullo. Avendo infat-
ti (R”, geua1), Nell'usuale carta globale, tutti i simboli di Christoffel nulli, dalla formula (5.3)
segue R! ;1 = 0in ogni punto di R". Cid vale, per lo stesso motivo, anche per ogni varieta
riemanniana 1-dimensionale, cioe tutte le curve (astratte) hanno curvatura (riemanniana) nul-
la, malgrado osserviamo chiaramente la “curvatura” di una curva (immersa) nel piano o nello
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spazio. Quest’altra nozione di curvatura, molto pilt “intuitiva”, sara definita nel Capitolo 7
(Esempio 7.2.3).

ESERCIZIO 5.1.5. Si mostri che l'operatore di Riemann € invariante per isometrie. Vale a dire,
se f: M — N & un’isometria tra due varieta riemanniane con associati operatori di Riemann
RM e RN, siha RM = f*RY, cioe

RM(X,Y)Z = f*(RN(f.X, £.Y) 1. Z),
perogni X,Y, Z € I'(T M) (si veda I'Esercizio 3.2.7).

Di conseguenza, una varieta riemanniana con operatore di Riemann identicamente nullo come
R™ non puo essere isometrica a una varieta con operatore di Riemann non nullo.

Un’altra conseguenza ¢ che se 7 : M — M & un rivestimento riemanniano, localmente M e M
hanno lo stesso operatore di Riemann.

ESERCIZIO 5.1.6. Si mostri che se (M, g) e (N, h) sono due varieta riemanniane con associati
operatori di Riemann R™ e RY, I'operatore di Riemann della varieta prodotto (M x N, g x h) &
dato da (RM, RY), cioe

MxN MXN ((yM yN M N M N
R(p;;) (X(p,q)ai/(p,q))z(p,q) :R(p,:) ((Xp an )7 (}/p 7Yq )) (Zp an )
M (M yvM\7M pN(yN 3N\ 7N
= (R, (Xp Yy )Zp 1t (Xq X )Zq )

con X,y = (X, XN), Yip.q) = VYY), Zp g = (2}, Z)), identificando T, oy M x N con
T,M x T;N, per ogni (p,q) € M x N (si tenga in considerazione 'Esercizio 3.2.12).

ESERCIZIO 5.1.7. Simostri che se w & una 1-forma e X, Y due campi vettoriali su (M, g) si ha

R(X,Y)w =V} yw — Vi yw = [R(XY)w?]
e in coordinate
Viwr — Viwe = =R

Si estenda in modo naturale I’operatore di Riemann a tutti gli spazi tensoriali I'(77 M) e si scriva
R(X,Y)T in coordinate locali, per T € T'(TT M).

Vedremo che in generale risulta piti utile considerare la versione (0,4) dell’operatore di
Riemann detto tensore di Riemann (o tensore di curvatura).

DEFINIZIONE 5.1.8. Definiamo il tensore di Riemann come il tensore di tipo (0,4) dato da
R(X,Y,ZW)=g(R(X,Y)Z, W),

perogni X,Y, Z, W € I'(TM). Per distinguerlo dall’operatore di Riemann, talvolta lo indiche-
remo con il simbolo Riem.

In coordinate si ha

R = Ryjjp do’ @ da? @ da* @ da’ con Rijk = R gmi
a]'—‘:n 81177]2 S m S m
Rijn = ((’)xﬂk - arji + a5 — ijris)gml (5.5)

Segue inoltre

R7: = Rijug'™ .
Per il calcolo (5.4), essendo g;; = §;; in p € M, in coordinate normali centrate in tale punto,
abbiamo

Rijr =

OxJ ozt

Oxioxk  Owiorl  dridzk + driorl (5.6)

orl,  orY _ 1[ g % gix guj d%gj
2
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OSSERVAZIONE 5.1.9. Con gli strumenti del prossimo capitolo, dimostreremo (Proposizio-
ne 6.4.23) che, in coordinate normali centrate in p € M, si ha

829ij 1
= — = (Rirji + Rij) -
dxk ozt 3( kit + T
Sottolineiamo che questo non segue da una semplice manipolazione algebrica delle relazio-
ni (5.6) (si veda [190, Volume 2, Capitolo 4, Sezione B], per una dimostrazione “computazio-
nale”). Espandendo con la formula di Taylor la metrica attorno a p in tali coordinate, si ha
allora

1 1 ,
9j(®) = 0i = & (Rirji + Raje)a™a’ + o(|2]*) = 635 + S Riia®a’ + ofJa]*),
formula che Riemann ha utilizzato per introdurre quello che per noi oggi ¢ il tensore di curva-

tura Riem.

OSSERVAZIONE 5.1.10. Se accettiamo il fatto che la presenza di “curvatura” per una varieta
sia equivalente a un operatore di Riemann R non nullo, o pitl precisamente che tale operato-
re contenga tutte le informazioni su quanto una varieta sia “curva”, abbiamo allora definito
la “curvatura” di una varieta come un difetto di simmetria negli hessiani dei campi vettoriali
(assente in R", che come intuitivamente e giustamente ci aspettiamo, ¢ piatto, non ha “cur-
vatura”). Per quanto sia molto utile dal punto di vista dell’estensione delle tecniche dell’a-
nalisi matematica alle varieta (data la rilevanza del teorema di Schwarz in R"), questo non &
chiaramente un modo geometricamente intuitivo per introdurre il concetto di curvatura. An-
che il modo (analitico) originale di Riemann di definire il tensore di curvatura considerando i
termini del second’ordine nell’espansione di Taylor della metrica in coordinate normali, come
nell’osservazione precedente, ne nasconde la natura geometrica.

Sicuramente pilt naturale e invece legare la “curvatura” della varieta alla curvatura di Gauss
(post immersione isometrica locale in R?) delle superfici “geodetiche”, come descritto nell’in-
troduzione a questo capitolo, ma meno efficiente per i calcoli, come sara evidente nella Sezio-
ne 5.4. Qualitativamente, abbiamo inoltre visto nell’Esercizio 5.1.5 che se vi & “curvatura”, non
e possibile che la varieta sia localmente isometrica a R™, cioe la “curvatura” & un’ostruzione alla
“piattezza”, come ci si aspetta (discuteremo quantitativamente questo fatto nella Sezione 9.1 e
in particolare nell’Osservazione 9.2.11). Come vedremo, tale “piattezza” sara equivalente all’e-
sistenza di una base locale di campi paralleli, la presenza di “curvatura” esclude dunque tale
possibilita.

Vediamo ora che 'operatore R, ¢ in relazione con “I’errore” nel trasporto parallelo lungo un
cammino chiuso di punto base p € M (che & nullo in R™), che & un modo piti geometrico (ma
di nuovo poco utile in pratica per fare i calcoli) di definirlo e lo connette pit1 intuitivamente al
concetto di curvatura (si tengano presenti le Osservazioni 3.6.6, 3.6.7 e I'Esercizio 3.6.8). Con-
sideriamo tre vettori v, w,z € T,M e per s,t > 0 abbastanza piccoli, costruiamo il cammino
chiuso ¢ in T}, M che parte dall’origine O, ed & individuato dai quattro vettori tv, sw, —tv, —sw,
in quest’ordine, che quindi termina di nuovo nell’origine. Sia () = exp,(c(7)) che dunque &
un cammino chiuso di classe C° a tratti, che parte e arriva in p. Se Z, , € T,M & il “trasportato
parallelo” del vettore = lungo il cammino v, si ha

d d

——7

ds dt ™" ls=t=0
(si veda [138, Theorem 7.11], ad esempio, per la dimostrazione).
Cioe l'operatore di Riemann misura il “fallimento infinitesimale” del trasporto parallelo nel
riportare un vettore alla sua posizione originaria lungo un cammino chiuso. In altre parole,
R misura l'olonomia “infinitesimale” della varieta (si veda 1'Osservazione 3.6.7). Segue che

=—Ry(v,w)z
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se (M, g) ha gruppo di olonomia banale, allora 'operatore di Riemann & nullo (vale anche il
viceversa, se M & semplicemente connessa).

Infine, facendo riferimento all’Esempio 4.4.2, mostriamo che il tensore di Riemann puo essere
anche interpretato come una “misura” della non—integrabilita della distribuzione orizzontale
v+ HyM suTM (e la presenza di curvatura come un’ostruzione a tale integrabilita). Siano
X,Y due campi vettoriali su M e X , Y i loro sollevamenti orizzontali su TM per mezzo della
sommersione riemanniana 7 : (TM, gr) — (M,g). Abbiamo visto nell’Esercizio 3.4.5 che la
funzione

(X,Y) = [ya?}v = [§7?] - [X,Y],
dove abbiamo indicato con [X,Y]" la componente verticale di [X,Y], & un tensore di tipo (1,2)
che determina l'integrabilita della distribuzione orizzontale v — H,M su T'M, associata alla
sommersione 7. Mostriamo che, se v € T, M, si ha

(XY = R(X,, Yo
usando l'identificazione di V,, M con T} (,)M data dalla mappa Z, definita nella formula (4.12).
Infatti, in una carta coordinata (U %) di M con relativa carta coordinata (7! (U), (z*,v7)) di
TM, consideriamo i campi X = (M eY = em ,1 cui sollevamenti orizzontali sono dati da

= 0 =, 0 ~ 9 ~._ 0
X=X ¢ Y=g PV gm0

dove N _
Xk(v) = —I‘Z(m)vl e Y™ (v) = —F;-’,’S(m)vs,
perognik € {1,...,n}, per la formula (4.10). Dunque,

- _ 0 k 1 v_ 9 m s 0
X—@_(FNOW)’U & e Y—g; (Fjsoﬂ')’()avim
Segue che
~ ~ orm 0 0
By _ Js s k Lmm s_Y
X Y] = - (52 om)v o + Whomu! (T 0 ot 5
ork 9] m 0
+ (g om)v g~ Thome Thomdl 5k
orm 0
A Js s k 1 m
B ( o o7r>v S + ([ o m)v' (L' o W)—avm
arfl l 9 m s(Tk 9
+ (Gt om)vi g — (T o mv*(Thy om) 5
arfl 8Fk mk mk l 0
= (52 — 5 + T ~ Tt o] ' 55

dove abbiamo riordinato e raccolto i termini nell’ultimo passaggio. Allora, [X,Y], = [X, ?]y €
VoM e usando l'identificazione di V,, M con T ()M, concludiamo

IR 7} Vo erk  ork . . , 0 o 9

— == - + Iy I; F"T —,

{ax“ dwl |, (awﬂ &ﬁ )( W)v Az vy = Bx(w) (&ﬁ’ OxI )U

per 'equazione (5.2). Dunque, la distribuzione orizzontale v — H,, M su T'M é integrabile se e
solo se il tensore di Riemann & nullo.

OSSERVAZIONE 5.1.11. Per un generico fibrato vettoriale £ con una connessione V, la de-
finizione dell’operatore di Riemann in termini di V* perde di significato (si avrebbe V% 37 =
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VxVyn — Vy,yn, che non & definito, se X,Y € I'(T'M) e n € I'(E)), tuttavia & ancora possi-
bile definire 'operatore di Riemann RY : T(TM) x I'(TM) x I'(E) — T'(E) associato a V, che
descrive la “curvatura” della connessione V su E, con la formula (5.1)

RY(X,Y)n=[Vy,Vx]n—Vyxn=VyVxn—VxVyn—Vyxn, (5.7)

perogni X, Y e I'(TM)en € I'(E).

In altre parole, sebbene I'operatore V2 non sia definito, lo ¢ la sua “antisimmetrizzazione”.
Definiamo 1'operatore differenziale esterno covariante d¥ che agisce come V sulle sezioni di E
(identifichiamo I'(E) con Q°(M, E)) e nel modo seguente su Q% (M, E) (le k—forme alternanti a
valori in E), producendo un elemento di Q1 (M, E):

k
(dVw)(Xo, X1, ., Xx) = Y _(~1)'Vx, (w(Xo, ..., Xi, ..., X¢))
=0
+ > (DX X)X X X))
0<i<j<k

Nel caso particolare w = a ® n € Q¥(M, E), con o € Q¥(M)en € I'(E), sipud allora mostrare
che
dV(a®@n) =da@n+ (—1)*a A Vn
e si verifica facilmente che
(@) (a@n) = (d¥ odV)(awn) =d d"(@®@n) =—aARYn,

dunque (dV)? non ¢ identicamente nullo come nel caso del “classico” differenziale esterno, se
RV # 0 (si veda [199] o [136, Sezione 12.9] per queste relazioni e per approfondire).

Se dunque E = T'M e V & la connessione di Levi—Civita, la curvatura di una varieta puo essere
allora interpretata come un’ostruzione alla semi-esattezza della sequenza

0 av 1 av
D(TM) = Q°(M,TM) —2— Q" (M, TM) —2— ...
ok, T < R (v, T s
av ne1 av " av
Lo M) s (M, TM) -2 0
cioe al fatto che ImdV C kerdV.
Sinoti che se E ¢ il fibrato banale M x R, da cui I'(E) = C*° (M), con la connessione V naturale
data dal differenziale, si ha Q¥ (M, R) = Q¥(M) e dV = d. Essendo d* = 0, questa connessione
ha dunque “curvatura” nulla, cioe RV = 0 (cosa che si pud vedere anche direttamente dalla
formula (5.7)).
5.2. Proprieta algebriche del tensore di Riemann
Vediamo ora alcune “simmetrie” di cui gode il tensore di Riemann.
PROPOSIZIONE 5.2.1. Valgono le sequenti proprieta:
(1) Antisimmetria nelle prime due variabili
R(X,Y,Z,W) = —R(Y,X,Z,W)
Rijii = —Rjiw
(2) Antisimmetria nelle ultime due variabili
R(Xa Yv Za W) = 7R(X7 Y7 I/Va Z)

Rijri = — Ry
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(3) Simmetria per scambio della prima e seconda coppia
R(X.,Y,Z,W) = R(Z,W, X,Y)
Rijri = Riij
perogni XY, Z W € I(TM) eognii,j, k,l € {1,...,n}.
DIMOSTRAZIONE. Usando la formula (5.6), in coordinate normali centrate in p € M, si
vede facilmente che in p valgono le tre identita in coordinate, per la simmetria della metrica e il

teorema di Schwarz. Dunque valgono le tre identita per il tensore di Riemann in p e poiché p e
un generico punto di M, la tesi segue. O

OSSERVAZIONE 5.2.2. Si noti che la prima identita ¢ immediata, poiché dalla definizione
dell’operatore di Riemann, si ha R(X,Y) = —R(Y, X) e che la terza e una delle prime due
implicano l'altra. Segue inoltre che

R(X,X,Z,W)=R(X,Y,Z,Z) =0

R = Rijrr =0,
perogni X,Y,Z, W € I'(I'M) eognii,j k,le{l,...,n}.
PROPOSIZIONE 5.2.3 (Prima identita di Bianchi [231]). Vale la seguente identita:
R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0,
o0 equivalentemente,
R(X,)Y,Z W)+ R(Y,Z, X, W)+ R(Z,X,Y,W) =0, (5.8)
perogni X, Y, Z W € I'(TM).
In coordinate locali si ha
Rijri + Rjka + Riiji = 0.
DIMOSTRAZIONE. Usando la definizione dell’operatore e la simmetria di V, di abbiamo
R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y
=VyVxZ -VxVyZ -V xZ
+VzVy X —VyVzX —Vizy X
+VxVzY =VzVxY - Vix )Y
=Vy(VxZ —VzX)+Vz(VyX - VxY)+Vx(VzY - VyZ)
~Viy.x1Z —Vizyv)X = Vix,z1Y
=Vy[X,Z]+ Vz[Y,X]+ Vx[Z,Y]
~Viy.x1Z = Vizyv)X = Vix,z1Y
=V [X 2]+ 2, [V X + [X,[Z,Y]]
=0
per l'identita di Jacobi (1.1).
Si noti la rilevanza della simmetria (torsione nulla) della connessione di Levi—Civita in questa dimostra-
zione. O

OSSERVAZIONE 5.2.4. Per le simmetrie del tensore di Riemann, qualunque dei primi tre
indici di R;j: puo essere “mandato” al quarto posto, eventualmente moltiplicando per —1,

Rijri = —Rijik,  Rijr = Rrj . Rijrn = — Ry -
3° indice al 4° posto 2° indice al 4° posto 1° indice al 4° posto
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Segue che la prima identita di Bianchi vale per qualunque terna di indici di R;jxi,

Rijki + Rikij + Rijke = — Ritji — Rijki — Rjkis =0 (con primo indice fissato)
Rijkl + Rkjli + leik = Rklij + Rlikj + Riklj =0 (con secondo indice fissato)
Rijii + Rjiki + Riikj = — Rijik — Risji — Rjis =0 (con terzo indice fissato)

e analogamente per R(X,Y, Z, W), permutando ciclicamente su una qualunque terna di campi
vettoriali e sommando si ottiene zero, per ogni X, Y, Z, W € I'(TM) e ogni i, j, k, L € {1,...,n}.

ESERCIZIO 5.2.5. Si mostri che in dimensione n = 2,3 la prima identita di Bianchi € conse-
guenza delle simmetrie del tensore di Riemann, dunque non fornisce nuove informazioni.

Concludiamo questa sezione con un modo alternativo che non fauso di coordinate, di mo-
strare le simmetrie del tensore di Riemann. Per dimostrare I’antisimmetria nella seconda coppia
di variabili & sufficiente dimostrare che si ha R(X,Y, Z, Z) = 0. Infatti, se R(X,Y,Z,Z) = 0 si
ha

R(X,Y,Z,W)

R(X,Y,Z - W + W, W)

R(X,Y,Z —W,W)+ R(X,Y,W,W)
RIX.Y,Z - W,W — Z + 2)

= —R(X,Y,Z-W,Z-W)+R(X,Y,Z-W,2)
R(X,Y,Z,2Z) — R(X, Y. W, Z)

= —R(X,Y,W,Z)

e per definizione, abbiamo

R(X,Y,Z,2) =9(NyVxZ —~VxVyZ -V xZ,7Z)
=9(VyVxZ,Z) - g(VxVyZ,Z) — g(Vv,x1Z, Z)
=YXg(Z,2)/2—-9g(VxZ,VyZ)— XYqg(Z,Z)/2+ g(VyZ,VxZ)
- [, X]g(Z,2)/2
=0.

Per dimostrare la terza formula della Proposizione 5.2.1, scriviamo quattro volte I'identita di
Bianchi e sommiamo, ottenendo

0 = RX,Y,ZW)+R(Y,Z,X,W)+R(Z,X,Y,W)
+R(Y,Z,W,X)+ R(Z,W,Y,X) + R(W,Y, Z, X)
+R(Z,W,X,Y)+ RW,X,Z,Y) + R(X,Z,W,Y)
+R(W,X,Y,Z) + R(X,Y,W,Z) + R(Y,W, X, Z)

= 2R(Z,X,Y,W)-2R(Y,W,Z,X),

dove abbiamo usato ripetutamente 1’antisimmetria del tensore di Riemann nella prima e secon-
da coppia di variabili. La tesi dunque segue.

OSSERVAZIONE 5.2.6. Quest’ultima dimostrazione puo essere in un certo senso “visualizza-
ta” nella seguente figura.
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Rijri = Rk

R g = Ryjik R kit = Ryjii

Riijk = Riik;

Rigji = Rygij

FIGURA 5.1

Le uguaglianze sui vertici dell’ottaedro sono tutte dovute allo scambio degli indici nella pri-
ma e seconda coppia (prima e seconda formula della Proposizione 5.2.1), mentre la somma dei
valori sui vertici dei triangoli colorati sono nulle per la prima identita di Bianchi. Segue che la
somma dei quattro valori sui vertici “centrali” ¢ uguale a due volte il valore sia sul vertice in
alto, che su quello in basso, da cui la tesi R;jx; = Riuij-

5.3. Tensori di curvatura algebrici

DEFINIZIONE 5.3.1. Diciamo che una forma quadrilineare P : T,M x T, M x T, M xT,M — R
su T, M & un tensore di curvatura algebrico in p € M se verifica

i P(ia Y, =, U)) = —P(y> z,z, w)/

® P(xa Y2, w) = —P(.’E,y, w, Z)/

b P(x,y,z,w) , P(z,w,x,y),

e l'identita di Bianchi P(z,y, z, w) + P(y, z,x,w) + P(z,z,y,w) = 0,
perognix,y,z,w € T,M.
Chiamiamo C, (M) lo spazio dei tensori di curvatura algebrici in p.

OSSERVAZIONE 5.3.2. Ovviamente il tensore di Riemann Riem in ogni punto p € M & un
tensore di curvatura algebrico, cosi come la forma quadrilineare R : T,M x T,M x T,M x
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T,M — R definita come

Rg(x7ya Z,U)) = gp(xa Z)gp(y,UJ) - gp(x?w)gp(ya Z) ;

nel punto p € M. Si ha allora un tensore R° di tipo (0, 4) con coefficienti, in coordinate locali,
dati da

R = gikgit — 9ugjk -
Si noti che
Ry(z,y,2.y) = gp(2, 2)9p(4,y) — 9p (2. y)gp(x,y) = |2[; lyl; — (9p(2.9))?
¢ il quadrato dell’area del parallelogramma di lati x e y in T, M.

Vediamo ora un modo di costruire questi tensori.

DEFINIZIONE 5.3.3. 1l prodotto di Kulkarni—-Nomizu di due forme bilineari simmetriche h e k
suT,M e la forma quadrilineare h ® k definita come

(h © k)(@,y, z,w) = h(z, 2)k(y, w) + h(y, w)k(z, 2)
= h(z, w)k(y, 2) — Wy, 2)k(z, w),
per ogni z, vy, z,w € T,M. In coordinate locali, si ha
(h® k)ijmi = himkji + hjikim — hakjm — hjmki
perognii,j,m,l € {1,...,n}.

ESEMPIO 5.3.4. Calcoliamo il prodotto di Kulkarni-Nomizu del prodotto scalare g, su 7, M
con se stesso:

(9O 9)ijit = gingjt + 9i19ik — Gigik — 9ikgir = 2(gikg — gugir) = 2Rk,
cioé R® = 229 (abbiamo omesso il pedice p, per semplicita di notazione — lo faremo spesso nel
seguito).
Si ha la seguente proposizione, la cui dimostrazione ¢ lasciata per esercizio.

PROPOSIZIONE 5.3.5. Il prodotto di Kulkarni-Nomizu di due forme bilineari simmetriche h e k
su T, M e simmetrico e produce un tensore di curvatura algebrico su T, M.

ESERCIZIO 5.3.6. Se M e una varieta di dimensione n € N, si mostri che per ogni forma
bilineare simmetrica h su 1}, M, con il prodotto scalare g, esteso agli spazi vettoriali T M, =
®°T,M* Q" T,,M come nella Sezione 2.4, si ha, omettendo il pedice p,

glg® g, g h)=8n—1)trh  dacui  |g®g|? =8n(n—1)
lg ® h|? = 4(n — 2)|h|® + 4(tr h)?
(tr'3g ® h)im = gjl(g O h)jitm = (0 — 2)him + gimtrh
tr(tr3g @ h) = "™ g’ (g ® h) jitm = 2(n — )trh,
in particolare,
tr'3gmg=2(n-1)g e tr(tr g ®g) = 2n(n — 1).
Si dimostri infine la seguente formula, per ogni coppia h, k di forme bilineari simmetriche su
T,M,
[h o k|* = 4]0 [K]* + 4(g(h, k))* — 8g(h*, k?)
dove i tensori h?, k? sono dati da hZ; = hirg"™ hum; € k; = kig'™ km;.

Consideriamo il sottospazio vettoriale 7, M di ®*T,M* delle forme quadrilineari A su T), M
che soddisfano le identita
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L4 A($7 Y, z, ’lU) = _A(y7 X, z, w)r
L4 A(x7 Y,z ’U)) = —A<J}, Y, w, z)l
4 A(l‘7 y7 Z? w) = A(z7 w’ Jj’ y)’
ma non necessariamente 'identita di Bianchi
A(z,y, z,w) + Ay, z,z,w) + A(z,z,y,w) =0,
per ogniz,y, z,w € T, M.

DEFINIZIONE 5.3.7. La mappa di Bianchi & 'endomorfismo b : 7, M — F, M che agisce come
segue,

b(A)(z,y, z,w) = %[A(x, y,z,w) + Ay, z,x,w) + A(zw,y,w)] ,
perogni A € Fy,Mex,y,z,w € T,M. Siha dunque
Cp(M) =kerb.
ESERCIZIO 5.3.8. Si mostri che, per le proprieta di A, si ha

b(A)(,y, z,w) = =b(A)(y, z, z,0),,

b(A)(2,y, 2,w) = =b(A)(z, y,w, 2),

b(A)(z,y,z,w) = b(A)(z,w,z,y),
perogni A € FyM e z,y,z,w € T,M. Dunque b(A4) € F,M.
Si noti inoltre che

b(A)(z,y, z,w) = b(A)(y, z,x,w) =b(A)(z,z,y,w) , (5.9)

perogni A € FyMex,y,z,w € T,M, per la definizione di b.

LEMMA 5.3.9. La mappa di Bianchi b ¢ un operatore idempotente (cio¢ b> = bob = b), g—
autoaggiunto e si ha la sequente decomposizione ortogonale

FpM =kerb @+ Imb.

DIMOSTRAZIONE. Data A € F,M, possiamo considerare B = A—b(A). Sihache B € kerb,
dunque B = A — b(A) e b(A) decompongono A. Il fatto che B € kerb segue da b(B) = b(A) —
b*(A) = 0, poiché la mappa di Bianchi & idempotente, cosa che segue dalla formula (5.9).

Siano A, C' € F,M, allora in una base ortonormale di 7;, M si ha

9(A,b(C)) A b(C)ijm
= %Aijkl [Cijkt + Cjrit + Criji
= %[Aijklcijkl + AkijiCijri + AjriCijrl]
= %[Aijkl + Apiji + Ajrit] Cijrl
= g(b(4),0),

cioé b & un operatore g-autoaggiunto. Se dunque C' € Imbe B € kerb, si ha C = b(A) per
qualche A e

9(B,C) = g(B,b(A4)) = g(4,b(B)) =0,
che implica Im b = ker b*. Segue che b & la proiezione ortogonale di 7, M suImb e la decompo-
sizione
FpM =kerb @t Imb
e ortogonale. O
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Abbiamo che Imb = AjM C ®*T,M* (si ricordi I'Osservazione 1.4.1), in quanto su Aj M la
mappa b & I'identita (lo si provi per esercizio) e poiché per la formula (5.9) e 'antisimmetria di
b(A) nelle prime due variabili si ha

b(A)(I,y7I’7U)) = b(A)(y,o:,x,w) = *b(A)(i,]j,I’,U)),

segue b(A)(x,y,z,w) = 0, che per le proprieta di simmetria e antisimmetria di b(A) € F,M,
implica che b(A) si annulla in ogni quaterna in cui almeno due vettori di 7}, M coincidono e di
conseguenza € una forma quadrilineare alternante su 7, M.
Si noti che se n = 2,3 si ha dim(Imb) = 0, infatti ogni forma quadrilineare alternante é nulla,
dunque F, M = Cp(M) (coerentemente con 1'Esercizio 5.2.5). Se n = 4, dim(Imb) = 1.
Vediamo che ¢ possibile identificare F, M con lo spazio vettoriale delle forme bilineari sim-
metriche sullo spazio A>T, M dei 2-vettori alternanti di 7, M, che denotiamo con S?(A*T,M),
mediante 'applicazione che associa ad A € F,M la forma A € S§?(A*T,,M) univocamente ben
definita dal seguente comportamento su una base {e; A e;} di AT, M,

Ale; Nej,er Nep) = Ales, ej, ex, er),
con {e1,...,e,} base di T, M. Ovviamente, 'applicazione inversa che manda (riporta) A €
S*(A*T,M) in A € F,M & data da
Az, y,z,w) = Alz Ny, 2 A w)

perogni z Ay, z Aw € A*T,M, con x,y, z,w € T,M (si verifichi che A & un elemento di F,M).

Allora, poiché se V & uno spazio vettoriale di dimensione m si ha che §?(V) ha dimensione

m(m+1) n(n—1
2 2

, avendo A?T, M dimensione ), abbiamo

n(n—1)(n? —n+2)
3 :
Calcoliamo ora la dimensione dello spazio dei tensori di curvatura algebrici C,(M).

dim(F, M) = dim(S*(A’T,M)) =

(5.10)

PROPOSIZIONE 5.3.10. Sia (M, g) una varieta riemanniana di dimensione n, allora
n%(n? —1)
12 '
DIMOSTRAZIONE. Abbiamo dimostrato che F,M = kerb @ Imb, dove b & la mappa di
Bianchi e che Imb = AéM . Dunque,
dim(F, M) = dim(ker b) +dim(Im b) = dim(Cp(M)) + dim(Af}M)

A n(n—1)(n—2)(n—3)
24

dim(C, (M) =

, concludiamo facilmente che

20,2
-1
dim(Cp(M)) = T(3n2—3n+6—n2+5n—6) = %2)7

per la formula (5.10). O

e avendo AJM dimensione (')

n(n—1)

Ovviamente ogni tensore di curvatura algebrico P in p puo essere visto come un elemento P
di 8*(A*T,M). Considerando il prodotto scalare indotto da g, su A?T}, M, definito da (si veda
I’Esempio 2.4.3)

@AY, 2 AW) =g, (zRQY — YR, 20w — W 2)
=2(gp(x, 2)gp(y, w) — gp(,w)gp(y, 2))
= 2R2(x7 y? Z? w)
:2732(95 ANY,z ANw)
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(quindi la forma bilineare simmetrica R} su A*T}, M associata al tensore RJ coincide con la meta
del prodotto scalare indotto dalla metrica g, su A?T, M, per ogni p € M), deduciamo che esiste
un endomorfismo lineare autoaggiunto (rispetto a g,,/2) & : A*T,,M — A*T,M tale che

P(w,0) = gp(P(w),0)/2 = gp(w, Z(0))/2
per ogni w, o € AT, M.
Notiamo allora che per R’ si ha
gp(x Ay, z Aw) = 2R)(z,y,z,w) = 2R (x Ay, 2 Aw) = gp(Z)(x N y),z Aw)
da cui segue, per l'arbitrarieta di z A w € A*T, M, che %) = 1d, per ogni p € M.

DEFINIZIONE 5.3.11. Vedendo Riem, come la forma R, € S*(A*T,M), per ogni p € M,
I'operatore %, : A°T,M — A>T, M associato come sopra a tale forma R,, viene detto operatore
di curvatura di (M, g) in p.

Si ha dunque
Rp(w,0) = gp(Zp(w),0)/2 = gp(w, Zp(0))/2,
in particolare,

Rp(xayvzaw) = Rp(x ANy,z Nw) = gp(%p(x NY), 2 /\w)/27

perognip € M.

Essendo la forma bilineare R, su A?T,M (che ha dimensione n(n — 1)/2) simmetrica, R,, si
diagonalizza in una base ortonormale {w;} di A?T,,M di autovettori dell’operatore autoaggiun-
to #, : A°T,M — A*T,M, peri € {1,...,n(n — 1)/2}. Nel caso tale base sia esprimibile in
2—vettori semplici, cioe della forma w; = x; A y;, perognii € {1,...,n(n —1)/2}, per dei vettori
x;,y; € T,M, diciamo che I'operatore %, & semplice, mentre se esiste una base ortonormale {e; }
di T, M tale che {e; A e;} sia una base di autovettori dell’operatore %,, si dice che %, & puro.
Diciamo che (M, g) ha operatore di curvatura puro (semplice) se %, € puro (semplice), per ogni
pe M.

OSSERVAZIONE 5.3.12. Se #,, e puro, allora e chiaramente semplice, ma il viceversa non vale
(si veda [73]). Ovviamente, in dimensione n = 2 l'operatore di curvatura & sempre puro.

OSSERVAZIONE 5.3.13. In dimensione n = 3 ogni elemento w € A>T, M & semplice, cioe della
forma v A w. Infatti, assumendo w # 0, sia {a4, as, a3} una base di A?T, M (che ha dimensione
tre) con w = aq e fissiamo {ws, w2, ws} una base di T,,M. Consideriamo o = wi A ws A ws €
A3T, M e determiniamo vy, vg,v3 € T, M tali che v; A aj = §;;0. Ponendo

a; = a; W /\wngbiwg/\wngciwg/\wl

v; = d; w1 +e; w2 + fiws,
per a;, bi, Ci, di, €, fi € R, si ha
v Nay = (dlb] +e;ci + fiaj)a.

Imponendo dunque le condizioni v; A a;; = §;50, si deve avere

di er f1 by by b3
dy e fo ]| 1 c2 c3|=1d,
ds es f3 ay a2 as

da cui e possibile determinare univocamente le componenti dei vettori vy, va, v3. Cio segue dal
fatto che, essendo la seconda matrice invertibile in quanto il suo determinante coincide con
quello della matrice del cambio di base in A>T, M, da {a1, az, as} a {wy Aws, wa Aws, ws Awy }.
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Una volta determinati v1, vz, v3 e osservato che anch’essi formano una base di 7, M (la matrice
dei loro coefficienti & invertibile), si ha che o = Avy A vy A vz per un qualche A € R\ {0} (A3T,M
ha dimensione uno) e di conseguenza w = «o; = Avs A vs (sfruttando sempre le condizioni
Vg A Qj = 51']'0').

Da questa osservazione segue che se n = 3 l'operatore di curvatura & sempre semplice. In
realtd & anche puro; infatti, sia {;} una base ortonormale di A*T,M che diagonalizza %, e
fissata 0 € A3T,M otteniamo v;, v2, v3 come nell’osservazione sopra. A meno di moltiplicare
ogni v; per una (stessa) costante otteniamo allora che a; = v2 A vs, ap = v3 A vy € a3 = V1 A V2
e ponendo e; = v; /2, si ha allora che e; A ej = V2u; A v; € una base ortogonale di AT, M che
diagonalizza Z,. Dunque si ha

0=g(er ANea,ea Ae3) = 2912923 — 2922913 912923 = 922013,
0 =g(ea ANes, ez Aer) = 2ga3gs1 — 2933912 cioe 923931 = g33912 5
0=g(ez ANer,er Aez) = 2g31912 — 2911932 931912 = 911932,
e
2 = 2g(vay Av3,v2 Avs) = gp(ea A ez, ez Aez) = 2g22G33 — 2035 (5.11)

cioe gaagss = g33 + 1, dove gi; = g(e;,e;). Moltiplicando tra loro le prime due uguaglianze,
otteniamo

912923923931 = 22913933912 cioe G55 = 922033

se g12913 7 0, che € in contraddizione con l'uguaglianza (5.:11). Segue che deve essere g12913 = 0
e lo stesso per g23921, 931932 da cui, per le prime tre uguaglianze (essendo g¢11, 922,933 # 0)
concludiamo che g¢12, g23, g31 sono nulli. Allora

g11922 = §22933 = g33911 = 1

da cui si ottiene immediatamente g;; = go2 = g33 = 1, cioé e; = v;v/2 & una base ortonormale
di T, M, quindi %, & puro.

ESERCIZIO 5.3.14. Si scriva 'operatore di curvatura della varieta prodotto (M x N, g x h) di
due varieta riemanniane (M, g) e (IV, h) e si mostri che se entrambe hanno operatori di curvatura
puri rispettivamente in p € M eg € N, allora (M x N, g x h) ha operatore di curvatura puro in
(p,q) € M X N.

5.4. Altre nozioni di curvatura

Vediamo che, per le proprieta di simmetria del tensore di Riemann (o di un qualunque
tensore di curvatura algebrico), per determinare l'intero tensore e sufficiente conoscere il suo
comportamento su particolari quaterne di vettori.

DEFINIZIONE 5.4.1. Sia (M, g) una varietd riemanniana, p € M e v,w € T,M siano due
vettori linearmente indipendenti che generano il 2-piano 7 = (v,w) C T,M. Definiamo la
curvatura sezionale del 2-piano m come

RP(U7w7U7w) Rp(v,w,v,w) — gp(‘%P(U/\w)7v/\w)

S - =
B T X ) A CRTCRT) RPN TN

PROPOSIZIONE 5.4.2. La curvatura sezionale Sec, () dipende solo dal 2—piano = C T,,M e non
dalla scelta dei due generatori v e w.
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DIMOSTRAZIONE. Se in una base ortonormale {ej,e2} di 7 = (v, w) si ha v = ae; + beg e
w = ceq + des,

R, (aeq + bea, cer + des, aeq + bea, cer + deg)

Secy(m) = laer + bea|? |cer + dea|? — (gp(aer + beg, cer + dez))?
_ Ry(e1,ez,e1,e2)(a’d? + b2c? — 2abed)
(a? 4+ b2)(c? + d?) — (ac + bd)?
=R,(e1,e2,€1,€2),
per le simmetrie del tensore di Riemann, da cui la tesi. O

OSSERVAZIONE 5.4.3. Vedremo nell’Esempio 5.5.3 che ogni sfera unitaria ha curvatura se-
zionale costante uguale a 1 per ogni 2—-piano 7, in ogni suo punto, cosa che si accorda con la
nostra intuizione di curvatura (in particolare in dimensione due), cioé che le sfere “curvino
positivamente”. Se avessimo definito 'operatore di Riemann col segno opposto come molti
autori (Osservazione 5.1.2), per avere lo stesso risultato avremmo dovuto definire la curvatura
sezionale col segno opposto, come

Sec,(m) = —Rp(v, w, v, w) = Rp(v,w, w,v),

con v, w base ortonormale di 7. Analogamente, se vogliamo che le sfere abbiano le forme bili-
neari R, € S?(A2T, M) associate a Riem, e i relativi operatori di curvatura %, definiti positivi,
com’e naturale aspettarsi, dovremmo cambiarne il segno rispetto alla nostra Definizione 5.3.11.
Troviamo dunque pitt semplice adottare la nostra definizione dell’operatore di Riemann, per
evitare di dover ricordare (specie nei calcoli) questi “cambi di segno” in tali altre nozioni di
curvatura.

OSSERVAZIONE 5.4.4. Si noti che se = A y € un autovettore dell’'operatore di curvatura %,
allora I'autovalore )\ associato & dato da Sec,({(z, y)), in quanto

Ry(x,y,2,9) = gp(Zo(® Ay),x Ay) /2 = Agp(@ Ny, x Ay) /2 = AR)(x,y,,y) .

In particolare, se 'operatore %, ¢ semplice, tutti i suoi autovalori sono dati da curvature se-
zionali in p € M. Se %, & puro i suoi autovaloriseno dati da R, (e;,e;,¢e;,¢e;) = Secy({ei, €;)),
dove {e; Ae;} &labase che diagonalizza %, con {e;} base ortonormale di 7,,M (per esempio in
dimensione 3, si veda I'Osservazione 5.3.13 e la successiva discussione).

ESERCIZIO 5.4.5. Si mostri che se (M, g) e (N, h) sono due varieta riemanniane, ogni 2-piano
“misto” della varieta prodotto (M x N, g x h),

(Vp,wg) € Tp) (M x N) =T,M & TN,

conv, € T,M e w, € TyN, ha curvatura sezionale nulla. Quali sono le altre curvature sezionali?

Ovviamente, conoscere il tensore di Riemann Riem nel punto p ci permette di calcolare la
curvatura sezionale di ogni 2—piano di 7, M. Viceversa, mostriamo ora che 'insieme delle cur-
vature sezionali di ogni 2—piano di 7, M determina completamente il tensore di Riemann in
D.

TEOREMA 5.4.6. Siano P, P’ due operatori di curvatura algebrici in p € M e poniamo
Plv,w,v,w P(v,w,v,w
P (2 ) 7 ¢ Pecy((v,w) = 5 (2 ) 20

[0l3 [w[3 = (9p (v, w)) 03 [w]f = (gp(v, w))

dove (v, w) e il 2—piano in T, M generato da due vettori linearmente indipendenti v e w.
Allora, Pecy,({v,w)) = Pec,((v, w)) per ogni 2-piano (v, w) C T,M se e solo se P = P’

Pec, ((v, w))
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DIMOSTRAZIONE. Siano P e P’ con Pec,((v,w)) = Pec,({v,w)) per ogni 2-piano (v, w) C
T,M, dunque P(v, w,v,w) = P'(v,w,v, w) per ogni coppia di vettori v,w € T,M. Consideria-
mo la funzione

si vede con un calcolo diretto e sfruttando le proprieta algebriche di P che

O*f
=6P t).
aaaﬁ a=B=0 (‘rayazv )
Poiché l’analoga funzione per P’ coincide con f, in quanto la sua definizione coinvolge solo i
valori del tipo P(v,w, v, w), si ha che P = P’.
L’altra implicazione & ovvia. O

ESERCIZIO 5.4.7. Si cerchi una formula esplicita che esprima P(z,y,z,t) in termini delle
“curvature sezionali” associate a P.

OSSERVAZIONE 5.4.8. Ovviamente, dalla definizione, la curvatura sezionale associata al ten-
sore R) & 1, per ogni punto p € M e ogni 2-piano in T, M.

COROLLARIO 5.4.9. Una varieta riemanniana ha curvatura sezionale Sec,(m) = K, per ogni 2—
piano © C T, M, se e solo se R, = K, R).

DIMOSTRAZIONE. Se vale R, = K,R), dalla definizione segue Secy(m) = K, per ogni 2—
piano 7 C T,M. Supponiamo invece che Sec,(7w) = K, per ogni 2-piano = C T, M, allora i
tensori di curvatura algebrici R, e KR su T, M hanno le stesse curvature sezionali e la tesi
segue dal Teorema 5.4.6. O

DEFINIZIONE 5.4.10. Una varieta riemanniana (M, g) ha curvatura sezionale costante K, in
p € M se Sec,(m) = K, per ogni 2-piano = C T,,. Diremo che (M, g) & a curvatura costante se
inoltre K}, = K, per ogni p € M (le varieta a curvatura costante sono spesso anche chiamate
space forms). In una carta locale si ha dunque R;;i; = K (girk9j1 — gigjk), per ognip € M.
Se la curvatura costante € nulla (come ad esempio R™ con la metrica euclidea) la varieta rieman-
niana si dice flat (o piatta), cid € equivalente a Riem = 0, per il corollario precedente.

DEFINIZIONE 5.4.11. Definiamo il tensore di Ricci Ric di tipo (0,2) (introdotto da Gregorio
Ricci-Curbastro [223] nell’articolo nella figura che segue), cioe una forma bilineare Ric,, su 7}, M
perogni p € M, come segue: R(X,Y) e la traccia dell’endomorfismo lineare Z — R(X, Z)Y di
D(TM), per ogni coppia X,Y € I'(T'M). Dunque, in coordinate locali,

i 0 i - 0 0
X,Y) = { (X,—, Y} —gir(x, L v,- L),
) ) zz:: R axz) g R< ozt 81‘3)
da cui
Rir = ' Rij = 9" Rk = —¢" Rijik = —¢" Rjira = RL,;. .

NOTA STORICA. Essendo il tensore di Ricci una traccia del tensore di Riemann (dunque,
in un certo senso, una “media” di curvature), veniva talvolta chiamato “curvatura media” nei
lavori della prima meta del ‘900 (ad esempio, in [162]), per analogia con la curvatura media che e
la traccia della seconda forma fondamentale delle ipersuperfici (si veda il Capitolo 7).
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Arrr pen Reave Istiroro VENETO DI SCIENZE, LETTERE ED ARTL

Anno aceademico 1903-904 - Tomo LXII - Parte seconda.

DIREZIONT E INVARIANTI PRINCIPALI
IN UNA VARIETA QUALUNQUE
NOTA vpen pror. GREGORIO RICCI, M =&

( Adunanza del 10 luglio 1904)

ono, in questa sfessa aula, Galileo
‘abbia 1nsafnato la allora nuova dottring
1a meoccanica. | R
"~ 11 prof. Einstein, che parla in italian
gsprime anzifutto il suo compiacimento n
‘parlare nella clitta dove insegna il prof. Rici
‘al quale si deve fl calcolo infinitesimale
Iuto, ch'é l'arma matematica necessaria
rimera :la teoria della. r-ela.tiv:ltg.ifm
ia espone in rlassunto, nell'or
elle conferenze. diBologna, | tratti
(1 - questa -teorda, Il prof. E
applaudito. i

Gregorio Ricci—-Curbastro, 1853 — 1925

Per le simmetrie di Riem, segue immediatamente che Ric & una forma bilineare simmetrica,
cioe R(X,Y) = R(Y,X) per ogni X,Y € I'(TM), dunque Ric, si diagonalizza in una base
ortonormale di 7),M, per ogni p € M ed esiste un unico (1, 1)-tensore, chiamato operatore di
Ricci, tale che

R(X,)Y) = g(R(X),Y),
per ogni X,Y € I'(TM). In coordinate locali, se R(5%;) = R! 52, si ha

R;j = Rfg; e Rf = Ripg" .
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Inoltre, se {e;} & una base ortonormale di 7),M, si ha

Rp(v7w) = ZRp(Uy €, W, ei) ’
=1

per ogni v, w € T, M. Segue che

RP(U’U) = ZRP(’Uv eiavaei) = ZSGCP(<U?ei>)(|U|;27 - (gP(U7 ei))z)

per ogni v € T, M, in particolare se |v|, = 1 e i vettori {es, ..., e,} “completano” v a una base
ortonormale di 7}, M, abbiamo

Ry(v,v) = Secy((v,e:)), (5.12)
=2

cioé R, (v, v) &la somma delle curvature sezionali dei piani generati dalla coppia v e un elemento
di{es,...,en}.

DEFINIZIONE 5.4.12. Definiamo la curvatura scalare R € C°° (M) come la traccia del tensore
di Ricci ' -

R =trRic = R; = g“ R;; .
Segue allora che
R =g"Rij = " " Rigju = " R} -

Inoltre, se {e;} & una base ortonormale di T),M, si ha

R(p)=ZRp(ei,ei>:ZZRp(ei,ej,ei,ej)ﬁ > Secy({eie;)) (5.13)

i=1 j=1 1<i<j<n
cioe la curvatura scalare in p € M ¢ il doppio della somma delle curvature sezionali dei 2—piani
distinti generati dalle coppie di elementi di una qualunque base ortonormale di 7}, M.
OSSERVAZIONE 5.4.13.- Abbiamo visto nell’Esercizio 5.1.5 che I'operatore di Riemann ¢ inva-
riante per isometrie, di conseguenza lo stesso vale per tutti i tensori di curvatura e le curvature
sezionali, queste ultime nel senso che se f : M — N e un’isometria Secjcv(p) (df (m)) = Secff (m),
per ogni 2—piano w C T, M.
Se dunque 7 : M — M & un rivestimento riemanniano, localmente M e M hanno la stessa
curvatura.

OSSERVAZIONE 5.4.14. Essendo l'operatore di Riemann di (R”, geyq) identicamente nullo,
anche tutti questi tensori sono nulli e (R™, geyc1) ha curvatura costante uguale a zero, cioe & una
varieta flat.

ESERCIZIO 5.4.15.  Si scrivano il tensore di Ricci e la curvatura scalare della varieta prodotto
(M x N,g x h) di due varieta riemanniane (M, g) e (N, h).

Vediamo come sono i vari tensori di curvatura di una varieta riemanniana n—-dimensionale
(M, g), con curvatura costante K. Abbiamo gia visto nel Corollario 5.4.9 che Riem = KRY, da
cui segue immediatamente che #Z = KId e in una carta locale si ha

Rl = Rijkmg™ = K(gikgjm — gimgir)g™ = K(65gir — 0ig;k)
Rix ="' Rijr = K(ngix — gir) = (n — 1)K gix
R=¢*Ry =n(n—-1)K
perognip € M.
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OSSERVAZIONE 5.4.16. Poiché, come abbiamo visto nell’Esempio 3.2.9, la connessione di
Levi-Civita della varieta riemanniana “riscalata” (M, Ag) di (M, g) & inalterata (cioe i simboli di
Christoffel non variano), segue che le corrispondenti curvature soddisfano

Rz(v, w)z =Ry(v,w)z

Riem? = ARiem,,

P
Ry =Ry
Sec) (1) = Secy () /A
Ric;‘ =Ric,
R (p) =R(p)/A, (5.14)

per ogni p € M, terna di vettori v, w, z € T, M e ogni 2—piano = C T,,M.

Si noti che il tensore di Ricci € inalterato dal riscalamento, mentre 1’operatore di curvatura, la
curvatura sezionale e la curvatura scalare si comportano “come ci aspettiamo dalla curvatura”
(pensando alle superfici in R?), cioe che quando si dilata 10 spazio la curvatura diminuisce.
Invece, il tensore di Riemann, riscala nel verso opposto, come la metrica.

Concludiamo questa sezione discutendo piil precisamente l'interpretazione geometrica della
curvatura sezionale menzionata nell'introduzione a questo capitolo. Per ogni p € M, sappiamo
dal capitolo precedente che esiste ¢ > 0 tale che exp, : B.(O,) — M sia un diffeomorfismo
sulla sua immagine. Proiettiamo dunque con exp,, la porzione di un 2-piano = C 7),M data da
7N B:(0,) e chiamiamo S C M la superficie exp, (7 N B-(O,)), con la metrica indotta gs = g|s.
Vediamo che Sec,(m) coincide con Sec;)q (m), che & la curvatura “intrinseca” di .S, uguale alla
meta della sua curvatura scalare R in p, dunque dipendente solo dalla metrica (indotta) di
S. Scegliamo una base ortonormale B = {e;} di T,M tale che 7 = (e1, e2) e consideriamo le
coordinate normali centrate in p associate a B. Allora, per costruzione, essendo 7 = T},5, la
coppia (2!, z?) di tali coordinate sono delle coordinate normali centrate in p per S, dunque per
la formula (5.6), si ha in p,

RS :1[ g3 -~ g _ g3 i 829‘51}
121279 1922021 022022  Ox'dz! | Oxlox?

N 8g5 1 &g 1 8295
Ox20xl  20x%20x2 2 0x10x!

:1{ 0%gan gn _ g2z &g }
2

022021 022022  Oxldx! | Oxldx?

in quanto g7}, 975, 955 coincidono con gi1, g12, g2, rispettivamente. Essendo quindi anche

93195 — (912)° = g11922 — (g12)*> =1

nel punto p, concludiamo che Secg (m) = Secy(m).
Se allora abbiamo una qualunque immersione isometrica in R? di un intorno di p in S (come
abbiamo sottolineato nell’introduzione non sempre vi & tale immersione), vedremo nell’Osser-
vazione 7.4.5 che vale
s
R (p) = 2G,,

dove Gy, & la curvatura di Gauss della superficie immagine dell’'immersione locale, che introdur-
remo nella Sezione 7.3. Dunque Sec,(7) = G, (come definito da Riemann).
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5.5. Glispazi R"”,S" e H"

Mostreremo nel Teorema 9.1.1 che le uniche varieta riemanniane di dimensione n, complete
e semplicemente connesse, con curvatura sezionale costante uguale a k£ € {0,1, —1} sono:

e R"sek =0,
e S"sek =1,
e H"se k = —1.

con le loro metriche canoniche (standard) definite nella Sezione 2.3. Vediamo in questa sezione
che effettivamente la loro curvatura e costante.

ESEMPIO 5.5.1 (Spazio euclideo). Riassumiamo tutto quello che sappiamo sullo spazio eucli-

deo (R™, geuel), in coordinate standard:

Geucl — 5ij dxi ® d.’tj = (d(El)Q + -+ (dx”)g, dunque gij = g” = 57;]',

la distanza riemanniana ¢ data da d(z,y) = |z — y| e lo spazio metrico (R", d) & completo,

¥, =0 perognii,j,k,€{1,...,n} e ogni punto z € R",

il trasporto parallelo di un vettore lungo un cammino ¢ la semplice traslazione, in particolare

I'olonomia di (R™, geyc1) € banale,

o le geodetiche sono le rette, le semirette e i segmenti di retta e sono sempre minimali tra
qualunque loro due punti. Precisamente, la geodetica uscente da € R" con velocita iniziale
v e T,M ~R" e data dalla curva t — x + tv ed e definita per ognit € R,

¢ la mappa esponenziale ¢ data da exp, (tv) =z + tv,

e il raggio di iniettivita di ogni punto, quindi di (R", gcuc1), € uguale a +oo,

e Riem = 0, cioe (R", geua1) ha curvatura costante nulla.

OSSERVAZIONE 5.5.2. Ovviamente, se la mappa  : R™ — T" & un rivestimento riemanniano

N

di un toro piatto da parte di (R", geyql), anche il tensore di Riemann di T & nullo.

ESEMPIO 5.5.3 (Sfere). Consideriamo la sfera unitaria (S™, gean) con la sua metrica canoni-
ca, vista come la sottovarieta {&# € R"*! : |z| = 1}. Le sfere di raggio diverso da 1 si ot-
tengono moltiplicando la metrica per un fattore positivo (si veda ’'Esempio 2.3.1). Abbiamo
visto che in coordinate locali date dalle proiezioni stereografiche, per esempio dal polo Nord
N =(0,...,0,1) € S™, la metrica gean si scrive

90 (w12 ™
e abbiamo osservato che questo € un cambio conforme della metrica euclidea di R™ (che ¢ to-
pologicamente omeomorfo alla sfera S™ privata di un punto — il polo Nord in questo caso).
Notiamo inoltre che S” & uno spazio compatto e completo con la distanza data dalla metrica
riemanniana.

Nell’Esempio 3.2.10 abbiamo calcolato i simboli di Christoffel della connessione di Levi-

Civita in queste coordinate:

2

Le geodetiche di (S™, gcan) sono archi di cerchi massimi (Esempio 4.1.8) e la mappa esponen-
ziale e definita su tutto 7'S™. Osserviamo che il raggio di iniettivita in ogni punto p € S™ vale 7.
Infatti, tutte le geodetiche pit1 lunghe di 7 superano il punto antipodale a p (cioe —p) e la mappa
esponenziale su una palla B, (O,) C T,,S™ con r > 7 non ¢ iniettiva (si mostri per esercizio che
exp,, ristretta alla palla B, (O,) ¢ invece un diffeomorfismo). Dunque inj(S") = 7.

Calcoliamo ora la curvatura di (S”, gecan). Poiché abbiamo l'espressione sopra dei simboli
di Christoffel, potremmo procedere usando la formula (5.5) (lo si faccia per esercizio), come
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faremo per lo spazio iperbolico nell’esempio che segue, ma usiamo invece il fatto che (S™, gcan)
& una sottovarieta di (R"*!, geya1), con la metrica indotta e sfruttiamo invece la formula (3.9) per
la sua derivata di Levi-Civita.

Sia {e;} la base canonica di R™*?, dunque ey, ..., e, € una base del tangente alla sfera nel polo
Nord N = (0,...,0,1) e

57,(1') =e€; — (.T 61>:E =e; — x* .%' ek (6zk ,L k) ex

sono dei campi vettoriali su R""!, tangenti alla sfera, che estendono i vettori ¢; € TnS™.
Calcoliamo allora, per i, j € {1,...,n}, nel punto N,

[, €3] = @i, €jlgn
= [((Vk — :cia:k)ek., (5jl — xjxl)el]
0 0
(51]{} z k)w(_xj ) (5Jl 1,] l) (%l( xzxk)ek
= — (5“c — xixk) ((%-:cl + 6§ij)el + (§jl — acjxl) (5;:17'“ + 5lkxi)ek
= — 9™, — 210 e, + 22 2T 2 ey, + 0 ey, + 200 M ey — 220 2T ey,
= xiej — xjei y

che & zero, in quanto, poiché z = N = (0,...,0,1), abbiamo 2 = 27 = 0, essendo i,j # n + 1.
Si ha poi, per la formula (3.9),

VET (VRWH 6])
(VR"“ V)T
(=0

oxrs
(= (5:vm omad 4 atat(§Ia™ +5mx3))em}
)T

T

(6‘?1:2 e + '’ 2 (xjxm)em)T
[

x — 2le; +22'alx
= —27¢

per ogni = € S" (abbiamo usato il fatto che in tali punti siha =" = 0).
Dunque, nel punto N siha V"¢, =0 perognii,j € {1,...,n}e

VEZV??@ = VE:(—:HE) = — jkgi - .%‘]vg:gl = _5jkei7
da cui

Ry (ei,er)e; = —0jpe; + djiep -

Segue che, nel punto N, abbiamo
Ry (€, e, ej,€1) = 6i0k — Gkt ,

essendo {e; } una base ortonormale di TxS", cioé Riemy = gy ®gn /2. Quindi tutte le curvature
sezionali dei piani in Ty S™ sono uguali a 1. Avendo S”, per ogni coppia di suoi punti un’iso-
metria in se stessa che manda il primo punto nel secondo, tutte le curvature sezionali di tutti i
piani contenuti in ogni suo spazio tangente sono uguali a 1 e S™ ha curvatura costante uguale a
1.

Si ha dunque R;ji = gixgj1 — Gitg;k, cioé Riem = g ® g/2 e

R;; = (n— 1)d;; ,cioe Ric = (n — 1)g e R=n(n—-1).
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OSSERVAZIONE 5.5.4. Considerando il rivestimento riemanniano a due fogli 7 : S — RP”",
con le metriche canoniche su S™ e RP" (Esempio 2.3.11), segue che lo spazio proiettivo ha
anch’esso curvatura costante 1.

ESEMPIO 5.5.5 (Spazio iperbolico). Nell’Esempio 2.3.2 abbiamo definito lo spazio iperbolico
(H", gcan) come il semispazio di R",

H* = {(z',...,2") €R" : 2" >0}

con la metrica
1 1 S i i
Gcan = Wgeucl = W Zdl’ ® dx s
i=1

che & chiaramente conforme a quella di R" ristretta al semispazio H". Come per le sfere omo-
tetiche a S™, le proprieta degli spazi (H, g°), omotetici a (H", gcan) (si veda 'Esempio 2.3.2), si
ottengono usando le relazioni (5.14) (ricordiamo che i simboli di Christoffel non cambiano per
omotetia della metrica).

Nell’Esempio 3.2.11 abbiamo calcolato i simboli di Christoffel della connessione di Levi-
Civita,

1
Tl = —— (6707 + 6707 — 0i;6™")

osservando che se esattamente uno o tutti e tre gli indici 4, j, k sono diversi da n, si ha I'}; = 0.

Nei restanti casi si ha

. k
no_ % pe %
1] n m n nn

)

1
ey

per ogni 4, j # n.
Possiamo allora ricavare il tensore di curvatura per mezzo della formula (5.5) e calcolare le
curvature sezionali. Essendo g11ga2 — g3, = 1/(2™)4,

R _ 61—‘%1 _ 81—‘%1 rm 1—\2 ™™ 1—\2 n\2 __ ™ 1—\2 n\2 __ -1 n\4
1212 = (505~ Fai + 1715, — I, ) /(@")” =113, /(@")” = —1/(2")
da cui Sec((e1, e2)) = —1in ogni punto di H". Quindi (H", gcan) ha curvatura costante —1, in

quanto € omogeneo e isotropo (Osservazione 2.3.3), dunque per ogni punto y € H" e piano
7 € T,H" esiste un’isometria f : H* — H" tale che f(z) = y e df,({e1,e2)) = , da cui Sec(r) =
—1. Segue che Ry = —(gixgji — gigjk), cioé Riem = —g ® g/2 (per esercizio si provi tale
uguaglianza ricavando il tensore di curvatura, per mezzo della formula (5.5), dall’espressione
sopra dei simboli di Christoffel) e

-1
E;Tyaij ciod Ric=—(n—1)g e R=-n(n—1).
La varieta riemanniana (H", gcan) € completa e lo studio delle geodetiche & ben noto: fissiamo
x € H” e una direzione v € T,H" ~ R". Vogliamo calcolare la traiettoria della geodetica
~ uscente da x con velocita v. Abbiamo, per la formula (4.2) e 'espressione dei simboli di
Christoffel vista sopra,

Rijzf

S 9amAd o i=1,...n—1
{7 Ay, peri=1,...,n (5.16)

i = (M7 = TR () A
cony(0) =xe5(0) =wv.
Dobbiamo distinguere due casi: se v & parallelo all’asse =" allora si vede facilmente che la
soluzione (unica) y deve soddisfare v = 2’ peri=1,...,n—le

;VL _ (’VL)Z/'YTLa
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che ha la soluzione 7" (t) = z"e*"/*". Dunque v & una semiretta parallela all’asse z", definita
su tutto R e " (t) — 0 quando ¢t — 400 0 t = —o0 a seconda del segno del rapporto v™ /2.
Supponiamo adesso che v non sia parallelo all’asse 2". Sia 7 il 2-piano affine di R" passante per
z individuato dai vettori e,, = (0,...,0,1) e v, proviamo che il supporto di v & la semicircon-
ferenza ottenuta intersecando con H™ 'unica circonferenza contenuta in 7, passante per « tan-
gente a v e che incontra l'iperpiano z™ = 0 formando un angolo retto (quest’ultima condizione
significa che il centro della circonferenza in questione appartiene all’iperpiano z™ = 0).

~

FIGURA 5.2

Prima di procedere con la dimostrazione, osserviamo che la metrica gcan € invariante rispetto
alle isometrie euclidee di R™ che non modificano l'ultima componente. Di conseguenza non
¢ restrittivo assumere z.= (0,...,0,2") e v = (v,0,...,0,v"). Poiché la “traiettoria” della
geodetica ¢ invariante rispetto alla lunghezza del vettore v, possiamo anche assumere v =
(1,0,...,0,)), per un certo A € R. Ci siamo dunque di fatto ridotti al caso del piano iperbolico di
coordinate (w, z) = (w,0,...,0, z) soltanto. La semicirconferenza sopra ¢ allora data dai punti
y € H" taliche y’* = Operi € {2,...,n —1}e

(5" — Aa™)? + (") = (@) (1 +A2).
Consideriamo la seguente curva y(t) = (w(t),0,...,0,z(t)) che la descrive, definita da

w(t) = Az™ — [(z™)?(1 + )\2)]1/2 cos s(t)
2(t) = [(")2(1+ A?)] "2 sin s(t)
dove s(t) = 2arctane’~" (che dunque soddisfa s'(t) = sins(t)), per ogni ¢t € R, scegliendo

il valore y tale che 5(0) = x. La curva 7 & allora una geodetica parametrizzata in lunghezza
d’arco (rispetto alla metrica gcan), infatti le funzioni w, z : R — R verificano

20 = 2wz
23 = 3% —1i?

che sono le equazioni (5.16) delle geodetiche di H"™.

Osserviamo che, per costruzione, 7(0) = = mentre 7(0) = %v, quindi ¥ € una riparametriz-

zazione della geodetica v cercata. Vediamo infine che 7 & definita in tutto R, di conseguenza lo
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e anche ~. Infatti, notiamo che z(¢t) — 0 per ¢ — o0, dunque ~y tende all’iperpiano 2™ = 0 per
t — Foo.

OSSERVAZIONE 5.5.6. Sinoti che in H" (cosi come in R™) due geodetiche possono incontrarsi
in un solo punto. Dunque, due geodetiche distinte uscenti da uno stesso punto non si interseca-
no in altri punti. Inoltre, dall’analisi precedente si vede facilmente che per ogni coppia di punti
vi & sempre una geodetica che li unisce che, per quanto detto, deve essere allora unica. Infine, si
noti che per un punto esterno a una geodetica completa (una “retta” iperbolica) passano infinite
altre geodetiche complete che non la intersecano, proprieta chiaramente estremamente rilevante
per la discussione sulle geometrie non euclidee (si ricordi la nota storica nell’Esempio 2.3.2).

ESERCIZIO 5.5.7. Si mostri che nel modello del disco di Poincaré di H? (si veda I'Esem-
pio 2.3.2), le curve geodetiche sono i diametri oppure gli archi di circonferenza che incontrano
il bordo formando un angolo retto. Se ne deduca, ricordando che la metrica e conforme a quella
euclidea nel disco, che la somma degli angoli di un triangolo (geodetico) nel piano iperbolico e
sempre minore di 7. Si descrivano poi le geodetiche di H" nel modello analogo.

FIGURA 5.3

ESERCIZIO 5.5.8. Si calcolino i vari tensori/operatori di curvatura e le curvature sezionali
dei prodotti riemanniani di spazi a curvatura costante.

5.6. Relazioni tra le curvature

Abbiamo visto che I'operatore di Riemann, il tensore di Riemann, I'operatore di curvatura
e le curvature sezionali in un punto p € M di una varieta riemanniana n—dimensionale (M, g)
sono in corrispondenza biunivoca tra di loro. Vediamo che cid non vale in generale per il tensore
di Riemann con il tensore di Ricci e la curvatura scalare. Un motivo euristico, come abbiamo
visto nella Proposizione 5.3.10, & che il tensore di Riemann Riem in un punto di una varieta
riemanniana n—dimensionale (M, g) & determinato da @-1)

15— coefficienti, mentre Ric (che e
n(n+1)
2

una forma bilineare simmetrica) & determinato da coefficienti e R da uno solo.
In dimensione n = 1, non vi & curvatura e tutti questi tensori sono nulli.
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In dimensione n = 2, la curvatura scalare R determina completamente il tensore di curvatura.
Infatti per ogni p € M si ha Sec, = R,,/2 (c’é un unico piano in 7),M, che & T, M stesso) dalla
formula (5.13), di conseguenza

Riji = %(Qikgjl = i9jk) cioe Riem = %(9 ®g)
poiché tale uguaglianza ¢ soddisfatta dalle uniche componenti non nulle del tensore di Rie-
mann,
Ri212 = Ro121 = —Ro112 = —Rig01 .
Segue che # = R1d/2 e Ric = Rg/2.

In dimensione n = 3, sia il tensore di Riemann che il tensore di Ricci hanno 6 componen-
ti indipendenti, dunque si pud ipotizzare che Ric determini Riem. Sia {e1,e2,e3} una base
ortonormale di 7}, M, allora per 1’equazione (5.12), abbiamo

Rp(el7 61) = SeCp(<€1, 62>) + Secp(<€1, €3>)
Ry (€2, €2) =Secy((e2, e3)) 4 Secy((e2€1))
Rp(es, e3) =Secp((es, e1)) + Secp((es, €2)) ,
quindi
2 Secp((el, 62>) = Rp(el, 61) + Rp(627 62) - Rp(eg7 63)
2Secy((e2,€3)) = Rp(e2, €2) + Rp(es, e3) — Ry(er, e1)
2 SeCp(<€3, 61>) = R;,,(eg, 63) + Rp(el, 61) — Rp(627 62) .
Segue allora che se n = 3, conoscendo il tensore di Ricci in p € M, possiamo calcolare le
curvature sezionali di ogni piano in T}, M, quindi Riem,, & univocamente determinato. Invece,
la curvatura scalare R(p) non determina il tensore di Ricci (dunque nemmeno Riem,,), si veda
I’Esempio 5.8.10.

Se n = 4 il tensore di Ricci ha 10 componenti indipendenti mentre il tensore di Riemann 20 e
la differenza aumenta all’aumentare della dimensione (Esempio 5.8.11). Pertanto, in generale,
il tensore di Ricci non determina il tensore di Riemann, se n > 4.

Il tensore di Riemann in termini del tensore di Ricci (e della curvatura scalare che ne ¢ la
traccia) in dimensione n = 3 & descritto esplicitamente dalla seguente formula

R R
Riem = =g © g+ (Ric— §g) Og. (5.17)
Inoltre, questa “decomposizione” & ortogonale, nel senso che i tensori di curvatura algebrici
% g ®g e (Ric = Rg/3) ® g sono ortogonali rispetto all’estensione della metrica a 7 M, di cui

lo spazio dei tensori di curvatura algebrici su 7'M e un sottospazio vettoriale delle sue sezioni.
Una conseguenza ¢ che

R? 2 . R 2 R? . R \ /|2 . 12 2
m|g@g| +’<R1c—§g)®g‘ —?+4‘(RIC—§Q>‘ =4|Ric|* — R*,

per le formule dell’Esercizio 5.3.6 e il fatto che il tensore Ric — Rg/3 ha traccia nulla.
Un modo di dimostrare la formula (5.17) € quello di considerare il tensore di curvatura algebrico

|Riem|? =

R R
P: ( i - )
12g®g+ Ric 39 Og

e di vedere che Pic = Ric, dove Pic e I’analogo per P del tensore di Ricci, cioé in coordinate
Py, = ¢'Pyjj e P = g** Py, = ¢ ¢7' P, & I'analogo della curvatura scalare per P. Poiché Pic
determina unicamente P in dimensione 3 (analogamente a Ric con Riem), possiamo concludere
che P = Riem.
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ESERCIZIO 5.6.1. Si mostri che per ogni forma bilineare simmetrica h e tensore di curvatura
algebrico P suT,M, siha

g(g ® h, P) = 4g(h, Pic) = 4Pic;,hji g g™

da cui
g(g® g, P)=4P.

In dimensione n > 4, la naturale analoga n—dimensionale della formula (5.17)

Riem= - _g@g+ (Ri R)@

1e1m = 1C — —
Qn(n—l)g It 2 nJ) =Y

non vale in generale (altrimenti, il tensore di Ricci determinerebbe univocamente il tensore

di Riemann). Vi e infatti un termine (tensore) ulteriore, detto tensore di Weyl (da Hermann

Weyl [224]), denotato con Weyl:

R 1 R

Riem:79®g+7(Ricf~g)®g+Weyl. (5.18)
2n(n —1) n—2 n

Definendo il tensore a traccia nulla Ric = Ric — Rg/n, chiamato tensore di Ricci trace—free (si noti

che in dimensione n = 2 si ha Ric = 0), questa formula si puo scrivere come

1

Ric ® g + Weyl. (5.19)
n—2

Riem—L O g+
_Qn(n—l)g g

Si vede facilmente che il tensore di Weyl ¢ un tensore di curvatura algebrico (dunque ha le
stesse simmetrie del tensore di Riemann) ed ha la proprieta che ogni sua traccia & nulla, cioe e

completamente trace—free. Si noti dunque (si faccia riferimento alle formule dell’Esercizio 5.3.6)

che allora la traccia “totale” del primo addendo, cioe tr (tr 173(%"71) g®g)), enulla in un punto

p € M se e solo se R, = 0, la traccia sul primo e terzo indice del secondo addendo & nulla in

p € M se e solo se Roicp ¢ nullo, mentre la sua traccia “totale” & sempre zero. Infine, ogni traccia
del terzo & nulla.

Per mostrare che tutte le tracce del tensore di Weyl sono nulle, basta ovviamente controllare che
¢’'Wijri = 0. Abbiamo

G Wi = g (Rijkl T onn=1) (9D g)ijr1 — 5 (Ric® g)z‘jkl)
=Ry — Rgi/n — Riy
=0,
dove abbiamo usato la formula
g (g ® h)ijr = (n = 2)hik, + giktr h

dell’Esercizio 5.3.6.
La decomposizione del tensore di Riemann espressa nella formula (5.19) & inoltre ortogonale
(come in dimensione n = 3), infatti

9(g ® g, Ric ® g) = 8(n — 1) tr Ric = 0
9(g ® g, Weyl) = 4¢7' ¢"" Wi = 0
g(l{OlC O 9, Weyl) = 4gjlWijklémsgi7ngks =0
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dove abbiamo utilizzato le formule degli Esercizi 5.3.6 e 5.6.1 e la proprieta di Weyl di essere
completamente trace—free. Una conseguenza ¢ la formula

2

Riem|* = T2 =12 o gl* + 5|[Ric ® g|? + [Weyl|?

1
(n—2)
2

4 o
2 . 12 2
= Weyl|“ .
n(n—l)R +n_2|R1c| + [Weyl|

Se nella formula (5.18) “raccogliamo” il termine R g @® g, otteniamo un’altra decomposizione
ortogonale del tensore di Riemann,

Riem = ﬁ (Ric — 2(7;{1)9) O g+ Weyl. (5.20)
11 tensore
1 R
n—2 2(n—1) g)
e detto tensore di Schouten (in dimensione n = 2, per convenzione lo poniamo uguale a zero),
dunque

S:

(Ric -

Riem = 5 ® g + Weyl.

OSSERVAZIONE 5.6.2. Dalla formula (5.18) segue anche la seguente decomposizione (non
ortogonale) di Riem

Riem = —WMQ@Q—F %Ric@g—i—Weyl. (5.21)

OSSERVAZIONE 5.6.3. La formula (5.18) vale anche se n = 3, poiché non vi sono tensori di
curvatura algebrici completamente trace—free, se n = 3. Infatti, ogni ipotetica componente non
nulla P;;j; di un tale tensore in una base ortonormale deve avere due (e non tre) indici uguali,
poiché gli indici possono variare solo in {1, 2, 3}, che dunque non possono stare entrambi nella
prima o seconda coppia. Consideriamo allora P;212 e Pj213, abbiamo

Pio1o = — Pi313 = Pagoz = —Pa121 = —Pi212 =0
Pi213 = — Pa223 — P3233 =0

dove abbiamo usato la proprieta trace—free e le simmetrie di P. Sempre per tali simmetrie,
concludiamo che P;;x; = 0 per ogni 4,5, %, € {1,2,3}. Quindi la formula (5.17) puo essere vista
come un caso particolare della formula (5.18), dicendo che in dimensione minore di 4 il tensore
di Weyl & sempre nullo.

ESERCIZIO 5.6.4. Si scriva la norma al quadrato di Ricedis.
Usando le formule degli Esercizi 5.3.6 e 5.6.1, si scriva la norma al quadrato del tensore di
Riemann in termini della norma al quadrato di Ric, Weyl e di R?, oppure di S e Weyl.

ESERCIZIO 5.6.5. In dimensione n = 3, si esprimano R? e le norme al quadrato di %, Riem,
Ric, Ric e S in termini degli autovalori del tensore di Ricci.

ESERCIZIO 5.6.6. Si scrivano il tensore di Ricci trace—free, il tensore di Schouten e il tensore
di Weyl della varieta prodotto (M x N, g x h) di due varieta riemanniane (M, g) e (N, h).

ESERCIZIO 5.6.7. Usando la formula (5.18), si mostri che data una base ortonormale {e;} di
T,M, la base {e; A ¢;} di A>T, M diagonalizza la forma bilineare simmetrica R,, nella Defi-
nizione 5.3.11, se e solo se tale base diagonalizza le forme analogamente associate al tensore
di Weyl e a Ric ® g. Si osservi che se {e;} & una base ortonormale di 7,M che diagonalizza
una forma bilineare simmetrica h di 7, M, con autovalori ); (rispetto all’endomorfismo lineare
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autoaggiunto di T, M relativo a g,), allora la base {e; A e;} di A?T,M diagonalizza la forma
bilineare simmetrica analogamente associata a h ® g, con autovalori (A; + A;)/2 (rispetto al-
I’endomorfismo lineare autoaggiunto di A?T}, M relativo a g,), rispettivamente. Si concluda che
allora se una varieta ()M, g) ha tensore di Weyl nullo, ha operatore di curvatura puro (si veda la
Sezione 5.3). Cio fornisce una dimostrazione alternativa del fatto che ogni varieta di dimensio-
ne n = 3 ha tale proprieta, in quanto W = 0 (si veda la discussione immediatamente seguente
I'Osservazione 5.3.13).

Tutta la precedente discussione e in particolare, la decomposizione data dalla formula (5.19)

(o (5.18)) vale in realta, con gli stessi argomenti, per ogni tensore di curvatura algebrico. Dato

un tensore di curvatura algebrico P su T, M sia Pic I'analogo per P del tensore di Ricci, cioe

in coordinate P, = ¢’'P;ji e P = g** P, = g**¢/' P;;1,, I'analogo della curvatura scalare per P.
2 2

Abbiamo visto nella Proposizione 5.3.10 che P & determinato da %

. N oy . . N . 1 . . .
Pic, che @ una forma bilineare simmetrica, & determinata da % coefficienti e P da uno solo.

Si ha dunque la seguente decomposizione ortogonale di C),(M).

coefficienti, mentre

TEOREMA 5.6.8. Sia (M, g) una varietd riemanniana di dimensione n > 2 e sin Sg M, lo spazio delle
forme bilineari simmetriche su T, M a traccia nulla. Allora vale la seguente decomposizione ortogonale
dello spazio dei tensori di curvatura algebrici in p,

Cp(M) = (gp © gp) oL SgMp D gp e Wp

dove W,, C C,(M) ¢ lo spazio dei tensori di curvatura algebrici su T,,M tali che ogni traccia e nulla,
detto spazio dei tensori di Weyl.
Per ogni P € Cp(M), si ha la seguente somma di tensori mutualmente ortogonali,

gD g+ Pic® g+ W

- 2n(n —1) n-—2
dove Pic e la forma bilineare simmetrica tr L3P la cui traccia (che e la traccia “totale” di P) e P e di cui
la versione trace—free é Pic = Pic—Pg, /n, infine W & un tensore di curvatura algebrico con ogni traccia
nulla.

OSSERVAZIONE 5.6.9. Se n = 1 lo spazio C,()) ha dimensione zero, se n = 2 lo spazio
Cp (M) ha dimensione uno,

CP(M) | <9p @ 9p>

P
P=,909,
per ogni P € C,(M).

ESERCIZIO 5.6.10. Si considerila mappa lineare ¥, : SM — C,(M) dallo spazio delle forme
bilineari simmetriche allo spazio dei tensori di curvatura algebricisu 7, M, datada h — ¥4 (h) =
h @ g. Si mostri che ¥, & iniettiva per n > 2 e si noti che la prima formula dell’Esercizio 5.6.1
esprime il fatto che la contrazione di Ricci ¢g : Cp(M) — SI%M , definita da ¢y (P);, = gijijlcl e
V'aggiunta (o trasposta) di ¥ diviso 4.

OSSERVAZIONE 5.6.11. Per il Lemma 5.3.9 e 'esercizio precedente si ha allora,
SH(N°T, M) =ApM &+ (g, ® gp) & SEM, ® g, & W,
= MM &* Wy ((g,) ©F Wy(SIM,) &4 W,
~AM &t Re* S§M, & W,
Cp(M) ~R @+ SEM, &+ W, .
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Si pud mostrare che questa decomposizione (del Teorema 5.6.8) & irriducibile rispetto all’azione
di SO(n, g,), si veda [93, Sezione 3.K], per approfondire.

Legate alla decomposizione ortogonale (5.19) del tensore di Riemann, abbiamo le seguenti
famiglie di varieta riemanniane.

e Sedim(M) > 3e Ric = 0, il tensore di Ricci & proporzionale alla metrica in ogni punto e si
dice che (M, g) € una varieta di Einstein. Vedremo inoltre nel Teorema 5.7.8, che la costante
di proporzionalita & indipendente dal punto e nell’Osservazione 5.7.9, che se dim(M) = 3,
le varieta di Einstein coincidono con le varieta a curvatura costante.

o Se dim(M) > 4 e Weyl = 0 in ogni punto, mostreremo nella Sezione 9.2 che (M, g) & lo-
calmente conformalmente flat (LCF), cioé per ogni punto di M esiste un intorno e un cambio
conforme della metrica g tale che la varieta risultante sia flat (piatta) in tale intorno. Vedremo
che vale anche il viceversa, cioe se (M, g) € LCEF, allora Weyl = 0.

e Sedim(M) >4, Ric=0e Weyl = 0, la varieta (M, ¢g) ha curvatura sezionale costante in ogni
punto. Cio implica che la varieta (M, g) & a curvatura costante (Teorema 5.7.6) e localmente
isometrica a R™, S" o H", eventualmente riscalandone la metrica (Proposizione 9.1.3).

Ovviamente, ogni varieta a curvatura costante e di Einstein e ha Weyl = 0. Inoltre, si puo vedere
direttamente che S™ e H" (e ovviamente R™) con le loro metriche canoniche o riscalamenti di
queste, sono LCF, per l'espressione locale esplicita di tali metriche, conforme a quella di R”
(Esempi 2.3.1 e2.3.2).

ESERCIZIO 5.6.12. Il prodotto di due varieta LCF (o con Weyl = 0) & ancora una varieta LCF
(o con Weyl = 0)? E il prodotto di due varieta di Einstein & ancora una varieta di Einstein? Sotto
quali condizioni?

Concludiamo questa sezione discutendo il concetto di segno della curvatura. E chiaro co-
sa significa che una varieta (M, g) ha curvatura scalare positiva/negativa o tensore di Ricci
definito o semidefinito positivo/negativo, mentre per il tensore di Riemann abbiamo due pos-
sibilita di parlare del suo “segno”: possiamo richiedere che tutte le curvature sezionali abbiano
lo stesso segno oppure la positivita/negativita della forma bilineare R associata all’operatore
di curvatura Z. Si ha (puntualmente), per ogni X,Y € I'(T' M),

R20= g(Z(XANY), XANY)20<=Sec20=Ric20=R>0

(analogamente per le curvature negative o se le disuguaglianze sono strette), la prima freccia
e l'equivalenza seguente seguono dalla definizione di curvatura sezionale 5.4.1, la terza freccia
dalla formula (5.12) e 1'ultima dal fatto che la curvatura scalare e la traccia del tensore di Ricci
(quindi la somma degli autovalori nonnegativi dell’endomorfismo associato).

Se n > 4, nessuna di queste frecce & reversibile, si vedano gli esempi nella Sezione 5.8. Se
n = 2 sono invece tutte equivalenti, per la discussione precedente sulla curvatura in dimensio-
ne due. Se n = 3, vi sono varieta con curvatura scalare positiva ma con tensore di Ricci con
degli autovalori negativi (mostreremo un esempio nel prossimo capitolo) mentre, sebbene la
prima freccia sia un’equivalenza in quanto in dimensione tre ogni 2—vettore alternante (o for-
ma) & semplice (Osservazione 5.3.13), la condizione Ric > 0 non implica che tutte le curvature
sezionali siano maggiori o uguali a zero (Esempio 5.8.14).

DEFINIZIONE 5.6.13. Diciamo che una varieta riemanniana ha curvatura positiva (nonne-
gativa, negativa, nonpositiva) se tutte le sue curvature sezionali in ogni punto sono positive
(maggiori o uguali a zero, negative, minori o uguali a zero).
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5.7. La seconda identita di Bianchi
PROPOSIZIONE 5.7.1 (Seconda identita di Bianchi). Vale la seguente identita:
VxRY,Z,W,T)+VyR(Z,X,W,T)+VzR(X, YW, T) =0,
perogni XY, Z W,T € T'(TM).
In coordinate locali si ha
ViRjkim + Vi Riitm + Vi Rijim = 0. (5.22)

DIMOSTRAZIONE. Scriviamo il tensore di Riemann in coordinate normali centrate in p €
M:

arg  ory
Rjpim = (ijk - (%’;l + 50, — lel—‘?s>gqm~

Allora, nel punto p si ha

ORjpm  O°TH 0Ty
viRjk'lm = jk{ = - it _ - kl‘ )
ox? Oxtdxk  Oxi0xI
essendo tutti i simboli di Christoffel nulli in p e ¢;; I'identita. Sommiamo i tre addendi
ViRjkim~+ Vi Riiim + Vi Rijim
_ oy oty oty 9Ty N orry 0T
Oxidxk  Oxidxd  OxIdxt  OxkOxI  OxkOxI  OxkOxt
= 0 3

da cui la tesi. O

OSSERVAZIONE 5.7.2. Per motivi evidenti la prima identita di Bianchi (5.8) e talvolta detta
“identita di bianchi algebrica”, mentre la seconda, “identita di Bianchi differenziale”.

OSSERVAZIONE 5.7.3. Chiaramente, per ogni campo vettoriale X, il tensore V xRiem & un
tensore di curvatura algebrico e lo stesso vale per V% | Riem, per ogni famiglia di cam-

pi vettoriali Xy, ..., X;. Analogamente, V%,  y VRiem ¢ un tensore di tipo (0,5) tale che
sommandone il valore sulle permutazioni pari delle sue prime tre variabili, si ottiene zero.

ESERCIZIO 5.7.4. Si mostri che la seconda identita di Bianchi vale anche se i tre indici di
VRiem su cui si permuta sono quello relativo alla derivata covariante e i due della seconda
coppia. Si mostri invece che il seguente tensore di tipo (0, 5), definito in coordinate locali da

Tijkim = ViBRjrim + VjRigim + ViRigim
& simmetrico negli indici &, m ma non & necessariamente nullo.

Sono di grande importanza anche le versioni “contratte” della seconda identita di Bianchi.
Contraendo l'identita in coordinate (5.22) con ¢g*!, otteniamo

0= ¢"(ViRjkim + V;Riitm + ViRijim) = ¢ ViRijim — ViRjm + V; Rim
cioé (per le simmetrie del tensore di Riemann)
9"V Rimij = ViRjm — Vi Rim, (5.23)
che, per la definizione di divergenza, possiamo scrivere come
divRiem,;; = V;Rjm — ViRim .
Dunque, nel caso in cui div Riem = 0 si ha

ViRjm = V;Rim ,
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cioe il tensore VRic e simmetrico. ,
Contraendo ulteriormente 'equazione (5.23) con ¢*™, otteniamo
—g"ViRy; = ¢ g* Vi Rimi; = ¢ ViRjm — ¢V R,
cioe (poiché il tensore di Ricci & simmetrico)
2¢"'V . Ri; = V,R.

Si ha dunque la seguente identita, detta lemma di Schur,

2div Ric = dR (5.24)
che pud essere scritta equivalentemente nella forma
i R . . R
\Y (R@'j - 5gij) =0 oppure div (RIC - §g> =0.
Il tensore E che appare nell’equazione precedente
. R R
E =Ric— g, Bij = Rij =< 9ij s

e detto tensore di Einstein.

Si pud dimostrare che E e 'unico tensore a divergenza nulla che puo essere “ottenuto” dalla
metrica e dalla curvatura (dalle derivate prima e seconda del tensore metrico in coordinate) e
gioca un ruolo centrale nelle equazioni di Einstein per il campo gravitazionale (si veda [218]).

OSSERVAZIONE 5.7.5. Uno dei motivi dell'importanza del tensore di Einstein E = Ric —
Rg/2 (in particolare in relativita) e il fatto che & I'equazione di Eulero-Lagrange del funzionale
di azione di Einstein-Hilbert su una varieta differenziabile compatta M (detto anche curvatura
scalare totale),

Sto) = [ R

dove R, ¢ la curvatura scalare di (M, g) e p1, la sua misura canonica, associate a una metrica g.
Precisamente, si ha

d )
35,0 = =Sl +em)| = —/Mg(Eg,h)d,ug:—/ME’gjhij duy

per ogni tensore simmetrico & di tipo (0, 2) su M (si vedano [32, Capitolo 4] e [53, Sezione 2.2]).

e=0

TEOREMA 5.7.6. Sia (M, g) una varietd riemanniana connessa, di dimensione n. > 3 e con curvatura
sezionale costante K, per ogni p € M. Allora (M, g) ha curvatura costante (cioe la funzione p — K, &
costante su M).

DIMOSTRAZIONE. Per il Corollario 5.4.9, abbiamo R; i = K (gixgji — gugjx) in coordinate
locali, da cui seguono R;; = (n—1)Kg;; e R = n(n—1)K. Applicando il lemma di Schur (5.24),
otteniamo

iy . 0K oK oK

=2¢9"V,Rj — ViR =2(n—1)g"g;; =— —n(n—1) =— = —(n — 1)(n — 2) =— .

0=2¢"ViRj = ViR =2(n = 1)g"g1 o5 —n(n —1) 53 = —(n = 1)(n = 2) =
Dunque, la funzione p — K, & costante, poiché n > 3el € {1,...,n}. O

DEFINIZIONE 5.7.7. Una varieta riemanniana (M, g) di dimensione n > 3 si dice una varietd
di Einstein se il suo tensore di Ricci & un multiplo della metrica, cioé Ric = Ag, per A € C°°(M).

Si noti che cid e equivalente a richiedere che il tensore di Ricci trace—free, o il tensore di
Schouten, o quello di Einstein siano proporzionali alla metrica.
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TEOREMA 5.7.8. Sia (M, g) una varietd di Einstein connessa con Ric = Ag, allora X é costante. In
particolare, la sua curvatura scalare é costante.

DIMOSTRAZIONE. Per la definizione di varieta di Einstein, vale R;; = Ag;; per qualche A €
C*°(M). Prendendo la traccia di questa equazione si ha R = An, da cui A = R/n. Applicando
dunque il lemma di Schur (5.24) come nella dimostrazione del Teorema 5.7.6, poiché n > 3,
otteniamo che la funzione p — A(p) & costante. O

Dunque, le varieta di Einstein con Ric = \g, vengono dette di costante A. Talvolta, quelle di
costante nulla si dicono Ricci—flat (o Ricci—piatte).

OSSERVAZIONE 5.7.9. Sen = 3 e in un punto p € M si ha Ric, = Ag, allora, per la formu-
la (5.17), abbiamo Riem,, = % 9p O gp, dunque la varieta (M, g) ha curvatura sezionale costante
in p, uguale a R(p)/6. Segue dunque dal teorema precedente che in dimensione n = 3 le varieta

di Einstein coincidono con le varieta a curvatura costante.

ESERCIZIO 5.7.10. Si mostri che se n = 2 si ha Ric = S = 0 e che se n > 3 e il tensore di
Einstein e nullo, si ha Ric = 0, dunque (M, g) & una varieta di Einstein con costante zero (lo
stesso vale se il tensore di Schouten e nullo).

DEFINIZIONE 5.7.11. Sia (M, g) una varieta riemanniana e S il suo tensore di Schouten.
Definiamo il tensore di Cotton (talvolta detto anche di Cotton—York) come

1

Cijr = ViSjk = VjSik = —

1
(ViRjk - VjRik N m(vijok — VjRgik)) s

per n > 3. Come si vede, il tensore di Cotton “misura” la non-simmetria del tensore VS (che &
simmetrico negli indici secondo/terzo).

DEFINIZIONE 5.7.12. Un tensore simmetrico B di tipo (0, 2) su (M, g) si dice di Codazzi se il
tensore V B e simmetrico (vedremo il motivo di tale nome nell’Osservazione 7.4.12), cioe se

V:iBji = V,;Bii
per ogni terna di indici ¢, 7, k.
Segue dunque che se B & un tensore di Codazzi, si ha
divB = VtrB.

OSSERVAZIONE 5.7.13. 1l tensore di Cotton C & zero se e solo se il tensore di Schouten S & un
tensore di Codazzi.

ESERCIZIO 5.7.14. Si mostri per un generico tensore simmetrico h di tipo (0, 2) su (M, g), il
tensore di curvatura algebrico h ® h non soddisfa necessariamente la seconda identita di Bianchi
(e analogamente h®g). Si provi che invece tale identita & soddisfatta se i € un tensore di Codazzi
(lo stesso per h @ g).

OSSERVAZIONE 5.7.15. Possiamo decomporre ogni tensore E di tipo (0, 3) su (M, g), di di-
mensione n > 2, considerandone le tracce, come per le 2—forme nell'Osservazione 2.5.6. Scri-
vendo

Eiji = aigjr + Bigik + Y95 + Fiji
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con
(’I?, + 1)g£7nEiém — gemEéim — gszEmi

o =

(n+2)(n—1)

8, — (n+ l)gemEgjm - gszjgm — glmEgmj
(n+2)(n—1)

e = (n+1)9"" Etmr — 9" Exem — 9" Etkm
(n+2)(n—1)

(sinoti che sono termini che si ottengono dalle tracce di E), si ha che il tensore F' € completamente
trace—free (ogni sua traccia € nulla) ed e ortogonale agli altri tre della decomposizione.
Segue che

[E* > |aigjn + Bigir +mgii|* = nlal® + |8 + nly]* + 29(, B) 4 2g(a, 7) +29(8,7) -
Applicando questo argomento al tensore ' = VRic e tenendo presente il lemma di Schur (5.24),
si ottiene (si veda [114, Lemma 11.6])

nV;R _ (n—2)V,R (n —=2)ViR
n+2)n—D" T 2m+2)n—17* T 2n+ = 1)

ViRicj, = gij + Fijk ,
da cui
nV;R (n=2)V,;R (n —2)ViR 2
w2 -0V amrm -0 T amr2)m— 07
33 +n?—-8n+4
T 2(n+2)2(n— 1)2

|VRic|? >

VR,

che migliora la disuguaglianza standard per ogni 3—forma E,

|tr E|?

B> > . (5.25)
n
per ogni n > 2, che in questo caso sarebbe
VR|?
|VRic|? > |7|.
n
Nel caso E sia simmetrico nelle ultime due componenti, si ha 3, = v, perogni ¢ € 1,...,n,

mentre se £ € simmetrico (in tutte le sue tre componenti),
Eijk = Nigjk + Njgik + Aegij + Fijk

con
(n + 1)gemEi2m - glmEZim - gemEémi
(n+2)(n-1)

i =

e tracciando
tr B = ¢*Eijn = (n+2)\; .
Dunque,
BE=@n+OD2+[F2 e [wEP=(n+2)A?
da cui la disuguaglianza
3
n+ 2

3n + 6

E2> 2:7
B> G+ o = 210

ltr B> = ltr B2,
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che & chiaramente pit1 forte della disuguaglianza standard (5.25).
Se B e un tensore di Codazzi, si ha che VB & simmetrico, dunque

3

Un tensore simmetrico h di tipo (0,2) su (M, g) si dice armonico se & di Codazzi e ha diver-
genza nulla. E facile vedere che cid & equivalente a essere di Codazzi e con traccia costante.

Per la seconda identita di Bianchi contratta ViRijk.l = ViR — V Ry, si ha che il tensore
di Ricci € un tensore di Codazzi se e solo se il tensore di Riemann ha divergenza nulla. In tal
caso, per il lemma di Schur (5.24), si ha che la curvatura scalare & costante, dunque il tensore
di Ricci & armonico se e solo se div Riem = 0. Una varieta (M, g) con div Riem = 0 si dice che
ha curvatura armonica (o tensore di Riemann armonico). Chiaramente, se VRiem = 0 il tensore di
Riemann ¢ armonico (essendo parallelo), ma vi sono varieta con curvatura armonica e VRiem
non nullo (si vedano [60, 72]).

ESERCIZIO 5.7.16. Si mostri per ogni tensore simmetrico A di tipo (0,2) su una varieta di
dimensione n € N, si ha

div (9 ® h)jr = V(g ® h)ijr = gjdivhe, + Vihj — gjediviy = Vihj .
Ovviamente, div (g ® g) = 0.

ESERCIZIO 5.7.17. Si mostri che se (M, ¢g) ha curvatura armonica, allora VR = 0, il tensore di

Ricci tracefree Ric e il tensore di Schouten S sono di Codazzi (quindi il tensore di Cotton C e
nullo). Infine, si mostri che div Weyl = 0.

Una varieta (M, g) con div Weyl = 0 si dice che ha tensore di Weyl armonico.
PROPOSIZIONE 5.7.18. Sen > 4, allora
div Weyl;,; = (n —3) Cpj -

Dungque, se n > 4, una varieta riemanniana ha tensore di Weyl armonico se e solo se il suo tensore di
Cotton e nullo.

DIMOSTRAZIONE. Usando le formule (5.21), (5.23) e (5.24), calcoliamo

i . ViR
AV Wz]k’l —Vle] Vle] ar (Tl — 1)(n — 2) (gzkg]l gzlg]k)
1
_ =2 (gjl div Ricy + Vi Ri; — g5 div Ric; — lekj)
= (1 -9 )(kal' — ViRgj)
n—2 J J
+ [ ! - ! (ViRgji — ViRgy;)
(n—1)(n—2) 2(n—2)] KT VI
=(n = 3) (ViSi; — ViSk;)
=(n—3)Cy ,
che e quanto volevamo dimostrare. O

Abbiamo detto nella sezione precedente che in dimensione n > 4, una varieta (M, g) ¢ LCF
se e solo se il suo tensore di Weyl € nullo. In dimensione n = 3, dove il tensore di Weyl & sempre
nullo, (M, g) € LCF se e solo se il suo tensore di Cotton & nullo. In dimensione n = 2 invece,
ogni superficie € LCF. Dimostreremo questi fatti nella Sezione 9.2.
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OSSERVAZIONE 5.7.19. Facendo riferimento all’Osservazione 5.7.5, un altro interessante fun-
zionale dipendente dalla metrica ¢g su una varieta differenziabile M (di dimensione n > 4) e il
funzionale di Weyl

Wig) = [ Weyl”duy.
M

Si pud mostrare che in dimensione n = 4,

Wy(h) = — /Mg(Bah) dtg

per ogni (0, 2)—tensore simmetrico h (si veda [32, Capitolo 4]), dove il tensore B che rappresenta
I'equazione di Eulero-Lagrange di W si dice tensore di Bach ed & definito, in ogni dimensione
n > 4,da

1 1
Bi' _ vkvl[lri . leVi )
T n=3 kﬂ+n—2R kil
1

= gkmgls (%_?)vilwimjs + mRleimjs) (5.26)
(si noti che B & un tensore nelle derivate covarianti seconde della curvatura, quindi in coordi-
nate si esprime in derivate fino alla quarta della metrica).

Si puo chiaramente scrivere il primo termine di B come una “doppia divergenza” del tensore di
Weyl, dunque per la Proposizione 5.7.18 abbiamo la seguente espressione del tensore di Bach in
termini del tensore di Cotton (della sua divergenza)

1 1
B = VFCpij + mRleikjl = ¢""V,,Crij + mglsgkaleimjs . (5.27)

Questa espressione suggerisce come definire il tensore di Bach anche in dimensione n = 3 (a
differenza delle precedenti che per n = 3 sono indeterminate), poniamo dunque B;; = V*Cy;;
sen = 3, cioe B=divC.

ESERCIZIO 5.7.20. Si mostri che il tensore di Bach & simmetrico, a traccia nulla e che
n—4
n—2
dunque, in dimensione n = 4, si ha div B = 0. Si calcoli poi div div B.

div Bi = Viji = RjkCijk = (n - 4) Sj’“(ViSjk — VJS,k)

5.8. Esempi

ESEMPIO 5.8.1 (Metriche conformi). Consideriamo una varieta riemanniana (M, g) e un cam-
bio conforme della sua metrica. Per comodita nei conti che seguono, si preferisce usualmente
descrivere una metrica g conforme a g come § = €2?g, per una funzione p € C>°(M). Si noti
che dunque g = e=2¢ g%,

Vediamo, nella seguente proposizione, come le quantita geometriche di g si esprimono in ter-
mini di quelle di g e delle derivate di ¢ (rispetto alla connessione di Levi-Civita V di g).

PROPOSIZIONE 5.8.2. Siano (M, g) una varieta riemanniana e o € C°(M). Allora la metrica
conforme g = €*%g ha:
(1) Connessione di Levi—Civita
VxY = VxY +dp(X)Y +dp(Y) X — g(X,Y)Vep
(2) Tensore di Riemann

Riem = e%? {Riem - [VQQO —dp®dp+ |Vg0|2g/2] O g}
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(3) Tensore di Ricci
Ric = Ric — (n — 2)(V2¢p — dp @ dp) — (Ap + (n — 2)|Vy|?)g
(4) Curvatura scalare
R=e2[R~-2(n—1)Ap—(n—2)(n—1)|Ve[*]
(56) Tensore di Weyl
\/7_\7;}7/1 = ¢%° Weyl

dove Ve, |Vp|, V2p e Ap sono rispettivamente il gradiente, la sua norma, I'hessiano e il laplaciano di
o rispetto alla metrica g.

DIMOSTRAZIONE. Per la formula (3.8) e ¥ = e~29¢%, i simboli di Christoffel di g soddi-
sfano
= d¢ ¢ ¢
k k k kl
I3 = 5]31 513;_9 alg”’
da cui otteniamo immediatamente la formula per la connessione di Levi-Civita di (M, ). Segue
allora che il tensore di Riemann e dato da

Riem = ¢*?(Riem — A ® g)
con
A=V2p—dp®dp+|Vel|?g/2.

Infatti, in un sistema di coordinate normali di (1, g) rispetto a un generico punto p € M, per la
Proposizione 4.2.7, in tale punto si hanno le seguenti uguaglianze:

5@ dp Oy
SN ) =R | s A s A
T il
oy UG o Po o Po 0" Op 0 Ogu ., Oy
0xi ~ Oxr K pwioas 1 0xidak 001 0o Y Grs 9ad Y Dwiows ™
_ O, o % . 0% Do
0z O gmigei T 0% griaat 0% arignr
Di conseguenza, sempre nel punto p € M, siha
Dr af:k r r
ijk — i - 8951 +F F F Fzm
_3% . %9 % oy, . 9% ot
R T wr L o el m e wer R v

+<5mg‘ﬁ 5;”5“7 —6ikaax—fn)(5lngg 55881:7“ 6jm%)

mOP om0 o 0P N( Op . O0p o Op
(6 oz +5 I 9xk 6k5:cm)<6m8 L +6Za m §maxr)
zgk + (Srvjk(p + 6kam"(p alkVJer 6rvzk(p
» Op Op dp Dy
+9j ozt Ox* Oj ozt Ox"
- Op 390 5. 9% 0¢
007 9k T O 50T gt

— 6ik8} | Vep|?

+ 05107 [Vl
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quindi concludiamo (in un generico sistema di coordinate), per ogni p € M,

Ryt = gn Ry,
= [Rm‘kl + 60V + 656V — 6V — 6V i
— 81|V | + 8500 | Vol
dp Oy dp Dy dp Op dp dp
§uop 9 5 G000 5 000 5 9P 0P
+ o3 Ozt Ok I* 9zt Dl Yo OxF *9x7 O }
=e*[Rijin — (V29 ® 9)iji + ((dp @ dp) © g) .1, — IVo*(9 © 9)igia /2]
=e*?(Riji — (AD 9)ijnt) -
Per il tensore di Ricci abbiamo allora, per I’Esercizio 5.3.6,
Rix :gjléijkl
=g (Rijr1 — (A® g)ijwl)
= Rik — (n — Q)Alk — tI‘Agik
=Rir — (n = 2)Vio + (n = 2)VipVip — (n — 2) |V | gin/2
— (Ap = |Vo]* +n|Ve|*/2) gir
=Ry — (n—2)Vip+ (n — 2)VipVire — (Ap + (n — 2)|Ve|*) gik »

dunque, per la curvatura scalare,
R=§"Ry=e 2 R-2(n—1)trAd) =e 2 [R—2(n—1)Ap —(n—2)(n—1)|Vy|*].

Infine, calcoliamo il tensore di Weyl:

: R _ _ Ricoyg
Weyl = - _
o Rlem+2(n—1)(n—2)g®g n—2
. R—2(n—1)trA
= ¢* {Riem — 4 2¢
e“? {Riem ODgl+e 2(n—1)(n—2)g®g
e%¢

n_2{Ric@g—(n—2)A@g—trAg®g}

= % (Riem +

R _RR@g)
n—1)(n-27"9" w2
= 2 Weyl.
O

Siusa dunque dire che il tensore di Weyl e conformalmente invariante, in quanto la sua versione
(1,3) data da W},;, = Wijrmg™ soddisfa

ijk = Wijkmg™ = Wijkmg™ = Wiljk'
Ogni spazio flat (come R™ con la metrica canonica), avendo tensore di Riemann nullo, ha anche
tensore di Weyl nullo. Dunque, ogni spazio LCF, avendo localmente attorno a ogni suo punto
un cambio conforme della metrica che lo rende flat, deve avere tensore di Weyl nullo. Come

detto, vedremo il viceversa di questo fatto nella Sezione 9.2.

ESERCIZIO 5.8.3. Si calcolino i tensori di curvatura della sfera e dello spazio iperbolico,
usando il fatto che le loro metriche sono localmente conformi alla metrica canonica di R™.
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ESEMPIO 5.8.4 (Metriche warped). Date una varieta riemanniana (V, gx), di dimensione n—1
e una funzione positiva h : I x N — R di classe C*°, dove I & un intervallo aperto di R,

consideriamo la varieta riemanniana

(M=IxN,g= dt? + hQ(t,p)gN)

e vediamo come le quantita geometriche di g si esprimono in termini di quelle di gx e delle
derivate di A in un sistema di coordinate (¢,y%), con € {1,...,n — 1}. Ovviamente, se la
funzione h non dipende da p € N, si ha la metrica warped g = geuclxhng su I x N (si veda

I’Esempio 2.3.4). Poiché

gt = gtt =1 Jat = gat =0 Jap = hQQéVﬂ gaﬁ v hiQQ%ﬁ )

abbiamo

Fitzf?tzfiazfitzo
Oth
I, =T ==—§
at ta h @
O:h
g = —h Bih g2y = ——= gas

1
Lo ="T05+ + (55 0ah + 63.05h — 905 93" Osh)

Per la formula (5.5), supponendo di aver scelto un sistema di coordinate normali per (V, gn)
rispetto a un generico punto p € N (dunque i simboli di Christoffel VT") 5(p) sono tutti nulli), in

ogni punto (¢,p) € M valgono le seguenti uguaglianze,

Ryt = Ropr = Rapee =0
Ragge = Rhis = 0L — T1Th, = —8,(h0uh) g2y + (8:h) 925 = ~hd,0,h gL
Rapyt = Rgﬂv = 8»3Ftav - &lrtﬁv + ngrzﬁ - ngrfm
= h0a0th 6y — hOg04h Sary + Sary Dph Osh — 8- Duh Oyh
B:h :h
= h o (Dadih — 322 Oah) = h8ar (95010 — = dsh)

=h I:gév'y Hessath — giy7 Hessﬁth]
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Ra,@’Y)\ = (aﬁrg'y - aarg'y + Iﬂ;'y fﬂ - Ftﬁ'yrfa + fo'y fﬁ - F%'yrfa)gﬁ)\

1
—B2RY;. \ + h25:20p [ﬁ (85 Dyh + 6% Db — g, thﬁ)}

— h*6,:x0a [% (6% Oyh + 65 9sh — gB, thﬁ)] — h2(9¢th)*(Sar0pr — Gardsy)
+ (85 Dl + 64 Dyh = Say O,1) (552 O, + S, Dgh — 8, Oxh)
— (8% Dph + 8% Ok — S5 1) (Sar Dk + 6,0 Dk — S 1)
= hQRaNﬁw\
— 9h (Bax Oyh + Gon Dah — Sy Orh) + Duh (855 Dyh + 6,5 Ogh = 85 OrR)
4 1(8ax 030 h — Gony D30k — Gx Oadyh + O Dadrh)
— h?*(0:h)* (8ar6px — Bargsy)
+ 2(855 Oah Oy — Gax gh Oyh) + Oh (Sax Oyh + Gyp Oah + Gary Orh)
— Oah (555 O b + G Dgh + 05y ONR) — | V'V [2(Barn@sx — dargsn)
=h?R5\ — [| VN [% + h?(8:h)*] (ar6px — Sargsy)
— W(Bary D3O\h + 65 DaOyh — S D30 h — 8 DaOrh)
+ 2(0any O3h Oxh + Ogx Oah Oyl — Sox gh Db — 85 Duh Ox)
= 12BN — [| VYR B+ B2(00)%] (98 © 93 )apnn /2
_ h[(HessNh _ % dNh e th) @gN} o

dove dV, V¥ h e Hess" sono rispettivamente il differenziale, il gradiente e I’hessiano di & rispet-
to a N (cioe della funzione h(t,) € C*°(N), con t “fissato”). Sinoti che (essendo tensoriali) le
espressioni finali sopra ottenute continuano a valere per un qualsiasi sistema di coordinate, in
particolare, se (N, gx) ha curvatura costante K, si ha Riem” = Kgy ® gn/2 e

Rogyn = [Kh? — [VNR|S — B2(0:h)?] (98 © 9N )apyr/2
2
—h[ (Hess™h — 2 d¥he d¥h)ogy|
h afyA
Tracciando con g per ottenere il tensore di Ricci, dall’Esercizio 5.3.6, otteniamo

0:0:h
Ry :gaﬂRatﬁt = —(n - 1)L

Hess,ih
Rat = - gﬁ’yRaﬁ'yt - _(n - 2)Tt

Ra’y = Rat'yt + QBARQ,BW)\

VVh|Z AN
= RY, S hoaihgl, — (n - 2(@mgl, - (n— ) VM g AT

Hess)\_h dNho dVh
—(n-3 ( A ”)
h h?
e contraendo ancora per ottenere la curvatura scalare,
R=Ry+ gaﬁRaﬁ
RV 0;0¢h

=z —2(n—-1)

(9:h)?

N1y, |2 N
_(n—2){(n—1) 3 +(n—5)|v h|N+2A ds

h# h3
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Se la funzione h non dipende da p € N, cioé g & la metrica warped geuclxh2 gy sul x N, le
formule si semplificano notevolmente:

Rtttt = Rocttt = Ra[ﬁtt =0

Ratﬁt = — hh//g(‘;\[ﬁ
Rapyt =0
Raﬁ'y)\ = h2Ré¢VBv)\ - hQ(h/)2(gN ®) gN)an)\/2
h//

Rtt = — (TL — 1)7

R, =0

Rag =RY; — [hh" + (n—2)(1')?] gl

RN h// (h,)g

In particolare, se (N, gn) ha curvatura costante K,
Rittr = Rattr = Rapue =0
Rotpe = — hh/lgévﬁ

Ragyt =0
Ragys =02 [K — (h)?] (98 © g )apyr/2
Ru= —(n— 1)%
Rt =0
Rap = {(n—2)[K — (h')?] =hh"} g5
R (n—1) nZ 2K (R)*] — 2h0" (5.29)

2
Se (M, g) e una superficie, cioé n = 2, segue che (NN, gn) ha curvatura nulla, avendo dimensione
1, dunque

Ryttt = Rigee = Ri1ge = Ri1e = Riinn =0

Riyie = — hh' gy

h//
Ry = — F
th :0
Ry = — hh"' gl
h//
R=—-2—.
h

ESERCIZIO 5.8.5. Se g e la metrica warped gcudthgN suM=1xN,conn=dim(M) >4e
(M, g) & una varieta di Einstein di costante zero, cioé Ric = 0, si mostri che (N, gn) € una varieta
di Einstein di costante nonnegativa. Cosa si puo dire su (V, gn) € h, se (M, g) & una varieta di

Einstein di costante generica?
Se n = 3, sotto quali condizioni su & si ha che (14, g) & una varieta di Einstein?

ESEMPIO 5.8.6 (Varieta Ricci—flat). Varieta riemanniane con Ric = 0 ma non flat, Riem # 0.
Consideriamo la varieta di Einstein N = S? xS? con la metrica prodotto o data dal prodotto delle
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metriche canoniche delle due sfere, che soddisfa Ric’¥ = . La metrica warped ¢ = geuclxhzo
su M = (0,1) x N, con la funzione h(t) = t/+/3, soddisfa

Riser = Rorer = Rozﬁtt = Ratﬁt = Rozﬁ'yt =0
Rijkl = t2RéVB,7)\/3 — f2<0' D U)aﬁ»y)\/18

Rtt:RatZO
RQB ZR(IXVﬂ—O'ag =0
R=0

per le formule (5.28). Dunque la varieta 5-dimensionale (M, g) &€ una varieta di Einstein con
tensore di Ricci nullo, ma con Riem # 0, come si pud vedere facilmente, considerando un 2-
piano “misto” di S? x S?, dalla seconda formula sopra. In particolare, Riem = Weyl, non nullo.
Questa costruzione non funziona invece in dimensione 4, in quanto una varieta di Einstein 3-
dimensionale di costante positiva ha curvatura costante (si veda ’Osservazione 5.7.9) e si vede
allora facilmente che se la varieta (M, g) € Ricci—flat, allora per le formule (5.29), & in realta flat.
Un esempio (compatto e semplicemente connesso) analogo in dimensione 4, piti complesso, &
dato dalle cosiddette superfici K3 (si veda [229] e anche [130]) che hanno Ric = 0, ma Riem =
Weyl # 0.

Per approfondire 1'argomento della classificazione delle varieta compatte Ricci—flat o pitt in
generale di Einstein, in dimensione 4, si vedano [121, 130].

ESEMPIO 5.8.7 (Spazio di Schwarzschild). Lo spazio di Schwarzschild di massa m, visto
nell’Esempio 2.3.19, dato dalla metrica

dr @ dr
9sehw = T om- + 7% ggn—
- ,,»'n.*Z

1 < . . . e N . .
su Msehw = ((Qm) n=2 +oo) x S*~1 & un caso particolare di una classe di varieta riemanniane,
prodotti warped della forma

dr®d
u?(r)
dove I & un intervallo aperto contenuto in R™ e u : I — R & una funzione positiva di classe C*°.
I simboli di Christoffel rispetto a un sistema di coordinate (r, %), per « € {1,...,n — 1} sono
allora dati da
F:r = 7ul/u
Iy, =T, =7, =0
Lo =T =03/r
n—1
o = it
=

dove T, 5 sono i simboli di Christoffel di S"~!. Segue che il tensore di Riemann, di Ricci e la
curvatura scalare sono dati da
/ 2 1— 2
[ - ar@dr+ rd-u)
U 2

Riem gsn—1:| D ggn—1

/
Ric= — (n — 1)%(11“ ®dr + {(n —2)(1 —u?) — ruu/} gsn—1

/ 2

1—u

R= 72(7171)“: +(n—1)(n—2)

r2
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Queste formule sono conseguenza della seguente proposizione generale e delle formule dell’E-
sempio 5.5.3.

PROPOSIZIONE 5.8.8. Per una varieta riemanniana della forma
dr ® dr
(I X N,L Jrrng) ,
u?(r)
dove I & un intervallo aperto contenuto in R*, u : I — R e una funzione positiva classe C* e (N, gn ) &
una varietd riemanniana (n — 1)—dimensionale, valgono le sequenti formule in un sistema di coordinate
(ryy®), cona e {1,...,n—1}.

I, =—u/u
ry. =r.,,. =ry,,=0
Iy, =T, =48/r
s = —Tu’g0g
I, =",
Riem =r?Riem” — %U/dr ®dr + ggz\r} O gn

/
Ric =Ric" — (n — l)f—udr ®dr — [(n — 2)u? + ruu'} gN

RN uu’ u?

DIMOSTRAZIONE. Le formule per i simboli di Christoffel si ottengono direttamente dalla

formula (3.5).
La formula per il tensore di Riemann ¢ un’uguaglianza tra i tensori di curvatura algebrici Riem

e
TQUZ

2
dunque, per dimostrare l'uguaglianza tra i due tensori bastera provare

/
T = r*Riem” — [ﬂdr ®dr + gN} D gn,
U
Rarﬂr = Tar,@r ) Raﬁ'r'y = Ta,@r'y € RozB'y(S = TozB'yé .
Si ha, ponendo g = dJQLETd)’” +7r2gN,
orr orr
Ry = (ﬂ /]
or dy™

61—‘25 r r Y r
= ( + Faﬁrrr - Prﬁra»y)grr

ror Y 1 r T Y T
+ FaBFrr + Faﬂrr'y - FTBFaT - Frﬁra'y>g”"

or
= (—u’gly — 2ru/ glly + run/ g5 + uglls) w2
ru’ ru/ r*u’
= g = [—dr ® dr + —gw} G = Tarpr
u U 2 rr

8F6ar 81—‘%”‘ 7 1) o 19 r 170 o 70
RQ/BT'Y - ( 8y5 - aya + F(,;TF r + Farrﬁa - Brrar - Fﬁrraa>g§7
05

r

- 5 07 nisd 5
= (Farr5a - F,Brria)g(s’y = (T(XNFBO' - NFao)TQ.g(JSYy

1 s 1 s N
= (" Tha = 00 )08 = 0 = Tusrs
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ore org
_ ay By
Rapys = ( oyP oy~

+F:’¢’Y gr—i_rg’y g‘r_ g'y Zr_ gyrgr)gaé

0% 57
2 pN 2 N B 2 _N 2 _N
=7 Rogys + ((*T“ Joy) -~ (—ru 9/37)7&)” 9os

2 pN 2,2 N N 2,2 N N
=T Raﬁ’yé —Tr U 9ay98s +ru 93~vYas

9N ru’ r2u2 N ru’ r2u2 A
Topys =7"Rapys — {Tdr@)dr—i— 5 gN} Mgg(; - {Tdr@)dr—i— 5 gN} ﬁégav
ru’ 242 ru’ 242
™ i d } N [—d d } N
+[u TEArE T IN] oy T T @O TN Fas

2 pN 2,2 N N | 22N N
=T Raﬁ’y& —ru ga'ygﬁé +riu ga&gﬁfy
dunque, la formula per il tensore di Riemann e provata. Tracciando, otteniamo le formule per

il tensore di Ricci e la curvatura scalare
/

1 ru’ u
RTT = gaﬁRr(xT,@ = ﬁg?\t[ﬁ( - 7955) = —(TL - 1)% )
Ry =Ryo = gTTRarrr + gTBRozrrB + gﬂTRaﬁr'r + gﬁryRaﬁr’y =0,
Raﬁ = grrRarﬁr + g’YURoz'yﬁo

!
2 T N 1 2 pN 2.2 N N 2.2 N N
=u (7 U gaﬁ) + rigg;/\fa (T. Ra’yﬁo‘ —ru gaﬂg'ya +riu gfyﬁgaa)

= fruu/gévﬁ + R]avﬁ - Uzg(]xvﬁg»]y\gg;y\[a + uzg%g(]y\lag?\/fg

= RNy — ((n —2)u® + ruu’) g2
R=g"Ry + g’ Rag

:uz(f (nfl)uf/) +i aﬁ(RN - ((n—2)u2+ruu') N)
u 29N ap 9ap

/ N u2 uw

:f(n—l)%—l—%f(nfl)(n—Q)r—?f(nfl)T
N ’LLU/ 2
S Y LAy ) A

O

Si ha allora cheil tensore di Riemann, di Ricci e la curvatura scalare dello spazio di Schwarz-
schild di massa m sono dati da

. m dr ® dr
Riem = ) [— (n— 2)ﬁ + 7’2g§n_1} O ggn—1
- T"_2
. m(n—2) dr @ dr
Ric = (T |:—(7’l — 1)@ + TQQSn—1:|
R =0,

ponendo u = /1 — ﬁffz nelle formule precedenti. II tensore di Weyl e nullo, per la sua in-
varianza conforme (punto (5) della Proposizione 5.8.2) ed essendo la metrica di Schwarzschild
conforme a quella euclidea (flat), come visto nella formula (2.3) dell’Esempio 2.3.19. Segue
dunque che

- I{Oic O gSchw
N n—2

b

o
Ric = Ric e Riem

per la decomposizione (5.19).
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ESEMPIO 5.8.9. Vari altri esempi interessanti di varieta riemanniane (ed esercizi correlati),
col calcolo della loro curvatura, sono discussi nel libro di Petersen [171, Capitolo 4]. Tra di essi,
in particolare, i prodotti doubly warped e i gruppi di Lie.
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Riassumiamo nella seguente tabella alcune delle formule di questa e delle sezioni precedenti.

Metriche con curvatura costante K su varietd n—-dimensionali

Sec(m) = K
Riem = %Kg By
Ric=(n—1)Kg
R=nn-1)K

Metriche “riscalate”

g=Xg A>0

Sec(m) = Sec(m) /A
}/{iEI/l = ARiem
Ric = Ric
R=R/\

Metriche prodotto su varieta prodotto M x N

Riem = Riem™ + Riem

g=9gm + 9N Ric = Ric™ + Ric™
R=RM+RY
Metriche conformi su varieta n—-dimensionali
Riem = e*?{Riem — [V2p — dp ® dp + [V¢|?g/2] © g}
Ric = Ric — (n—2) (V% —dp ®do) — (Ap+ (n =2)|Ve|*)g
g=re*yg

R=e2(R—2(n—1)Ap — (n - 2)(n—1)|Vel?)
Weyl = ¢2#Weyl

Metriche warped su varieta n-dimensionali I x N

g =dt* + h*(t)gn

Riem = h2Riem™ — [hh" dt @ dt + § h? (h)%gn] © gn

Ric = Ric" — (n — )2 dt@dt — [hh" + (n — 2)(1')?]gn
1" N2

R= B _2(n-1)2" — (n—1)(n—2)%r

Metriche di Schwarzschild “generalizzate” su varieta n—dimensionali I x N

= %;@E;i)r +T29N

2
r2q2

Riem = r2Riem” — %dr@err 5 gN]QDgN

Ric = Ric" - (n - D% dr @ dr — {(n —2)u? + ruu’] gN

TU

R=B 2mn-1)= —(n—1)(n—-2)%
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ESEMPIO 5.8.10. In dimensione n > 3 la curvatura scalare non determina il tensore di Ricci.
Consideriamo infatti le due varieta S' x S e S?/E’ dove sulle sfere abbiamo le metriche canoni-

che, per I'Esercizio 5.4.15 e I'Osservazione 5.4.16, entrambe hanno curvatura scalare uguale a 2
ma il tensore di Ricci della prima & dato da Ric® + Ric® ~ Ric® (in quanto Ric®' = 0), mentre
quello della seconda da Ric®.

ESEMPIO 5.8.11. In dimensione n > 4 il tensore di Ricci non determina le curvature sezionali.

Se consideriamo le due varieta S? x S? e §* -, aventi entrambe Ric = g (Esercizio 5.4.15 e Osser-
vazione 5.4.16), la prima varieta ha i piani misti con curvatura sezionale nulla (Esercizio 5.4.5),
mentre tutte le curvature sezionali della seconda sono ugualia 1/3.

Un altro esempio & dato dal toro 4-dimensionale T* e dalle superfici K3 che sono varieta Ricci-
flat (come detto nell’Esempio 5.8.6), ma mentre il toro & flat (tutte le curvature sezionali so-
no nulle), le superfici K3 hanno tensore di Riemann non nullo (dunque non tutte le curvature
sezionali sono nulle).

n>=4 n>=3

S2X52€S43 StxS%e S

v v
ESEMPIO 5.8.12. In dimensione n > 4 la curvatura sezionale Sec > 0 non implica R > 0.

Consideriamo la varieta (CP?2, gean) (oppure CP™, per n > 2) vista nell’Esempio 2.3.17. Mostre-
remo nell’Esempio 6.4.18 che ha tutte le curvature sezionali positive, maggiori o uguali a 1, ma
'operatore di curvatura % ha un autovalore nullo (di molteplicita due) e la forma R & soltanto
semidefinita positiva. Perturbando allora localmente la metrica, & possibile ottenere una varieta
riemanniana con curvatura positiva e operatore di curvatura % che ha autovalori negativi). Si
veda la discussione in [154], per maggiori dettagli.

ESEMPIO 5.8.13. In dimensione n > 3, tensore di Ricci definito positivo, Ric > 0, non implica
curvatura nonnegativa Sec > 0.
Consideriamo infatti su M = (-4, ) x H? la metrica warped
2

2 2
g = geuclxh g]lc-];n = dtQ + h2 (t)gﬂm

con h : (—d,6) — R una funzione positiva. Per i calcoli dell’Esempio 5.8.4, abbiamo allora
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h2
Russ = — [+ 0] g <0

hl/

Rtt:_zf Ry = Ry = R12 =0,

1
Ri1 =Rgs = —[1+ (W) + hh" .
11 22 [ + ()" + ] e
Se dunque h soddisfa
1 h/ 2

h" < 77+}(L ) <0,

la varieta (M, g) ha tensore di Ricci definito positivo ma almeno una curvatura sezionale nega-
tiva. Per esempio, possiamo scegliere h(t) = 1 — ¢?, con § = 1//6.

ESEMPIO 5.8.14. In dimensione n > 3, curvatura scalare positiva, R > 0, non implica tensore di
Ricci semidefinito positivo Ric > 0 (dunque nemmeno Sec > 0).
Consideriamo la stessa costruzione dell’esempio precedente, sempre per.i calcoli dell’Esem-
pio 5.8.4, abbiamo

1+ (W)% +2hh"
e ol
Se dunque h soddisfa
L+ ()2 _ L+ (W)
h <h"< oh )

sostituendo nelle equazioni sopra, si vede che R >0 ma Ry; = R22 < 0. Per esempio, possiamo
scegliere h(t) = 1 — /3, con § = /3/8.

ESERCIZIO 5.8.15. Con costruzioni analoghe a quelle dei due esempi precedenti, si mostri
che in dimensione n > 3 il tensore di Ricci definito negativo non implica curvatura nonpositiva
e che curvatura scalare negativa non implica tensore di Ricci semidefinito negativo (dunque, a
maggior ragione, nemmeno curvatura nonpositiva).

5.9. La formula di Bochner

Introduciamo in questa sezione un’apparentemente semplice formula, attribuita a Bochner
(sebbene Bernstein I'avesse precedentemente utilizzata in R™), che ha condotto ad alcuni ri-
sultati estremamente importanti nella geometria riemanniana moderna. Inoltre, & uno degli
strumenti “fondazionali” principali dell’analisi in spazi metrici, settore che ha avuto recente-
mente un grande sviluppo (si vedano [12, 23, 45, 96, 97, 144, 194, 195], per approfondire).
Vedremo pit avanti in dettaglio, nel Capitolo 13, come utilizzarla per ottenere risultati sulla
geometria/topologia delle varieta con curvatura nonnegativa, mediante la cosiddetta tecnica
di Bochner. Mostriamo qui, come immediata conseguenza, solo una stima sugli autovalori del
Laplaciano nelle varieta compatte.

PROPOSIZIONE 5.9.1 (Formula di Bochner). Vale la formula
AV FI? = 2|VH? 4+ 2R(VF, YV f) +29(VAF, V), (5.30)
perogni f € C*(M).
DIMOSTRAZIONE. In coordinate locali, abbiamo
ViV,;Vif —V;ViVif =R V'f
ViViVif =ViViV,f
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quindi
ViViVif —V,;ViVif = RyuV'f,
da cui, contraendo con ¢**, otteniamo
Adfy = V;Af = RyV'f. (5.31)
Quindi
AV = g*VERIVIP
= ¢*ViVig(VL V)
= 29ikvi(9jmvkvjfvmf)
= 20%g""ViViVi [V f + 29" g VN ViV f
= 2¢""Adf;V f + 2|Vf)?
= 297" (V;Af + RaV' )V f + 2|V fP
= 29(VAF, V) +2R(VF, V) + 2V
Il

OSSERVAZIONE 5.9.2. L'uguaglianza (5.31) nella dimostrazione della formula di Bochner
implica la seguente utile formula di scambio delle derivate:

AVf=VAf+ RV, ).
OSSERVAZIONE 5.9.3. Se la funzione f & armonica, abbiamo
IV2f? = AV fI?/2 = R(V, V)
e se invece f & una soluzione dell’equazione eikonale |V f| =1,
V22 = —R(VE, V) —g(VAL V).
Se dunque f & armonica e soddisfa |V f| = 1, si ha
VP = —R(V£ V) (5.32)

che, se Ric > 0 implica V?f = 0. Questa osservazione sara sviluppata nella dimostrazione del
teorema di splitting, nella Sezione 12.2.
Dalla formula (5.30) segue inoltre

2|V%? = AIVFI? = 2R(V [,V [) = 2div(VFAF) + 2|Af [,
da cui
V212 =|AfP = div(VFAS) = RV V) + AV f?/2
=|Af]? = div(VFAf = V2V ) = R(VS, V),

in quanto A|V f]2/2 = div(V?fV f), ricordando la Definizione 3.8.7.

Sihaallorache se D C M e un aperto limitato con 9D un’ipersuperficie di classe C*°, denotando
con v la normale esterna e con do la forma di volume canonica su 0D, per il teorema della
divergenza 3.8.2, vale la formula

[19%Pau= [ (a2 [ ROOEIpau— [ av(vias-v2vi) du
D D D D
= [ 18P au= [ ROV~ [ 9.9 DAF - V0.9 do.
D D oD
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in particolare, se M & compatta,

[ au= [ 1asPdu- [ ROVEVI)du,
M M M
Inoltre, se f & armonica, abbiamo

V2P = div(V*fVf) = R(VS, V).

dunque,

/ V2P dp = — / ROVF.Vf)du + / V(. V f)do
D D oD

| 1P = | ROV,
M M
se M e compatta.

OSSERVAZIONE 5.9.4. Se A & un autovalore di —A su una varieta riemanniana compatta
(M, g) di dimensione n, allora A > 0. Infatti, se —Af = \f abbiamo

A 2y = — Afdu= [ |Vfdu,
Mf 1 /Mffu /Ml fI7du

dacuiX > 0.
Si noti che A = 0 se e solo se f e costante, cioe le uniche funzioni armoniche su una varieta
compatta sono le costanti.

TEOREMA 5.9.5 (Lichnerowicz). Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta di dimensione n e
sia A > 0 un autovalore positivo di —A. Se Ric > k(n — 1)g con k >0 (cioe Ric — k(n — 1)g ¢
puntualmente una forma bilineare semidefinita positiva) allora X\ > nk.

DIMOSTRAZIONE. Sia f € C*°(M) tale che —A f = Af. Usando la formula di Bochner (5.30)
e il teorema della divergenza, otteniamo

_ 1 2
0 = 2/MA|Vf| du
= M|V2f|2+R(Vf,Vf)+g(VAf,Vf)du
> 2112 dw+ k(n — 2du — A 2d
> /MIVfI it k(n 1)/M|Vf\ ” /MIVfI ,
1
> = AF)2d kEn—1)—\ 24
> 2 [ arrans Go-n-x [ 9sRd

A
— 2 [ gardus (stn-1 - [ |95 an
nJm M
= k=N [P,
M
dove abbiamo applicato la disuguaglianza |V3f|> = [Hess f|*> > (Af)?/n che & conseguenza

2

della simmetria di'V;; f e della ben nota disuguaglianza

g
n 2 n
OINLED M
i=1 i=1
per ogni Ay, ..., A, € R. La tesi segue. O

OSSERVAZIONE 5.9.6. Obata [166] ha poi provato che se esiste effettivamente un autovalore
\ = kn, allora la varieta & la sfera di raggio 1/V%.
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OSSERVAZIONE 5.9.7. Nella dimostrazione abbiamo visto che vale la disuguaglianza (di
Bochner)
AV 2 2(Af)? /n+2R(VF,Vf) +29(VAF, V).
Se dunque f € una funzione armonica, cioe¢ Af = 0, abbiamo
AV = 2R(Vf, V).

ESERCIZIO 5.9.8. Sia g una metrica riemanniana su R” tale che la varieta (R™, g) sia abbia
Ric > 0. Si mostri che se u : R” — R & una soluzione dell’equazione Au + |Vu|? = 0 tale che
lim| ;| o0 Vu(z) = 0, allora u & costante.



