CAPITOLO 3

La connessione di Levi—Civita

In questo capitolo introduciamo la nozione di connessione che fornisce un modo di derivare
le sezioni di un fibrato vettoriale lungo la direzione data da un campo vettoriale sulla varieta.

3.1. Connessioni affini

DEFINIZIONE 3.1.1. Sia M una varieta differenziabile e 7 : E — M un fibrato vettoriale su di
essa. Una connessione sul fibrato £ € un’applicazione

V:I(TM) x T(E) — T'(E)
(Xv 77) = Vxn
tale che,
e V& (™ (M)-lineare in X,
e V e R-lineare in 7,
e perogni X e I'(TM),n € I'(E) e ogni f € C*°(M) vale la formula

Vx(fn)=X(f)n+ fVxn,

Chiamiamo la sezione V x1 derivata covariante di ) rispettoa X.
Se E e il fibrato tangente 7'M alla varieta M, diremo che V & una connessione affine su M.

OSSERVAZIONE 3.1.2. Si noti che la derivata di Lie (X,Y) — LxY = [X,Y] non & una
connessione affine, non essendo C*° (M )-lineare in X.

Per ogni connessione V, il valore della sezione V x7 in un punto p € M dipende solo dal
comportamento locale della sezione 7 e dal valore del campo vettoriale X nel punto p. Si provi
per esercizio la seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 3.1.3. Sia V una connessione su E. Presi X1,Xs € T'(TM), ni,n2 € T'(E) e
p e M,se
X1(p) = Xo(p) e m =mny inunintornodip,
allora
(Vx,m), = (Vx,m2), -

In particolare, se V & una connessione la scrittura (V x7),, ha senso anche se 7 & definito solo
localmente e X solo nel punto p € M. Segue che se V & una connessione affine su M e Y un
campo vettoriale, X — VxY & un tensore di tipo (1,1).

Esprimiamo una connessione V su E in coordinate locali. Supponiamo che U sia un aper-

to coordinato di M su cui E risulta essere banale. Fissate delle coordinate (x!,...,2") e un
riferimento locale {¢;,...,&,} di Ein U, se
;0
X=X"—
ox’

€ un campo vettoriale e
n="m¢;
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una sezione di F su U, si ha

on’
Ozt

Vxn=Viia (€)= X'Va () = X(

2 D
EXX dat

fj + 77j v % fj> .
Se dunque definiamo i coefficienti I'¥; come
Vo &= V&,

si ha che
i Bﬁk i
Vxn=X (% + n'jrfj)fk .

I coefficienti I‘fj sono detti simboli di Christoffel della connessione V, chiaramente la determinano
in maniera univoca nell’aperto U e variano al variare della carta di M e del riferimento locale

diEinU.
ESERCIZIO 3.1.4. Si determinino le formule che esprimono come variano i simboli di Chri-

stoffel per un cambio di coordinate e riferimento locali.

ESERCIZIO 3.1.5. Si mostri che per ogni connessione V, il valore della sezione V x7 in un
punto p € M dipende solo dal valore X, del campo vettoriale X nel punto p e dai valori della
sezione 7 lungo una qualunque curva v in M, tale che v(0) = p e 4(0) = X,,.

Nel caso di una connessione affine su M, se X = X* aii eY =Y? % sono campi vettoriali,
in un carta coordinata si ha

QYR - 0
_ yi Tk )\ 2
VY = X' (G +YITh )=
dove i simboli di Christoffel Ffj di V sono definiti da
0w 0
a7 Oz U Qgk

OSSERVAZIONE 3.1.6. I simboli di Christoffel non determinano un tensore (nel senso che non
sono le componenti di un fissato tensore nella carta coordinata scelta), cosi come la connessione
affine (X,Y) — VxY non & un tensore di tipo (1, 2), non essendo C*° (M )-lineare nella varia-
bile Y. Si mostri invece che la differenza di due connessioni affini V! e V2 & un tensore, cioe
(X,Y) — (VY = V%Y) & un tensore di tipo (1, 2).

DEFINIZIONE 3.1.7. Sia V una connessione affine su una varieta differenziabile M. Definia-
mo il tensore di torsione TV di V come

TY(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y]

dove X,Y € I'(T'M) sono due campi vettoriali su M.
Una connessione affine V si dice simmetrica se TV = 0, cioe se vale

VxY - VyX =[X,Y],
perogni X,Y € I(T'M).
ESERCIZIO 3.1.8. Si mostri che TV & un tensore antisimmetrico di tipo (1, 2).

In una carta coordinata di M denotiamo con Ffj i simboli di Christoffel di una connessione
affine V e calcoliamo i coefficienti di TV. Abbiamo

. 9
V_ gk 7
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dunque
) o 9
TF — =TV =, —
" Ok (8:6“8:1:3)
) ) o 0
=V~ Vo 50~ L5a 5]
9 9
=V % Gad 527 Ot
) )
_ 1k k
~Huger i
o rk: Fk a
= (5 - ji)@-

Si ha quindi che una connessione affine V & simmetrica se e soltanto se, in ogni sistema di
coordinate, i suoi simboli di Christoffel soddisfano la relazione
k _ pk
Fij - Fji ’
cioe sono simmetrici negli indici i e j (da cui 'aggettivo “simmetrica” per tina connessione a
torsione nulla).

DEFINIZIONE 3.1.9. Sia (M, ¢g) una varieta riemanniana. Una connessione affine V su M si
dice compatibile con la metrica g se per ogni X,Y, Z € I'(T'M) vale la formula

X9(Y,2)=9g(VxY, Z)4+g(Y,VxZ) .

In una carta coordinata di M, se la connessione affine V & compatibile con la metrica g, si ha
0 o 0 g 0 0 0
57 (5 57) = (Ve g 57) + 95 Vit a7
g 0 0 0
_ 1 9 o 9 9
_g<rki Oxl’ OzI ) K g(@xi Thj 3xl)

g 0 o 0

_ Tl l

=049 (g 57 ) o9 (5 5t
Dunque, in un qualsiasi sistema di coordinate, i simboli di Christoffel di una connessione
compatibile con la metrica sono legati ai coefficienti della metrica dalle relazioni

dgi; l l

4 — Ty + Tl 31
Ovviamente, tali relazioni sono anche sufficienti affinché la connessione sia compatibile con la
metrica.

3.2. La connessione di Levi—Civita

Il seguente teorema esprime il fatto che ogni varieta riemanniana ha una ed unica connes-
sione affine “canonica”. Tale connessione fornisce allora un modo “invariante rispetto alle
coordinate” di derivare un campo lungo una direzione data da un altro campo (detto “calcolo
differenziale assoluto” da Tullio Levi—-Civita [243]).

TEOREMA 3.2:1 (Teorema fondamentale della geometria riemanniana). Su ogni varieta rieman-
niana (M, g) esiste un’unica connessione affine V, detta connessione di Levi-Civita, che sia:
e simmetrica
VxY - VyX =[X,Y] perogni X, Y € T(TM),
o compatibile con la metrica
X9V, Z)=9(VxY,Z)+g(Y,VxZ) perogni X,Y,Z e T(TM). (3.2)
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Sia (M, g) una varieta riemanniana e V la sua connessione di Levi-Civita. In una carta
coordinata le condizioni di simmetria e compatibilita di V con la metrica g si esprimono come

99i l l
9ok = Dyigiy + Trjgui - (3.3)

Permutando ciclicamente gli indici nella condizione di compatibilita abbiamo allora

kE _ 1k
Fijfl“ﬁ e

99jk

aggi = Ff:jgm + .95,

89i;

ot = Dkt + Tijgi

G

axﬂ’l =Tlgi + g (3.4)

da cui sommando a segni alterni, per le condizioni di simmetria concludiamo che

agjk Ogri 3915

Ozt ozd Ok

=T + Thgjt + Dhpgui + Dhigrr — Dhagiy — Thj 9

= T4 0k + Tl igm

= 2Fij9kl .
Si ha dunque la formula
L i (99ik | 99k Ogij
o L ki(99) _ 99
Lij = 29 ( Ozt ' OxJ 830’“) ' (35)

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 3.2.1. I simboli T'; ottenuti dalla metrica usando la for-

mula (3.5) definiscono in modo univoco una connessione affine su (M, g), simmetrica e compa-
tibile con g.
Senza usare le coordinate locali, per ogni tre campi vettoriali X,Y,Z € I'(T M) si ha

Xg(¥,Z) =g(VxY,Z) +9(Y,VxZ)
Y9(2,X)=9(VyZ,X)+g(Z,VyX)
Zg(X,Y)=9g(VzX,Y)+g(X,V2Y).
Sommando le prime due equazioni e sottraendo la terza otteniamo, per le condizioni di simme-
tria,
Xg(Y,2)+Yg(Z,X)—Zg(X,Y)
=g(VxY,.Z)+9(VyX,2)+g(Y,VxZ -VzX)+g(X,VyvyZ -VzY)
=29(VxY,2) =g ([X,Y],2) + g (V. [X, Z]) + g (X, [V, Z]) ,
dunque la seguente formula di Koszul,
20(VxY,Z2)=Xg(Y,Z2)+Yg(Z,X) - Zg(X,Y)
+9([X,Y],2) =g (V. [X, Z]) — g (X, [Y, Z]) (3:6)
che determina univocamente il campo vettoriale V x Y. Viceversa, si puo verificare che definen-

do VxY con tale formula si ha una connessione simmetrica e compatibile con g (lo si provi per
esercizio). O

OSSERVAZIONE 3.2.2. Ci si puo chiedere sotto quali condizioni una connessione affine sim-
metrica sia la connessione di Levi—Civita associata a una metrica riemanniana (localmente o
globalmente). Tale domanda non ha una risposta semplice (per esempio in termini di una
condizione sui suoi simboli di Christoffel), si veda [20].



3.2. LA CONNESSIONE DI LEVI-CIVITA 60

OSSERVAZIONE 3.2.3. In generale, la derivata di Lie non soddisfa una condizione di compa-
tibilita con la metrica analoga all’equazione (3.2). Infatti, per la formula (1.3) nell’Esercizio 1.3.4,
si ha

Xg(Y,Z) = (Lxg)(Y, 2) + 9 (LxY,Z) + g (Y, Lx Z) ,
che contiene il termine “extra” (Lxg)(Y, Z).
Se un campo vettoriale X su una varieta riemanniana (M, ¢g) ha la proprieta che Lxg = 0, si
dice che & un campo di Killing (dal matematico tedesco Wilhelm Killing, 1847 — 1923). Equivalen-
temente, X & un campo di Killing se e solo se
Xg(Y,2) =g(LxY,2) +g(Y,LxZ) ,
perogniY,Z e I'(TM).
Osservando che in coordinate abbiamo
(Lx9)ij =Xgi; — 9([X,0i],05) — 9(0;, X, 05])

= Xgij — 95[X, 01" — gir[X, 0;]*

= Xgij + gir0i X* + gix0; X*

kY T X TR XYl L T vk Tk ol

=X akgzg + gjksz gijiZX + gsz]X gzkrjzX

=gk VX" + g V; X5,
dove abbiamo usato la formula (3.5) (V ¢ la connessione di Levi-Civita), si ha che X e di Killing
seesolose g;,V; X ktgiV X k =0, cioe se il tensore Aij = gjrViX k & antisimmetrico. Essendo
AY,Z)=g(Vy X, Z), cid & equivalente a

9(VyX,Z) + g(Y, VzX) =0,

perogniY,Z e I'(TM).

Vediamo un’altra caratterizzazione, che suggerisce che l'esistenza di un campo di Killing
denoti la presenza di “simmetrie” della varieta.

PROPOSIZIONE 3.2.4. Sia (M, g) una varieta riemanniana. Allora X é un campo di Killing su M
se e solo se il gruppo locale a un parametro di X (si veda la Sezione 1.5) é composto da isometrie.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo il gruppo locale a un parametro 6; di X. Allora
d d
o (at*g)p ’ u ((0t0+t7to)*g)p ‘

t=to
d

= % ((eto © etfto)*g)p ’t:to
d
= (9to*(9t—to*g)>p L:to
d
= ds (eto*(as*g))p
= _(etO*LXg)p
per ogni p € M. Poiché 6, = 1d, la tesi segue. O

t=tg

s=0

ESERCIZIO 3.2.5. Ogni campo costante su R™ & ovviamente un campo di Killing. Si provi a
determinare tutti i campi di Killing di R™.
Si mostri che i campi

0,0
x@xj x(r“)gci

sono campi di Killing su S” C R"*! con la metrica indotta, per ogni coppia i, j € {1,...,n}.
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ESERCIZIO 3.2.6. Facendo riferimento alla superficie di rotazione S considerata nell’Eserci-
zio 2.3.5, con la metrica indotta e parametrizzata da (¢,6) — (z(t),y(t)sin6,y(t) cos0) € R3, si
mostri che il campo vettoriale

0 .
% = (07 y(t) coS 9, _y(t) Sin 0) € T(x(t),y(t) sin 0,y(t) cos 9)5
¢ un campo di Killing su S.

ESERCIZIO 3.2.7. Se f : M — N & un’isometria tra due varieta riemanniane (M;g) e (N, h),
si mostri che la connessione di Levi-Civita di N e data da

VY = £(VHELFY),
perogni X,Y € I'(T'N) (si osservi che 'applicazione da I'(T'N) x I'(T'N) a I'(T'N ), definita dal

membro destro di questa uguaglianza, ¢ una connessione affine su N simmetrica e compatibile
con la metrica).

ESEMPIO 3.2.8 (Connessione di Levi-Civita dello spazio euclideo). Se su (R", geyc1) conside-
riamo l'usuale carta globale (R", Idg~ ), dalla formula (3.5) deduciamo immediatamente I'¥; = 0,
dungque la connessione di Levi-Civita e la semplice derivazione componente per componente
di un campo, cioe

; 0 0y 0

VxY =XY 2il= X7 927 D

Vedremo che questa proprieta di avere, nell’intorno di ogni punto, una carta coordinata con
simboli di Christoffel nulli caratterizzera le varieta localmente isometriche a (R™, geyel)-

ESEMPIO 3.2.9 (Connessione di Levi-Civita di metriche conformi). Sia (M, g) una varieta
riemanniana. Fissata u : M — (0, +o00) di classe C*?, consideriamo la metrica ¢ = ug conforme
alla metrica g e calcoliamo la relazione tra i simboli di Christoffel I‘fj della connessione di Levi—
Civita V della metrica g e quelli Ffj di V, connessione di Levi—Civita di g. Per la formula (3.5)
si ha

km
Tk _ 9 O(ugjm) | O(ugmi) _ 9(ugi;)
L = 2u< ox’ + oxJ oxm )
km
_ 9 Ou i 9Gjm ou _ OGmi B ou B 0gi;
T K%gﬂm“‘ B )+ (axa‘gm“r“ O ) (a m i TG m)}
Segue dunque
km
pk _9(Ou o Ou o Ou z
i = (axi Gim ¥ gz Imi = Ggm i 20l 91m )
da cui
km
tho_pk o, 9 (Ou . Ou  Ou
Iy =13+ 2u (axi 9im + 97 I axmgz]) ) (3.7)
o anche
~ 1 /0u ou g*™ Ou
k _ 1k 4 = ko T2 sk 4 Z7
Fz‘j - Fz] + 2 (axi 5] o) 62) ou Or™ Gij - (3.8)
Quindi

= 1 1 1
VxY =VxY + 3 X(logu)Y + 3 Y(logu) X — §g(X,Y) Viogu.
Si osservi che se la funzione u e costante, cioé la metrica g & omotetica a g, si ha
Tk _ 1k
Ly =T
dunque V=V.
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ESEMPIO 3.2.10 (Connessione di Levi—Civita della sfera). Usando 1’equazione (2.1) per la
metrica canonica della sfera S™ in coordinate stereografiche, abbiamo

162

NS 5 S
08 = en P 1

da cui si ottiene, per la formula (3.5),

1 o 2 @
FZ[B = —g7 (8agga + 0p9ac — &,gag) = —| (JCN(S’Y "‘me x?vdag) .

2 x N|2 +1
Nell’Esempio 2.3.1 abbiamo visto che le sfere di raggio R > 0 sono isometriche a (S™, R%gcan),
che per quanto detto nell’esempio precedente, hanno gli stessi simboli di Christoffel.

EsSEMPIO 3.2.11 (Connessione di Levi-Civita dello spazio iperbolico). Essendo la metrica
canonica su H" = {(z*,...,2") € R" : 2™ > 0} conforme a quella di R", abbiamo

1 1 . :
can — eucl = dx’ daz' .
fean = Fmyptondt = gz 20" @ 8

Usando la formula (3.7) e l'equazione (2.2), per lo spazio iperbolico si ha(ricordando che per
(R™, geuc1) 1 simboli di Christoffel sono nulli),

1
Fk n gk n sk kn

Si osservi che se tutti e tre gli indici ¢, j, k sono diversi da n, si ha Ff’j =0.
Come per le sfere, gli spazi (H, g°), omotetici allo spazio iperbolico (H", gcan) (si veda 'Esem-
pio 2.3.2), hanno gli stessi simboli di Christoffel.

ESERCIZIO 3.2.12. Siano (M, g) e (N, h) due varietd riemanniane e consideriamo la varieta
prodotto (M x N, g x h). Se (U, (z*,...,z™)) e (V,(y",.<.,y™)) sono rispettivamente una carta
di M e N, allora (U x V,(2',...,2™,y",...,y")) ¢ una carta di M x N. Se g = g;;da" @ da’
e h = hasdy® @ dy’, nell’Esempio 2.3.4 abbiamo definito la metrica prodotto g x h che in
coordinate ha la forma

_ i j a B
g X Mhp.q) = Yij (p)dx(p’q) ® dajzpﬂ) + hag(q)dy(pﬂ) ® dqu) )
Si mostri che
Ih(p,q) = “T%;(p)
I 5(,q) = T 4(q)

5(p.q) = Ta;(p,q) = Tia(p.q) = 0

I s(pq) =T2;(p,q) =T)5(p.q) =0.
Di conseguenza, se X e Y sono campi vettoriali su M x N tali che X (p,q) = X*(p, q) 22
X"(ILQ)% eY(p,q) =Yi(p)52 oy T Y )ay |(p,q) sulU x V,siha

o) T

‘(p,q)

VY. vM (yjﬂ)k 0
X4 (psa) Xi(-,q) 3% 0xi /) p Oxk (7,a)

= (v)f‘;f

g\ 0
N B_~Z_\
T Vxe. Vo (Y Bgcf@)q oy

(7 55), Penre (P 55),)

(p,9)
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con l'identificazione dell’Esempio 2.3.4.

Si scrivano poi i simboli di Christoffel della connessione di Levi-Civita del prodotto warped di
due varieta riemanniane in termini degli analoghi simboli di Christoffel delle due varieta (in
particolare, nel caso di un prodotto warped su un intervallo di R).

W 3 = )
Penso che ancora non siete pronti per questo

! - —

ma ai vostri figli piacera

Ricci e Levi-Civita dopo la pubblicazione del
calcolo differenziale assoluto a fine ‘800
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3.3. La connessione di Levi-Civita di una sottovarieta

Sia ¢ : S < M una sottovarieta riemanniana di (M, g) con la metrica indotta. Ricordiamo
che consideriamo 7,5 come un sottospazio vettoriale di 7}, M, per ogni punto p € S. Allora
ogni vettore v € T}, M pud essere decomposto ortogonalmente rispetto a g, in modo unico come
v=v' +vtconv’ €T,Sevt € T,5*. Indicando con V¥e V* le connessioni di Levi-Civita
rispettivamente di M e S, se X,Y € I'(T'S), per ogni p € S si ha

(VRY), = (VYY) (3.9)

dove X e Y sono campi estensioni locali dei campi X e Y (visti come mappe da S'in T'M) in un
intornodip € M.

Si vede infatti facilmente che il membro destro di questa equazione € indipendente dalle esten-
sioni scelte e definisce una connessione compatibile con la metrica indotta = i*g su S, in
quanto,seY e I'(T'S)e W € I'(T'M), su S vale

gWY)=gWT 4+ WLt Y)=gWT,Y)=h(W'",Y).

Inoltre, se f € C>(M)e X € I'(TS), considerate la funzione f = ﬂg = f o1 e un’estensione
locale X di X definita in un intorno U dip € S'in M, per ogni ¢ € U NS si ha

X f(q) = dfy(Xy) = dfy o dig(X,) = dfy(X,) = X f(q).-
Dunque,
XY, Z)=Xg(Y,Z)
=g(V¥)~/, Z) + g()N’, V%Z)
=h((VEY)", Z) 4 h(Y, (VEZ)T),
perogni X,Y, Z € T'(T'S). Tale connessione & anche simmetrica, in quanto
(VIY) < (VMX)T = (VMY - VYY) = [X,Y]T = [X,Y]

(si veda I'Esercizio 1.6.12 per l'ultimo passaggio). La formula (3.9) segue allora per 1'unicita
della connessione di Levi—Civita di S.

In una carta coordinata (U, ) tale che %|p7 ces %\p sia una base coordinata di 7,5 e
% lps - - % |, di T, M, per ogni p € U NS (per l'esistenza di una tale carta, si veda la nozione

di carta adattata a una sottovarieta nella Sezione 1.6), si ha allora
Stk _ Mpk | MpS 9 \"1*
= ()
perognii,j, k € {1,...,m}, con s che varia tra m + 1 e n. Si noti che questa formula si puo chia-

ramente estendere anche a riferimenti locali con le stesse proprieta, anche quando non vengono
necessariamente da una carta coordinata.

OSSERVAZIONE 3.3.1. La formula (3.9) & particolarmente rilevante per le sottovarieta di R”,
data la “semplicita” della sua connessione di Levi-Civita.

OSSERVAZIONE 3.3.2. Tutta la precedente discussione vale anche se f : S — M ¢ un’im-
mersione isometrica tra le due varieta riemanniane (S, h) e (M, g), con V¥ e VM le rispettive
connessioni di Levi-Civita. Per vederlo, per ogni p € S identifichiamo 7,5 con il sottospazio
vettoriale df,(T,S) di T, M e denotiamo con v' la proiezione ortogonale rispetto a gy(,) su
T,S C TypyM di un vettore v € Tj(,)M. Fissando allora p € S e ricordando che possiamo
restringere l'immersione f a un intorno U di p € S dove f & un embedding, se X,Y € I'(T'S)
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abbiamo che i campi (f|7)«(X) e (f]v)«(Y) sono campi vettoriali definiti su f(U) che si esten-
dono localmente a dei campi vettoriali X e ¥ in un intorno di f(p) in M. A questo punto basta
provare (lo si mostri per esercizio) che

-

s
(VXY) HOK

(VXY)

p =
per l'arbitrarietadip, X e Y.

DEFINIZIONE 3.3.3. Sia f : S — M un’immersione isometrica tra le due varieta riemanniane

(S,h) e (M, g), rispettivamente di dimensione n e m. Per ogni punto p € S, definiamo lo spazio
normale N,,S di S in p come il sottospazio vettoriale T,,S* di Ty (,)M, di dimensione m — n, dei
vettori ortogonali a T),S rispetto a gy(,). Abbiamo allora, per restrizione delle banalizzazioni
locali di T'M, il fibrato vettoriale NS = U,c5N,S di rango m — n su S, detto fibrato normale. Le
sezioni di NS sono dette campi normali su S.
In particolare, se n = m — 1, localmente .S & un’ipersuperficie di M con spazio normale unidi-
mensionale N,,S, per ogni p € S. Esiste dunque sempre un unico campo normale unitario v (a
meno di segno) localmente e il vettore v, & detto “la normale” a'S in p (sebbene sia definita solo a
meno di segno). Segue dunque che ogni campo normale X su S ha localmente la forma X = sv,
per una funzione s funzione a valori reali di classe C*°.

OSSERVAZIONE 3.3.4. Se consideriamo la sottovarieta (m — k)-dimensionale S = f~1(c) di
(M, g) data dalla controimmagine di ¢ € R* per una sommersione f : M — R¥, con la metrica
indotta da g, in ogni p € S (per il quale, ovviamente, f(p) = ¢) lo spazio normale a S & dato da

N,S = (T,8)*" = (kerdf,)" ={v € T,M : g,(v,w) = 0 per ogniw € ker df, }
=(Vfy,..., V).

In particolare, se k& = 1 abbiamo un’ipersuperficie S di M con iperpiano tangente 7,,S =
kerdf, =V pr e spazio normale unidimensionale N, S generato dal gradiente V f, in ogni pun-
top € S. llcampo v = Vf/|Vf|s € T(NS) & dunque un campo normale e unitario su S (ed e
"unico, a meno di segno).

DEFINIZIONE 3.3.5: Sia f : S — M un’immersione isometrica tra le due varieta riemanniane
(S,h) e (M,g), con' VS e VM le rispettive connessioni di Levi-Civita. Se X € T'(T'S)eY €
['(NS), definiamo la connessione normale V+ sul fibrato normale NS di S, per ogni p € S, come

(VEY), = (VYY) (3.10)

f(®)

dove X e Y sono delle estensioni locali dei campi (f|v)«(X) e Y su f(U), in un intorno di f(p)
in M, restringendo l'immersione f all'intorno U di p € S dove & un embedding e abbiamo
indicato con v la proiezione ortogonale rispetto a g¢(,) su N, S di un vettore v € Ty, M.

Si ha allora (lo si provi per esercizio) che il membro destro dell’equazione (3.10) & indipen-
dente dalle estensioni dei campi e definisce una connessione sul fibrato normale NS di S. Tale
connessione V+ & compatibile con la metrica g ristretta a NS, infatti se Y, Z € T'(INVS) sono
campi normali su.S, abbiamo inp € S,

Xg(Y,2)=Xg(Y,Z)

g(V%?, Z) + g(?, V%Z)
9(VEY)".2) +9(Y, (V¥ 2)")
9(VxY.Z) +9(Y,Vx2)
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per ogni X € I'(T'S), dove X,Y, Z sono estensioni locali in un intorno di f (p) in M dei campi
df (X),df (Y), df(Z) definiti solo su f(.59).

Supponendo che S C M sia una sottovarieta di M in una carta coordinata (U, ¢) tale che
65%|p, ce 893" |p sia una base coordinata di 7,5 e Bz Tlpy - Bmm |, di T,M e i campi vettoriali
520t |ps - - Mm |, generino N, S, per ogni p € S N U (si mostra che una tale carta coordinata si
puo sempre trovare nell’mtorno di ogni punto di S, si veda dopo 1'Osservazione 10.2.7), si ha

allora .
Sk _ M

F- .= Fij

perognii,j,k € {1,...,n} eisimboli di Chr1stoffe1 1T}, di V* sono dati da

1k M-F
i ="T (3.11)

]
perognii € {1,...,n}ej, k€ {n+1,...,m}. Queste formule si possono chiaramente estendere
anche a riferimenti locali con le stesse proprieta, anche quando non vengono necessariamente
da una carta coordinata.

OSSERVAZIONE 3.3.6. Nel caso di un’ipersuperficie S C- M con campo -normale unitario
locale v, ogni campo normale Y su S ha localmente la forma Y = sv, con s funzione a valori
reali di classe C*°. Dunque, la sua derivata covariante normale rispetto a un campo X € I'(T'S) e
data da N

Vﬁ;Y = Vﬁ‘((su) = ((Xs)l/ + sV%ﬂ) = (Xs)v
in quanto
0= Xg(v,v) =29(VEP,v), (3.12)
cioe V7 & un campo tangente a .S, da cui Vv = (VM~)l =0.

Si noti che questo e coerente con le relazioni (3.11), se la base coordinata ¢ tale che axnﬂ =v,

infatti la connessione normale & definita in questa base coordinata dai simboli di Christoffel

Lrptl,, peri € {1,...,n} e questi sono tutti nulli, per la formula (3.12).

3.4. Connessione di Levi-Civita e sommersioni riemanniane
DEFINIZIONE 3.4.1. Data una sommersione riemanniana 7 : (1\7 ,g) — (M, g), con sottospa-
zio orizzontale Hy C T M, per ognip € M,
e diciamo che un vettore v € Tgﬂ & orizzontale se v € Hy, verticale se v € Hy = ker dmy,
e diciamo che un campo vettoriale X € I‘(TM ) & orizzontale/verticale se X & orizzonta-
le/verticale per ogni p € M

e per ogni campo X € I'(TM) esiste un unico campo orizzontale X € I(TM) tale che
dwp(Xp) = X (p) perognip & M, detto sollevamento orizzontale di X .

Vogliamo stabilire la relazione tra le derivate di Levi-Civita VeV, rispettivamente di (M,3)
e di (M, g), usando l'equazione (3.6) e i seguenti lemmi.

LEMMA 3.4.2. Un campo vettoriale X e F(TM) e verticale se e solo se Xv(f om) = 0 per ogni
f e C=(M).

DIMOSTRAZIONE. Siha )A(:(fow)(@ = df=(p) (dwﬁ(fﬁ)) perognip € M. Tale identita implica
immediatamente che se X € F(T]Tf ) & verticale allora X (fom) = 0 perogni f € C®(M).
Viceversa, se X(f om) = 0perogni f € C°(M), allora per ogni n—pla (f1, ..., f,) di funzioni in
C*°(M) che ristrette a un aperto U di M formano un sistema di coordinate, si ha X (fiom) =0
che implica dr(X) = 0in 7= Y(U), per l'identita iniziale. O
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LEMMA 3.4.3. Siano X,Y € I‘(TJ\NJ) i sollevamenti orizzontali dei campi vettoriali X, Y € I'(TM).
Allora il campo vettoriale [X , ?] — [X,Y] e verticale e se W ¢ verticale si ha che [X , W] e verticale.

DIMOSTRAZIONE. Sia f = f o m, allora per ogni Z e I‘(TJ\NJ ), sollevamento orizzontale di
un campo vettoriale Z € I'(T'M), si ha

Zf(@ = dﬂ“(gﬁ) = dfw(ﬁ)(dﬂﬁ(zﬁ)) = dfn(ﬁ)(Zﬂ(ﬁ)) =Zf(n(p))-

Dunque, la prima asserzione segue per la definizione di parentesi di Lie, la relazione [X, Y] f =
([X,Y]f) omeil Lemma 3.4.2. Per la seconda, essendo W f = 0, si ha

(X, W]f=-WXf=-W[Xf)om)] =0

dunque, anch’essa segue dal Lemma 3.4.2. O

PROPOSIZIONE 3.4.4. Siano X,Y € F(TM ) i sollevamenti orizzontali dei campi vettoriali X, Y €
T(TM), allora

VgV = VxY + 2[X Y)Y
dove abbiamo indicato con [j(v , )7]‘/ la componente verticale di [)? , 37]. In particolare, si ha
(VxY), ) = dmp[(V5Y),]

DIMOSTRAZIONE. Sia Z € F(T/Z\Z ) il sollevamento orizzontale di un campo vettoriale Z €
I(TM)eW e I'(T'M) un campo vettoriale verticale. Poiché valgono

J(X,Y) =g(X,Y)or
9(1X,Y),2) = §([X,Y],Z) = g([X. Y], Z) o
W§(X,Y) =W (g9(X,Y)or) =0,

(
g(

allora per la formula (3.6) si ha

i(VgY,Z) = g(VxY,Z)om = §(VxY,Z)

B 1~ o o5
J(VgY W) = ég([X,Y},W) .
La tesi dunque segue. O

ESERCIZIO 3.4.5. Sinoti cheicampi VY e [X, Y] non sono necessariamente orizzontali. Si
mostri che

X.Y] - X Y] = [X.7)
e che la funzione (X,Y) — [E , ?]V & C°(M)-multilineare, dunque un tensore di tipo (1, 2).
Inoltre, si noti che tale funzione “misura” la non-integrabilita della distribuzione orizzontale
p — Hp, associata alla sommersione.
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3.5. La derivata covariante lungo una curva

Siano M una varieta differenziabile e V una connessione affine su M.

DEFINIZIONE 3.5.1. Sia« : I — M una curva. Un campo vettoriale lungo ~ € un’applicazione
X : 1 —TM,diclasse C>, tale che X (t) € T',(;)M perognit € I.

Si osservi che l'insieme dei campi vettoriali lungo v ha una naturale struttura di' C>(I)-
modulo (e quindi di spazio vettoriale reale). Considerando il fibrato vettoriale su I che a ogni
punto ¢t € I associa lo spazio T’,;)M, indicato con v*T'M e detto pull-back del fibrato T'M (si
veda [237], per esempio), tali campi ne sono le sezioni I'(v*T'M).

OSSERVAZIONE 3.5.2. Se vy : I — M & una curva, un esempio di campo vettoriale lungo v &
la sua velocita %, che opera come segue:

s =100

perogni f € C*(M)et el

OSSERVAZIONE 3.5.3. Data la curva v : I — M, una classe importante di campi vettoriali
lungo ~ e dato dai campi del tipo

X(t) = fw) perognit c I,

dove X @ un fissato campo vettoriale definito in un intorno del supporto di 7. Un campo vet-

toriale X lungo ~ di questo tipo & detto estendibile (e in tal caso si dice che X & un’estensione di
X).

OSSERVAZIONE 3.5.4. In generale, data una mappa f : N — M tra due varieta differenziabili
N e M, possiamo definire i campi vettoriali lungo f, che formano uno spazio vettoriale e un
C*°(N)-modulo, come le applicazioni X : N — TM tali che X(p) € Ty,)M, per ogni p €
N. Cio sara particolarmente rilevante se N & una sottovarieta di M, oppure se la mappa f e
un’immersione.

PROPOSIZIONE 3.5.5 (Derivata covariante lungo una curva). Data una curva vy : I — M esiste
un unico operatore L dallo spazio dei campi vettoriali lungo -y in se stesso, con le seguenti proprieta:

o L ¢ R-lineare,
o perogni f € C(I) vale la formula

D D
—(fX)(t) = f'()X(t t)—-X(t
(X)) = FOX (1) + F(1) = X (1),
perognit € I,
e se X e un campo localmente estendibile in un intorno di ~(t) (relativamente alla curva “ristretta”

Y| (to—e tote), per un qualche e > 0) e X & una sua estensione, vale la formula

D —~
2 X(t0) = (Vi) X)

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo ¢, € I e delle coordinate locali in un intorno di (). Se X &
un campo vettoriale lungo la curva v : I — M, possiamo allora scrivere X (t) = X*(t) 52 )
per ¢ in un intorno di ¢y e usando le proprieta formali che definiscono la derivata covariante, si

- (3.13)
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ha
D D/ 0
EX(t) N %(X *) ox’ 'y(t))
N ;D 9
=X 0T I (t) XH() dt Oz 1y (p)
= X'(t) 0 + X(t) (V i)
— 7 Vsl Y9921 ) 5)
0 , , 0
— l ? ] -
Xt g| , + X OF (Vo0 505).
.9 A . 9
= X! L) A k. —
X0 ] + X OFOTEGW) 55|
) , ‘ )
= (Xx* L) AT k. —
(%) + X 0 O T 60) e

Quindi 'operatore di derivata covariante lungo una curva v deve soddisfare la formula

D . , / o
—X@t) = (XF@O) +T5( )4 () XUt ) = 14
X0 = (X0 + TG ¥ (0 X10) 55| (3.14)
in coordinate locali. E facile vedere che se allora usiamo questa formula per definire 2 per ¢
in un intorno di ogni ¢, € I, abbiamo un operatore univocamente determinato che soddisfa le
proprieta nell’enunciato della proposizione (lo si mostri per esercizio). O

L’operatore % cosi definito e detto derivata covariante lungo v (rispetto alla connessione V). 11
campo 2-X si indichera talvolta anche con X’ o X, oppure con VX, per la formula (3.13). Si
noti la similarita con 'espressione della connessione di una sottovarieta discussa nella sezione
precedente e si osservi la coerenza con quanto visto nell’Esercizio 3.1.5.

OSSERVAZIONE 3.5.6. Non ci servira questo punto di vista pili astratto, ma si osservi che
la mappa (f&,X) — (YV)pa X = f2 X, per f 1 - Re X campo lungov : I — M,
determina una connessione v*V sul fibrato vettoriale pull-back v*T' M del fibrato T M (si veda il
commento immediatamente dopo la Definizione 3.5.1), che puo essere definita come il pull-back
della connessione affine V su 7M. In tali notazioni si ha dunque 2 X = (y*V) 2 X.

Dalle proprieta della derivata covariante si deduce immediatamente che £- & un operatore
locale, nel senso che se J & un intervallo contenuto in I, si ha

D D
E(X |)(t) = %X (t) perognit € J e X campo vettoriale lungo v,
dove % indica I'operatore di derivata covariante associato alla curva 7| .

ESERCIZIO 3.5.7./ Si mostri che una connessione affine V su M & univocamente determinata
dalla famiglia degli operatori 2 a lei associati, per tutte le curve di M.

Nel caso in cui V sia una connessione affine compatibile con la metrica, in particolare se V &
la connessione di Levi-Civita di (M, g), si ha la formula

Cox(0,Y(0) = o( X0, Y (1) + 9 (X0, ¥ (1), (315

che segue facilmente dalle proprieta di £- e dalla formula (3.14).
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ESERCIZIO 3.5.8. Si mostri che se S C M & una sottovarieta di (M, g) con la metrica indotta,
I'operatore %: lungo una curva v : I — S é dato da

DS DM T
—thf( X(t ),
XM = (X
cioe ¢ la proiezione ortogonale su ogni tangente a .S del campo vettoriale lungo v (vista come
DI\I

una curva di M) che si ottiene applicando I'operatore =;-.

ESERCIZIO 3.5.9. Siano f : M — N un’isometria tra due varieta riemanniane (M, g) e (N, h)
ey : I — M una curva di M. Indichiamo con Ddt e - " le derivate covarianti lungo v e lungo

f o~, relative alle connessioni di Levi-Civita di M e N, rispettivamente. Si mostri che

Dy —ar (2 1)),

—Y =
dt f
per ogni Y campo vettoriale lungo f o v (si tenga presente 1'Esercizio 3.2.7).

OSSERVAZIONE 3.5.10. Per mezzo della derivata covariante lungo una curva v : I — M,
possiamo definire la sua accelerazione 4 come la derivata covariante lungo  stessa del suo campo
di velocita ¥, cioe il campo lungo v dato da

() = —7(t)

perognit c I.

3.6. Trasporto parallelo
Siano M una varieta differenziabile e V una connessione affine su M.

DEFINIZIONE 3.6.1. Un campo vettoriale X si dice parallelo inun aperto U C M,se Vy X =0
per ogni campo vettoriale Y in U.

Un campo vettoriale X lungo una curva v : I — M si dice parallelo lungo -, se %X t)=0
perognit c I.

OSSERVAZIONE 3.6.2. Vediamo alcune immediate conseguenze di questa definizione e degli
Esercizi 3.5.8 e 3.5.9 (le si provi per esercizio).

e Un campo X su un aperto U C M ¢ parallelo se e solo se € parallelo lungo tutte le curve in
U.

e Se S C M é una sottovarieta di (M, g) con la metrica indotta, un campo vettoriale X lungo
una curva v : I — S & parallelo se solo se (DTJ:IX (t))T e nullo.

e Se f:(M,g) — (N, h) & unisometria e X & un campo parallelo lungo una curva v : I — M,
allora df (X) e un campo parallelo lungo la curva foy: I — N.

Un fatto fondamentale riguardo ai campi paralleli lungo una curva v in M e che ogni vettore
di T}, M, con p un punto di v, puo essere esteso a un campo parallelo lungo tale curva.

PROPOSIZIONE 3.6.3. Data una curva v : [to,t1] — M e Xo € Ty ,)M esiste un unico campo X
parallelo lungo ~y tale che X (to) = Xo. Tale campo vettoriale e detto trasporto parallelo del vettore X
lungo ~

DIMOSTRAZIONE. Cominciamo col caso in cui il supporto di v : [tg, t1] — M sia contenuto

in un’unica carta coordinata (U, (z!,...,2")). Le condizioni

{gx@:o
X(to) = Xo
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in coordinate locali diventano

(X’“(t) + (1) 47 (1) Xi(t)) @‘wa) -
X(to) = Xé 8(36i y(to)

perognit € [to,t1] ek € {1,...,n}.
Dunque, per ottenere 1’esistenza e l'unicita dell’estensione parallela di X, in questo caso basta
osservare che il sistema (lineare a coefficienti C*°) di ODE,

XE() +T5,(v(1) 47 (1) X*(t) = 0 (3.16)
Xk (to) = X§ ‘
perognik € {1,...,n}, ha una e unica soluzione su tutto [to, ¢1] (si veda [173]).
Nel caso generale, per ottenere il campo parallelo X () suddividiamo l'intervallo [¢o, ¢;] in sot-
tointervalli I, = [r,_1,7s] con 79 = ty e 7, = t1, in modo tale che per ogni s € {1,...,m} la

curva s = 7|, abbia supporto contenuto in una singola carta coordinata di M. Poi definiamo
induttivamente dei campi X,(t) lungo le curve v, prendendo le soluzioni dei sistemi:

D
{thl =0
Xi(m0) = Xo

{fftxs =0
Xs(Ts—l) = Xs—l(Ts—l)

A questo punto il trasporto parallelo di X, lungo v &€ dato dal campo definito ponendo
X(t) = Xs(t) set € I.
O

OSSERVAZIONE 3.6.4. Sinoti che usando la costruzione di cui sopra si puo definire il traspor-
to parallelo di un vettore lungo una curva anche per una curva soltanto C! a tratti.

Fissata una curva v : [tg, t1] — M, definiamo allora 'operatore di trasporto parallelo lungo -y
P Taeo) M = Ty M

mediante la formula
P(Xo) = X () € Ty M
dove X (t) indica il trasporto parallelo di X € T’,(+,)M lungo la curva 7.

ESERCIZIO 3.6.5. Siprovi che I'operatore di trasporto parallelo P : T’y M — T’ )M lungo
7y : [to,t1] — M & un isomorfismo lineare, la cui inversa ¢ la mappa T, )M > v + V(tg) €
T, +,)M essendo Vil campo parallelo lungo v soddisfacente V' (¢1) = v. Si noti infatti che 1’e-
sistenza e unicita di un siffatto campo vettoriale puo essere provata procedendo analogamente
alla dimostrazione della Proposizione 3.6.3.

Nel caso speciale che V sia la connessione di Levi-Civita di (), g), quindi compatibile con la
metrica, dalla formula (3.15) segue che se X (¢) e Y (t) sono due campi paralleli lungo la curva
v, si ha

Cox(,Y(0) = o( X0, Y (1)) + 9(X(0), ¥ (1) =0,
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cioe g(X(t),Y(t)) & costante in ¢. In particolare, 'operatore P : T’ ;)M — T';,)M & un’isome-
tria e | X (t)|,(+) € costante lungo 7.

OSSERVAZIONE 3.6.6. L'operatore di trasporto parallelo P : T, M — T, M tra due punti p
e ¢ di M dipende in generale dalla curva v che li unisce (un esempio &€ mostrato nella figura
seguente). In R™ invece ¢ indipendente da ~, infatti ogni vettore costante € un campo parallelo
su tutto R", da cui il trasporto parallelo e semplicemente la funzione identita tra i tangenti ai
punti di una curva (identificandoli con R” stesso). In particolare, in R™ ogni vettore tangente v
si puo estendere a un campo parallelo. Vedremo che anche queste proprieta caratterizzeranno
le varieta localmente isometriche a (R", geycl)-

FIGURA 3.1 Un esempio di dipendenza dal cammino del trasporto parallelo.
Considerando il triangolo geodetico su S? come nella figura (un ottante della
sfera unitaria di R3), il trasporto parallelo del vettore v € T,,S* lungo l'arco pr
e dato dal vettore v’ € T,.S?, mentre lungo il cammino unione degli archi pq e
poi gr, dal vettore v/ € T,.S* con v # v’

OSSERVAZIONE 3.6.7. Se v : [tg, t1] — M & una curva chiusa C* a tratti con base p € M, cioe
Y(to) = v(t1) = p, 1 operatore di trasporto parallelo P : T, M — T, M definisce un automorfismo
lineare di 7}, M in sé, che & un’isometria, se V ¢ la connessione di Levi-Civita di (M, g). L'insieme
di tali automorfismi (al variare della curva chiusa con base p € M) & detto gruppo di olonomia di
(M, g) inp.

ESERCIZIO 3.6.8 (Trasporto parallelo sul cono). Consideriamo un cono con un angolo di aper-
tura al vertice uguale ad o > 0, con la metrica indotta da R®. Possiamo “aprire” il cono privato
di una sua retta generatrice sul piano R? e chiaramente costruire un’isometria che lo identifichi
con un settore circolare aperto infinito di R? (si veda la figura sottostante). Sappiamo che il
trasporto parallelo in R? & dato semplicemente dalle traslazioni, invariante per la curva scel-
ta che congiunge il punto di partenza col punto d’arrivo. Si osservi allora, per esercizio, che
I'operatore di trasporto parallelo lungo una circonferenza sul cono perpendicolare al suo asse,
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applicato a un vettore di una retta generatrice del cono, € una “rotazione” e se ne calcoli I’angolo
in dipendenza da .

27 sin «

FIGURA 3.2

ESERCIZIO 3.6.9. Siano X,Y due campi vettoriali su M e - una curva tale che v(0) = pe
¥(0) = X,. Se P; : T,M — T ;)M & l'operatore di trasporto parallelo lungo v, allora

d 1
%Pt (Y'y(t)) ed = (VXY)p

per ogni p € M (si confronti con la Proposizione 1.5.2).

3.7. Estensione delle connessioni affini ai tensori

Come per la derivata di Lie nella Sezione 1.3, vediamo l’estensione di una connessione affine
a tutti i fibrati tensoriali 77 M.

DEFINIZIONE 3.7.1. Data una connessione affine V'su M, esiste un’unica connessione su ogni
fibrato vettoriale T, M che coincida con V su T'M e soddisfi
o Vxf=Xf=df(X) per ognifunzione f € C>*(M) =T(TY M),
e Vx(T®S)=VxT® S+ T ® VxS perogni coppia di tensori 7" ed S
(Vx e una derivazione sull’algebra dei tensori di M),
e Vx och = choVy per ognicontrazione c
(Vx commuta con le contrazioni),
per ogni X € I'(T'M).

L’esistenza e l'unicita di tale connessione si ottiene con lo stesso argomento con cui si estende
unicamente la derivata di Lie ai tensori. Per la linearita e la proprieta di essere una derivazione,
usando carte locali, basta dimostrare che Vxw & unicamente definita e determinata per ogni
1-forma w su M. Per ogni campo vettoriale Y si deve avere

(Vxw)(Y) =c;(Vxw®Y)
=i (Vx(w®Y) —w® VxY)
=cloVx(w®Y) —cl(w® VxY)
=Vxoci(w®Y)-w(VxY)
— X(w(Y)) - w(VxY), (3.17)
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dunque V xw € unicamente determinata.
Si noti che in una carta coordinata, ponendo

Vo dal = ng,dxk
et

eX =2

i Y = 0w = dzJ nella formula sopra, otteniamo

oxk 7’

Gl = (v%d:&) (%) — _da? (Va‘i aik) =T, .

Cioe i simboli di Christoffel della connessione sul fibrato cotangente sono gli opposti dei sim-
boli di Christoffel di V. In ogni carta coordinata, una volta noti i simboli di Christoffel della
connessione sul fibrato tangente e cotangente, dato un tensore T' € I'(T M), abbiamo che

1.l _ g 11 7,q 1lq q+1--
(vﬁT)jlmj 8wk Jl Js +2Gk3p Ji-- Jp 1lpipt1-- JS+ZF le Js

9 _ .
1. z iqg i1eig—1lgigy1.. ip
awkTh e E:Fkyp g Jp 1pjp41---Ja ZF i

ESERCIZIO 3.7.2. Simostriche se T' € I'(T7 M), per ogni X, X1, ...,X, € I'(I'M) e per ogni
wi,...,wr € N(TM*),siha

(VXT)(Xl,...,Xs,wl,...,wr) :X(T(Xl,...,Xs,wl,...,wr))

S
- ZT(Xla-"7Xi—1avXXi7Xi+17'"aX87w17"- ,UJ7-)

S
— E T(Xl,...7Xs,w1,...7wj_1,Vij,wj+1,...,wr).

In particolare, se w € I'(T2M) e X, X1, ..., X sono campi vettoriali,
(Vxw)( X1, o, Xs) =X (w(Xy, ..., X))

S

—ZW(Xh-~-7Xz'—1,VXXi7Xz’+1,---,Xs)- (3.18)
i=1

Per gli Esercizi 1.3.4 e 1.4.13, se la connessione V & simmetrica, si provi che allora
(Lxw)(Xy,..., Xs) =(Vxw)(Xq,...,Xs)

+ Zw(Xh cons X1, Ve, X, X, X)

S

do(Xo, X1,...,Xs) = Y _(~1)'(Vx,a)(Xo, ..., Xi—1, Xi, Xis1,. -, X)), (3.19)
i=0
per ogni s—forma differenziale o € Q° M

PROPOSIZIONE 3.7.3. Se V ¢ la connessione di Levi—Civita della varieta riemanniana (M, g), si ha
V xg = 0, per.ogni campo vettoriale X.

DIMOSTRAZIONE. Considerati tre campi vettoriali X,Y,Z € I'(T'M), usando 1'equazio-
ne (3.18) si ha
(Vxg)(Y,2) = Xg(Y. Z) — g(VxY,Z) —g(Y,VxZ) =0,

per la condizione di compatibilita con la metrica, da cui la tesi. O
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OSSERVAZIONE 3.7.4. Si hanno naturalmente le nozioni di campo tensoriale lungo una curva
~: I — M, di derivata covariante % lungo +, associata a una connessione sul fibrato vettoriale
T7M, cosi come di campo tensoriale parallelo lungo ~ (precisamente, diremo che un campo ten-
soriale T lungo ~y ¢ parallelo se soddisfa 27 = 0 in tutti i punti ¢ € I) e di trasporto parallelo di
un tensore.

Inoltre, diremo che T & parallelo in un aperto U C M se VT e zero in U. Si ha dunque che la
metrica g & una 2-forma parallela su M per la connessione di Levi-Civita.

ESERCIZIO 3.7.5. Si enunci e provi una formula analoga a quella dell’Esercizio 1.5.3 per la
derivata covariante di un tensore 7.

ESERCIZIO 3.7.6. Sia V la connessione di Levi-Civita di (M, g). Si osservi che in una carta
coordinata, cosi come g‘jﬁ"’,ﬁ = [0+ %, 91i, siha %gTz = G%,9" +G,9". Poi si mostri che l'esten-
sione di V ai fibrati vettoriali 7, M, data dalla Definizione 3.7.1, € compatibile con 1'estensione
della metrica g, definita nella Sezione 2.4, cioe

per ogni coppia T, S € I'(T7 M).

Dato un tensore T' € I'(IT7 M), con r + s > 0, possiamo dunque definire il tensore VI €
I'(T7,, M) che opera come

(VTI)()(Q,)(l7 PN ,Xs,wl, “- ,wr) = (VXOT)(XI, RPN ’XS7UJ17 B . ,wT) .
In coordinate, useremo spesso le notazioni

VTl = VT = (V) — (Ve T)’le

k]ljs‘ kﬂljs ozk

e indicheremo con V*T l'applicazione /~volte della connessione V a T,

4 (AR P ) e TSR N 4 1.y
vk1~.-keTj1--.js =V Tk ) (V T)

1---keji.gs ki...keji...gs °
Per la “regola di Leibniz”, si ha

iy eieky. .k
oGyl

vtk by (v TS+ T ® VinS)

7
jl...jsél...éq

Vol T'®S)
.0y k1. .. ki...k
- 2] ... 09 1 P 2] .0 lp 1 P
=V L5050 S, o) T T35 VimSe )

Con queste convenzioni ¢ facile vedere che se V ¢ la connessione di Levi-Civita, siha Vjg;; =
Vig” = 0,cheinsieme alla regola di Leibniz semplificano notevolmente il calcolo in coordinate,
in quanto mostrano che possiamo sempre commutare le operazioni di prendere una derivata
covariante e di contrarre con la metrica o la sua inversa.

OSSERVAZIONE 3.7.7. Abbiamo richiesto che r + s > 0 nella definizione sopra di V7', con
T € I'(Tr M), in quanto se T & una funzione f € C®°(M) = ['(TYM), con la notazione sopra
V f si indicherebbe il differenziale df, mentre abbiamo denotato con V f il gradiente di f, cioe df*,
nella Definizione 2.5.7.

3.8. Operatori differenziali su varieta riemanniane

La derivata covariante permette di generalizzare a una varieta riemanniana gli operatori dif-
ferenziali “classici” di R™: gradiente, divergenza, laplaciano, hessiano. Sia V la connessione di
Levi-Civita della varieta riemanniana (M, g), abbiamo gia visto che il gradiente di una funzione
f € C*(M) & dato dal campo vettoriale V f = df*, definito da g(V f, X) = df (X).
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DEFINIZIONE 3.8.1. La divergenza divT di un tensore T' € I'(T7 M), con r > 0, & data dalla
contrazione ci VT € I'(T7 ' M), in particolare la divergenza di un campo vettoriale X & la traccia
di VX, cioe divX = trVX = ¢}VX, in coordinate V;X*. La divergenza di una s—forma w €
[(TYM) ela (s — 1)-forma divw = c} (Vw)*, data in coordinate dalla contrazione

div Wk, .k, = 97 Vijky ks s
in particolare, se w & una 1-forma, divw = ¢ V,w,.
Si noti che div X = div X”, per ogni campo vettoriale X e divw = div w¥, per ogni 1-forma w.
Vediamo il calcolo della divergenza di un campo X e di una 1-forma w in coordinate locali:

0X7 N ) G
T 0+ XG0 = et T

div X = VX' = Vo, (X79;)" = (

O

ort
Come in R™ abbiamo il fondamentale teorema della divergenza.

divw = g9 V,w; = g7V, (wkdxk)j _ gz]< dzk — Wkrf dIS) = g wj gwwkrfj_
J

s ozt

TEOREMA 3.8.2 (Teorema della divergenza). Sia (M, g) una varieta riemanniana orientata e
D C M un aperto limitato con 0D un’ipersuperficie di classe C* (si ricordi che segue che anche 0D &
orientata, Proposizione 1.8.4). Allora, denotando con v la normale esterna e con do la forma di volume
canonica su 0D indotta dalla metrica g|ap, cioe do = i, dug, con dug la forma di volume di M, si ha

/dideug:/ 9(X,v)do,
D oD

per ogni campo vettoriale X € C*°(D).

DIMOSTRAZIONE. Ponendo

n

w = y/det g;; (z:(—l)k'HXkda:1 /\...Jx\k.../\dx") =ix (y/det g;; dzt Ao Ada™)

k=1
si ha
n an, 8
dw:(ZW‘/CWjLXk@M)dxlAmAdx”
k=1
(kzzlaxk\/e.gg-i-QMazkeg] x "
n ch Xk det » P
:(Z%\/MJr \/;Tjgpqaip,f)dxl/\---/\dx"
k=1
an Xk: detgl )
= (22 Jaeigy + fﬁg (Chysta + Phyg) ) dit A+ A dz
k=1
n
= (52 ety + XL 0y vy )Yt nnat
k=1
—~(0X - ) )
:(Z(ﬁﬂ( ka)M)dx Ao Ada
k=1
=divX \/det g;; dz' A+ Ada™
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dove abbiamo usato la formula

)

P4 Hok

idetA: det A Z A

oxk A

Pq
p,q=1

che vale per qualunque matrice A € GL(n) dipendente da z, derivabile e le equazioni (3.4).
La tesi segue allora applicando il teorema di Stokes 1.8.6 alla (n — 1)—forma differenziale w, in
quanto

ix (da't A Ndx) |, = C(ix (dat A Ada™)) = g(X,v) do

dove ¢ : 9D — M e l'inclusione (lo si provi per esercizio, osservando che le forme differenziali
coincidono su una base di 7,0 D, per ogni p € 0D). O

Una facile conseguenza ¢ il seguente corollario (lo si mostri per esercizio).

COROLLARIO 3.8.3. Sia (M, g) una varieta riemanniana orientata. Allora

/ divX dpg =0
M
per ogni campo vettoriale X € T'(T M) a supporto compatto.

ESERCIZIO 3.8.4. Nelle stesse notazioni e ipotesi del Teorema 3.8.2, si mostri che se w €
D(TYM), T € T(TF M) e S € T(T¥F M), si hanno le formule

/Dw(divT)dug+/DVw(T)d,ug:/BD(be@w)(T)da,

/ o(div T, S) dp, + / (T, VS) dy, = / o5 ® S) do.
D D oD

In particolare, in coordinate locali, la prima formula si scrive come
. . g1k Ly Cig1e-Jk _ . . mij... gk
/ Wjy..jy Vil diig +/ Viw, . T dpg = / Wiy ..jnGimV L do .
D D oD

DEFINIZIONE 3.8.5. Il rotore rot X di un campo vettoriale X & la 2-forma differenziale d.X”.
In coordinate locali,
3_(9@ dod A dz®

OxJ

Si noti che vale la relazione “classica” rot V f = 0 per ogni f € C*°(M), in quanto

rot X =

rot Vi =dVf =ddf =0.

OSSERVAZIONE 3.8.6. In R? il rotore di un campo rot X viene identificato con il campo
vettoriale (xrot X)# = (xdX")%, per mezzo dell’operatore x di Hodge (si veda la Sezione 2.6).

DEFINIZIONE 3.8.7. L'hessiano di una funzione f € C*°(M) & dato dalla 2—forma simmetrica
Hessf = Vdf = V*f,
il laplaciano di f e la traccia dell’hessiano Hessf, cioe
Af =trHessf = Hessf; = ginessfij = giijjf,

in coordinate locali (si ricordi la Definizione 2.5.5).
Sinoti che segue A f = div V f = div df, come in R".
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Esplicitando questa definizione, per la formula (3.17), si ha
Hessf(X,Y) = (Vxdf)(Y) = Xdf(Y) = df (VxY) = XY [ = (VxY)[,
da cui segue la simmetria dell’hessiano in quanto
Hessf(X,Y) —Hessf(Y, X)) =XYf—(VxY)f -YXf+ (VyX)f
=X, Y]f = (VxY - VyX)f
= 0 B
per la proprieta di torsione nulla (simmetria) della connessione di Levi—Civita.
Si noti che vale anche
Hess/(X,Y) = g(VxV/[,Y).
In coordinate, I'hessiano di f € C°°(M) si scrive dunque

o*f y Of
Hessfi; = Do Lk (3.20)
e il laplaciano di f come
3 92 | A
Af = g"Hessf;; = g¥ axiaj;j - Qwrfja—;; .

OSSERVAZIONE 3.8.8. Sinoti il caso speciale

O s 0T oy
Baroar & Likggs = 79T
del laplaciano delle funzioni coordinate locali.

Azt = divVz' = ¢/*

ESERCIZIO 3.8.9. Si provino le seguenti identita:

o 1 0 — ok
divX = \/TT”@( det g”X ) y

_ ! 9 — e Of
Af B \/det Gij 8xk ( detg”g 8.’1}6) ’

div(fX) =g(Vf, X) + fdivX,
div(hVf) = g(Vh, V) +hAf e  A(hf)=hAf+29(Vh,Vf)+ fAR,
per ogni campo vettoriale X e f, g € C*°(M). Si ricordi I'uguaglianza

0+/det g;;
P = et
OSSERVAZIONE 3.8.10. L'hessiano di una funzione f € C°°(M) & un concetto riemanniano,

non differenziale. Chiaramente, I'hessiano “in coordinate” non sarebbe invariante per cambio
di queste, ma anche considerata una generica connessione affine e definendo 1’hessiano di una
funzione come sopra, sarebbe diverso a seconda della connessione e in particolare potrebbe
non essere nemmeno simmetrico. Pero, nel caso speciale che lo si consideri in un punto critico
p di f (dove quindi %Ly = 0, per ogni k € {1,...,n}) si ha Hessf,(X,,Y,) = XY f(p), cioe
coincide con I'hessiano usuale in qualunque sistema di coordinate, dunque é indipendente dalla
connessione affine (e in particolare dalla metrica, che potrebbe non essere nemmeno definita) e
dalla carta coordinata scelta.

ESERCIZIO 3.8.11. Si mostri che per una funzione f € C°°(M) valgono le stesse relazioni di
R™ tra le proprieta di essere massimo o minimo locale e il gradiente e gli autovalori dell’hessiano
di f.
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ESERCIZIO 3.8.12. Si mostri che per ogni campo vettoriale X e ogni funzione f € C°° (M), si
ha (si veda 1’Esercizio 1.4.8)

1 .
3 Lxg = Sym(VX?) cioe Lxgij = ViX; + VX
dove X; = X’ e

1

ivag = VZf = Hessf.
DEFINIZIONE 3.8.13. L’hessiano di un tensore 7' € I'(T7M) ¢ dato da HessT' = V2T. 11

laplaciano AT di T & la traccia di tale hessiano sulle prime due componenti covarianti, cioe

in coordinate AT}! i = ¢V, T;! . Sinoti che segue AT = div VT, se T & una s—forma

e in generale AT = div V7", dove il diesis opera sull'indice di derivazione di 7 (si veda la

Definizione 3.8.1).

OSSERVAZIONE 3.8.14. Mentre 1’hessiano di una funzione & simmetrico, lo stesso non vale
per I'hessiano di un campo vettoriale Z, infatti (calcolando come nella formula (3.17)) si ha

ViyZ=(VxVZ)Y)=VxVyZ =Vy,vZ,
quindi
ViyZ —VyxZ=VxVyZ—VywZ—-VyVxZ+Vy,xZ
=VxVyZ -VyVxZ - VxyZ.
Se dunque il tensore —R(X,Y)Z = VxVyZ — VyVxZ — V(x y)Z non & nullo (a differenza di
R™ e delle varieta ad esso localmente isometriche, dove invece lo €), I'hessiano di un campo non

& simmetrico (analogamente I'hessiano di una 1-forma o di un generico tensore).
L'operatore R(X,Y’) che “misura” questo “errore” nello scambio delle derivate covarianti

—R(X,Y)=Vxy —Viyx =[Vx,Vy] = Vixy}=VxoVy —VyoVx — Vixy]

verra detto operatore di Riemann (in onore di Bernhard Riemann [214]). Si verifichi per eserci-
zio la seconda uguaglianza per un qualunque tensore T' € I'(T7 M) e si osservi che definendo
analogamente per la derivata di Lie

Lyxy — Ly x = [Lx,Ly] — Lix.v]
si ha, per la formula (1.4),
Lyxy =Ly x =[Lx,Lyl=Lixyj=LxoLy — LyoLx — Lixy] =0,
cioe I’analogo operatore per L € nullo (si noti in particolare la seconda formula nella Proposi-

zione 1.3.5 e si ricordi la discussione dopo la Proposizione 1.5.1).

OSsERVAZIONE 3.8.15. 1l laplaciano A sopra definito (detto anche laplaciano “semplice”,
“banale”, “rough” o operatore di Laplace-Beltrami) e il laplaciano di Hodge A¥ (si veda la De-
finizione 2.6.4) coincidono sulle funzioni f € C*°(M), ma differiscono in generale sulle forme

differenziali.

PROPOSIZIONE 3.8.16 (Corollario del teorema della divergenza — Formule di Green). Sia
(M, g) una varietd riemanniana orientata e @ C M un aperto limitato con bordo regolare. Siano
u,v € C*°(M), zero su 0. Allora,

/UAU dpg = —/ 9(Vu, Vo) du, = / vAudpg ,
Q Q Q
da cui
/ (uAv — vAu) dpg = 0.
Q
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DIMOSTRAZIONE. La prima formula si ottiene applicando il Corollario 3.8.3 al campo X =
uVv, in quanto div (uVv) = uAv + g(Vu, Vv). La seconda & un’ovvia conseguenza. O

Segue che se (M, g) € una varieta riemanniana compatta (senza bordo), il laplaciano A :
C*®(M) — C*(M) & un operatore differenziale semidefinito negativo e autoaggiunto per il
prodotto scalare L? di funzioni su M (si tenga presente che a causa del fatto che A & semidefinito
negativo, per comodita vari autori indicano con A I'opposto del laplaciano).

DEFINIZIONE 3.8.17. Una funzione f € C°°(M) si dice armonica se Af = 0.

Le funzioni armoniche su una varieta riemanniana (M, ¢) soddisfano le stesse proprieta locali
delle funzioni armoniche su R" e molte analoghe proprieta globali (in particolare se la varieta
M & compatta). Per esempio, si provi il principio del massimo (debole), cioé che una funzione
armonica su un dominio limitato di M assume massimo e minimo al bordo del dominio. Inoltre,
vale il seguente teorema.

PROPOSIZIONE 3.8.18. Sia (M, g) una varieta riemanniana connessa, compatta (senza bordo) e
orientata. Se f € C°°(M) é una funzione armonica su M, allora f e costante.

DIMOSTRAZIONE. Per la proposizione precedente, ponendo v = v = f siha

0= [ Farau, =~ [ o(VS.VE)duy.
da cui la tesi, in quanto segue che V f ¢ identicamente nullo e M & connessa. O

ESERCIZIO 3.8.19. Facendo riferimento alla Sezione 1.8, si provi a generalizzare alle varie-
ta riemanniane i teoremi di Gauss—Green e del rotore (si tenga presente anche la Sezione 2.6).
Inoltre, si estendano e discutano i concetti (e le mutue relazioni) di campi irrotazionali, solenoi-
dali, conservativi, a divergenza nulla sulle varieta riemanniane (eventualmente 3—dimensionali)
come fatto per R? nella Sezione 1.8.



