CAPITOLO 5

Curvatura

Seguendo Riemann [210] (si veda [187, Vo-
lume 2, Capitolo 4]), possiamo definire una
nozione di curvatura per una varieta rieman-
niana (M, g) in qualche modo generalizzan-
do la curvatura di Gauss di una superficie in
R3 (che vedremo nella Sezione 7.3, Defini-
zione 7.3.3), che e un concetto di curvatura
geometricamente intuitivo. Per ogni piano
m C T,M consideriamo la superficie S gene-
rata dalle geodetiche uscenti da p con velocita
iniziale appartenente a 7 e calcoliamo la cur-
vatura di Gauss in p, una volta immerso un
suo intorno in S isometricamente in R3 (cid &
sempre possibile se la varieta & analitica, ma
se e solo C* tale possibilita in generale € un Bernhard Riemann, 1866 — 1826
famoso problema aperto, si veda la parte fina-
le della Sezione 7.6 — molti autori trascurano questo punto). Grazie al “Teorema
Egregium” di Gauss 7.5.1 ([1, Sezione 4.6]), tale curvatura & indipendente dal-
I'immersione, dunque abbiamo una ben definita nozione di curvatura associata
a ognuno dei piani di 7),M (la curvatura cosi ottenuta coincidera con la curva-
tura sezionale che definiremo nella Sezione 5.4, nella cui parte finale renderemo
piu precisa questa discussione). Per esempio, con questa definizione la curva-
tura di R™ e zero, quella di S” € uno e quella di H" € meno uno, per ogni piano
in un loro qualunque spazio tangente.

Esaminando i termini del second’ordine nell’espansione di Taylor della me-
trica in coordinate normali Riemann definisce anche quello che sara poi il tensore
di curvatura di Riemann (si veda sempre [187, Volume 2, Capitolo 4, Sezione B]).
Ritorneremo su questo punto in seguito (si veda I'Osservazione 5.1.9), men-
tre nella nostra esposizione seguiremo la linea moderna dovuta a Jean-Louis
Koszul [224] che lega la curvatura all’errore nell’interscambio di due derivate
covarianti successive di un campo.
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5.1. Il tensore di Riemann

Sia (M, g) una varieta riemanniana di dimensione n e V la sua connessione di
Levi—Civita.

L'hessiano V?f di una funzione f € C™ & una 2—forma simmetrica (per la sim-
metria di V), mentre nell’Osservazione 3.8.14 abbiamo visto che I'applicazione
C>°(M)-bilineare I'(TM) x I'(TM) — I'(T'M) data dall’hessiano di un campo
vettoriale Z non lo e. Infatti abbiamo calcolato

V_ZX,YZ — V;XZ = vayZ — VyVXZ - V[X,Y]Z?

che non e necessariamente nullo (cosa che vale invece in R"). Analogamente, lo
stesso fenomeno si ha per 'hessiano di una 1-forma o di un generico tensore.

DEFINIZIONE 5.1.1 (Operatore di Riemann). Dati due campi vettoriali X, Y su
M, l'operatore R(X,Y) : I'(T'M) — I'(T'M) che “misura 1’errore” nello scambio
delle derivate covarianti rispetto a X, Y di un campo, ovvero

R(X, Y) = V;X — V%QY = [Vy,VX] — V[KX] = Vy o VX — VX o Vy - V[y’)(]

e detto operatore di Riemann (o anche operatore di curvatura di Riemann) rispetto
a X, Y. Chiamiamo operatore di Riemann 1’applicazione R : I'(T'M) x I'(T'M) x
I'(TM) — I'(T'M), che a ogni terna X, Y, Z di campi vettoriali su M associa
R(X,Y)Z. Esplicitamente,
R(X.Y)Z =V3xZ —NxyZ =VyVxZ —=NxVyZ—VyxZ. (5.1)
OSSERVAZIONE 5.1.2. Sinotila “posizione” dei campi Y, X nella formula per
R(X,Y)Z. Talvolta in letteratura si trova la definizione di R(X,Y)Z con X e
Y invertiti, dunque l'operatore di Riemann ha il segno opposto al nostro con

tale definizione. Noi seguiamo [92]; i motivi di questa scelta saranno chiari in
seguito (Osservazione 5.4.3).

PROPOSIZIONE 5.1.3. Lloperatore di Riemann R e un tensore di tipo (1,3), ossia
'applicazione
R:L(TM) x T(TM) x I(TM) — T(TM)
e C°°(M )-lineare in tutte le sue variabili.
DIMOSTRAZIONE. Sebbene la C*°(M)-linearita di R in X e Y segua dal-

la definizione di derivata covariante di un tensore, la mostriamo comunque
direttamente. Si ha

R(fX,Y)Z =VyVixZ —V;xVyZ — Vi ixZ
=Vy(fVxZ) = [VxVyZ = Vyyxi+ovpnxZ
=(Yf)VxZ + fVyVxZ — fVxVyZ — fVyxZ — (Y f)VxZ
=f(VyVxZ —VxVyZ = VyxZ)
= fR(X,Y)Z
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e analogamente R(X, fY)Z = fR(X,Y)Z.
Ora verifichiamo che R(X,Y)(fZ) = fR(X,Y)Z. Abbiamo
Viv(fZ2) =VxVy(fZ) = Ve (f2)
=Vx(YN)Z+ fVvZ) = (VxY))Z = [VvwZ
=XYNZ+YIVxZ+(XFIVyZ + fVxVyZ — (VxY)f)Z — fVvvZ
=f(VxVyZ =VeovZ)+ (XYf) = (VxY)Z+ (Y )IVxZ+ (Xf)VyZ,
da cui
R<X7 Y)(fZ) = V%/,X(fZ> - V.ZX,Y(fZ)
=f(VyVxZ —VxVyZ —VyxZ)
+Y(X)Z - XY )2 - ((VyX)N)Z+ (VxY)[f)Z
=fRX,Y)Z —([X,Y|/)Z + ((VxY = Vv X)[)Z
=fR(X,Y)Z,
avendo V torsione nulla. O
In coordinate locali, si ha
0 O Nk o2 vk o2 vk
=[V;ViX — V,V,;X]F
0Xs s wm) O 0X* s om) 0 1F
={vil (T + ") ] il (G + ™) 55}
02Xk 0 %k wm 0Xs s om\ ek
—goam g X ™) (Gor + 10X T,
0> XF 0 ik om 0X*® s wm) ok
C Oridxi Or (ijX ) B (% 1A )Fis
ork. ork N oX™_,  OX™_,
N ( Ori  Ox )X * oI Fim = or’ Lim
Ty, ot xm oy xS e OX

im= js jm= s axz js 81‘j s

_ (8F§m ark

N r’?)Xm. (5.2)

ori ot me js jm=— is

Quindi,

i j 0
R=R dx ®d:v]®dxk®%,
con l arl
g o\ o1 or :
I . — ik Jjk s l' _ T8 l
Figi, = [R<axi’ a;m) axk] ozi 0w T Vil = Tielis (5:3)

Vi X' = ViX! = —R, X",

ijk
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Se inoltre siamo in coordinate normali centrate in p € M, nel punto p abbiamo
1 l
R = Ol it
ik Qg oxt

in quanto i simboli di Christoffel sono tutti nulli in p. Esplicitando i simboli di
Christoffel per mezzo della formula (3.5), abbiamo, sempre in p € M,

! 9 [} lm<agkm OGmi @gmﬂ 0 [1 lm(agkm Ogm; agjkﬂ

ik = i 12 oxt oxk  oxm/)]  oril2 oxJ oxk oxm
=29 9w ( ori | Ozh axm>] 29 oxi ( 0w ok axmﬂ
= 17 0 (agkl Igui B agz’k) B 0 <8ng dg1; 4 agjk)}
2L0xi \ 0zt Oxk  Oxt O\ Oxs  Oxk Ox!
I 9 Gt % gui _ D% gin B %G _ 9%, 9%gji ]
2102702t Oxioxk  Oxioxt  Oxidxd - Oxtdxk  Odxiox!
11 &gy g 9% g 9%gjn
2\ oziot  dwior  dwork 8xi8xl} ! (54

in coordinate normali (si ricordi che in p la matrice dei coefficienti della metrica

. . N . 8g;:
e la sua inversa sono l'identita e le derivate % sono tutte nulle).

ESEMPIO 5.1.4. L'operatore di Riemann di (R", geye1) € identicamente nullo.
Avendo infatti (R", gewer), nell’'usuale carta globale, tutti i simboli di Christof-
fel nulli, dalla formula (5.3) segue R, = 0 in ogni punto di R". Cid vale, per
lo stesso motivo, anche per ogni varieta riemanniana 1-dimensionale, cioe tut-
te le curve (astratte) hanno curvatura (riemanniana) nulla, malgrado osservia-
mo chiaramente la “curvatura” di una curva (immersa) nel piano o nello spa-
zio. Quest’altra nozione di curvatura, molto piti “intuitiva”, sara definita nel
Capitolo 7 (Esempio 7.2.3).

ESERCIZIO 5.1.5. Si mostri che l'operatore di Riemann ¢ invariante per iso-
metrie. Vale a dire, se f : M — N e un’isometria tra due varieta riemanniane
con associati operatori di Riemann RM e RY, siha RM = f*R", cioe

RM(X.Y)Z = f*(RN(f.X, £.Y) f.Z),

perogni X,Y,Z € I'(T'M) (si veda 1'Esercizio 3.2.7).

Di conseguenza, una varieta riemanniana con operatore di Riemann identica-
mente nullo come R" non puod essere isometrica a una varieta con operatore di
Riemann non nullo. o

Un’altra conseguenza & che se 7 : M — M & un rivestimento riemanniano,

localmente M e M hanno lo stesso operatore di Riemann.

ESERCIZIO 5.1.6. Si mostri che se (M, g) e (N, h) sono due varieta riemannia-
ne con associati operatori di Riemann R e R", l'operatore di Riemann della
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varieta prodotto (M x N, g x h) & dato da (RM, RY), cioe
R?;[;)N(X(p,q%Y(p,q))Z(m) :R%;)N((Xé\/[,XéV), (Y;;MaK;N))(Z;];V[vZéV)
= (B, (XG5 Y,1) 20 Ry (XY 2],
con Xpp = (X)L X)), Yoo = VYY), Zoo = (2),2)), identificando

Tip.pM x N conT,M x T;N, per ogni (p,q) € M x N (si tenga in considerazione
I’Esercizio 3.2.12).

ESERCIZIO 5.1.7. Simostri che se w & una 1-forma e X, Y due campi vettoriali
su (M, g) siha
R<X7 Y)w = V%’,Xw - v%(,Yw = [R<X7 Y)wﬁ]b
e in coordinate
V?jwk — Vflwk = —Rﬁjkwl o
Si estenda in modo naturale I'operatore di Riemann a tutti gli spazi tensoriali
I(TTM) e siscriva R(X,Y)T in coordinate locali, per T € I'(17 M).

Vedremo che in generale risulta pit utile considerare la versione (0,4) dell’o-
peratore di Riemann detto tensore di Riemann (o tensore di curvatura).

DEFINIZIONE 5.1.8. Definiamo il tensore di Riemann come il tensore di tipo
(0,4) dato da
R(X,)Y,Z, W) =g(R(X,Y)Z, W),
per ogni X,Y,Z, W € I'(T'M). Per distinguerlo dall’'operatore di Riemann,
talvolta lo indicheremo con il simbolo Riem.

In coordinate si ha

R = Rijkl d.’EZ &® dl’j & diL‘k X dxl con Rijkl = Rglk,gml ,
ar;n ar% S m S m
Rijin = ((93(:;6 = ax]i + Fikrjs - ijris>9ml (5.5)
Segue inoltre
RZLk = Rijklglm-

Per il calcolo (5.4), essendo g;; = ¢;; in p € M, in coordinate normali centrate in
tale punto, abbiamo
ort, B oY, _ 1 [ % gui B g _ 9% g1, n 9%gjn (5.6)
dx’ ort  2L0xi0xk  Qxi0x!  Oxidxk  OxiOxll’ '
OSSERVAZIONE 5.1.9. Con gli strumenti del prossimo capitolo, dimostreremo
(Proposizione 6.4.24) che, in coordinate normali centrate in p € M, si ha
9%9i; 1
31,@;1 = —g(Rz‘kﬂ + Ruj) -

Riji =
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Sottolineiamo che questo non segue da una semplice manipolazione algebrica
delle relazioni (5.6) (si veda [187, Volume 2, Capitolo 4, Sezione B], per una
dimostrazione “computazionale”). Espandendo con la formula di Taylor la
metrica attorno a p in tali coordinate, si ha allora
1 1
9ii (%) = 0ij — & (Rt + Rji)a*a’ + o(|z[*) = i + ngiﬂﬂckxl +o(|z[?),

formula che Riemann ha utilizzato per introdurre quello che per noi oggi ¢ il
tensore di curvatura Riem.

OSSERVAZIONE 5.1.10. Se accettiamo il fatto che la presenza di “curvatura”
per una varieta sia equivalente a un operatore di Riemann R non nullo, o pit
precisamente che tale operatore contenga tutte le informazioni su quanto una
varieta sia “curva”, abbiamo allora definito la “curvatura” di una varieta come
un difetto di simmetria negli hessiani dei campi vettoriali (assente in R", che
come intuitivamente e giustamente ci aspettiamo, e piatto, non ha “curvatu-
ra”). Per quanto sia molto utile dal punto di vista dell’estensione delle tecniche
dell’analisi matematica alle varieta (data la rilevanza del teorema di Schwarz
in R"), questo non e chiaramente un modo geometricamente intuitivo per intro-
durre il concetto di curvatura. Anche il modo (analitico) originale di Riemann di
definire il tensore di curvatura considerando i termini del second’ordine nell’e-
spansione di Taylor della metrica in coordinate normali, come nell’osservazione
precedente, ne nasconde la natura geometrica.

Sicuramente pit naturale & invece legare la “curvatura” della varieta alla cur-
vatura di Gauss (post immersione isometrica locale in R?) delle superfici “geode-
tiche”, come descritto nell’introduzione a questo capitolo, ma meno efficiente
per i calcoli, come sara evidente nella Sezione 5.4. Qualitativamente, abbiamo
inoltre visto nell’Esercizio 5.1.5 che se vi & “curvatura”, non e possibile che la
varieta sia localmente isometrica a R"”, cioeé la “curvatura” e un’ostruzione al-
la “piattezza”, come ci si aspetta (discuteremo quantitativamente questo fatto
nella Sezione 9.1 e in particolare nell’Osservazione 9.2.11). Come vedremo, tale
“piattezza” sara equivalente all’esistenza di una base locale di campi paralleli,
la presenza di “curvatura” esclude dunque tale possibilita.

Vediamo ora che I'operatore R, & in relazione con “l’errore” nel trasporto pa-
rallelo lungo un cammino chiuso di punto base p € M (che e nullo in R"), che
€ un modo pit geometrico (ma di nuovo poco utile in pratica per fare i calcoli)
di definirlo e lo connette piti intuitivamente al concetto di curvatura (si tengano
presenti le Osservazioni 3.6.6, 3.6.8 e gli Esercizi 3.6.7, 3.6.9). Consideriamo tre
vettori v,w, z € T,M e per s,t > 0 abbastanza piccoli, costruiamo il cammino
chiuso ¢ in T,,M che parte dall’origine O,, ed ¢ individuato dai quattro vettori
tv, sw, —tv, —sw, in quest’ordine, che quindi termina di nuovo nell’origine. Sia
v(7) = exp,(c(7)) che dunque & un cammino chiuso di classe C* a tratti, che
parte e arriva in p. Se Z, ; € T,,M e il “trasportato parallelo” del vettore z lungo
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il cammino 7, si ha

d d

%EZt’S im0 == —RP(U,UJ)Z
(si veda [135, Theorem 7.11], ad esempio, per la dimostrazione).
Cioe 'operatore di Riemann misura il “fallimento infinitesimale” del trasporto
parallelo nel riportare un vettore alla sua posizione originaria lungo un cam-
mino chiuso. In altre parole, R misura 1'olonomia “infinitesimale” della varie-
ta (si veda I'Osservazione 3.6.8). Segue che se ()M, g) ha gruppo di olonomia
banale, allora 'operatore di Riemann e nullo (vale anche il viceversa, se M e
semplicemente connessa).

Infine, facendo riferimento all’Esempio 4.4.2, mostriamo che il tensore di Rie-
mann puo essere anche interpretato come una “misura” della non-integrabilita
della distribuzione orizzontale v — H,M su T'M (e la presenza di curvatu-
ra come un’ostruzione a tale integrabilita). Siano X, Y due campi vettoriali su
M e X,Y iloro sollevamenti orizzontali su TM per mezzo della sommersione
riemanniana 7 : (T'M, gr) — (M, g). Abbiamo visto nell’Esercizio 3.4.5 che la
funzione

(X,Y) = [X, Y]V = [X,Y] - [X,Y],

dove abbiamo indicato con [X, Y]V la componente verticale di [X, Y], & un ten-
sore di tipo (1,2) che determina l'integrabilita della distribuzione orizzontale
v — H,M suTM, associata alla sommersione 7. Mostriamo che, se v € T,M, si
ha

(X, Y], = R(X,, ),

usando l'identificazione di V,,M con Ty, M data dalla mappa Z, definita nella
formula (4.11). Infatti, in una carta coordinata (U, z*) di M con corrispondente
carta coordinata (7~ (U), (2*,v7)) su T M, consideriamo i campi X = % eY =
%, i cui sollevamenti orizzontali sono dati da

~ 0 —~, 0 ~ 0 ~ 0
X=_—4+Xr— Y=—+Y"—
oxt + Ovk © oxJ + ovm’

dove
Xvk(v) = —Th(2)! e }N/m(v) = —F;’;(a:)vs,
perognik € {1,...,n}, per la formula (4.10). Dunque

0
oxt

_ B 9 0
X = o — (Chomp' o 7
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Segue che
[X,Y] = - (% 0 w)vs% + (T o m)! (T o ) Zavim
+ (% o W)UZ% —(I'fio m)v*(T% o W)d%%
= - (%l;fm 0 ﬂ)ys% + (T o m)h (T o W)(%im
+ <?9Lx§l o W)Ul% — (F;Z, o ﬂ)vs(Ffm o W)%
=[Gt ~ et T~ T3L) o

dove abbiamo riordinato e raccolto i termini nell’'ultimo passaggio. Allora,
(X,Y], = [X,Y]V € V,M e usando l'identificazione di V, M con TrwyM, con-
cludiamo

=5 AV k

KR Nyl B 02 = R ()

Oz’ 07 |, \OxI  Ox Ox* ln(w) "\ i’ O
per 'equazione (5.2). Dunque, la distribuzione orizzontale v — H,M su T'M e
integrabile se e solo se il tensore di Riemann & nullo.

LTS, ~T3Th, ) (7(v))

OSSERVAZIONE 5.1.11. Per un generico fibrato vettoriale £/ con una connes-
sione V, la definizione dell’operatore di Riemann in termini di V? perde di si-
gnificato (si avrebbe Vg(vyn = VxVyn — Vy,y7n, che non e definita, se X,Y €
I'(TM) e n € I'(F)), tuttavia & ancora possibile definire 1’operatore di Rie-
mann RY : [(TM)x T(TM) x T'(E) — I'(E), che descrive la “curvatura” della
connessione V su F, con la formula (5.1)

RY(X,Y)n=[Vy,Vxln — Vyxn = VyVxn — VxVyn — Viy.xn, (5.7)

perogni X, Y e I'(T'M) en e I'(E).
Questo fatto che sebbene 1'operatore V2 non sia definito, ma si abbia comunque
l'operatore di Riemann RV associato a V, che per una connessione affine coin-
cide con una sorta di “antisimmetrizzazione” di V?, suggerisce che siano ben
definite anche le versioni “alternanti” di V*. Cid e infatti possibile e 1'operato-
re che si ottiene si dice differenziale esterno covariante d¥ (talvolta indicato anche
semplicemente con d o V) che agisce come V sulle sezioni di F e induttivamen-
te su Q%(M, E) = Q¥(M) ® T'(E), a valori in Q"1 (M, E) (identificando Q°(M, E)
con I'(E)) come

d¥(w®n) =dwen+(—1)fwAVny
perwe Q*(M)en € I'(E).
Una volta estesi la connessione V e l’operatore di Riemann RY in modo naturale
a tutti i fibrati tensoriali I'(E?), dove ET = @°E* Q" E (come nella Sezione 3.7
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e nell’Esercizio 5.1.7, rispettivamente), si verifica che (dV)? = d¥ o d¥ = RV, che
non e necessariamente nullo come nel caso del classico differenziale esterno.
Con questo punto di vista, se £ = T'M e V & la connessione di Levi-Civita, la
curvatura di una varieta puo essere allora interpretata come un’ostruzione alla
semi—esattezza della sequenza

0 dav 1 vy
D(E) = QO(M,TM) 25 QY (M, TM) - ...
kv, M) < (v, M) s
av n—1 av n av
ot M) - ar v, M) - 0

cioe al fatto che Im dV C kerdV.

Si noti che se E ¢ il fibrato banale M x R, da cui I'(E) = C*°(M), con la con-
nessione V naturale data dal differenziale, si ha QF(M,R) = Q%(M) e dV = d.
Essendo d* = 0, questa connessione ha dunque “curvatura” nulla, cioe RV =0
(cosa che si puo vedere anche direttamente dalla formula (5.7)).

5.2. Proprieta algebriche del tensore di Riemann

Vediamo ora alcune “simmetrie” di cui gode il tensore di Riemann.

PROPOSIZIONE 5.2.1. Valgono le sequenti proprieta:
(1) Antisimmetria nelle prime due variabili

R(X,Y,Z,W)=—R(Y,X,Z,W)
Riji = —Rjin
(2) Antisimmetria nelle ultime due variabili

R(X,Y,Z,W) = —R(X,Y,W, Z)
Rij = —Rijuk
(3) Simmetria per scambio della prima e seconda coppia

R(X,Y,Z, W) =R(Z,W,X,Y)

Rijii = Ry
perogni X,Y, Z, W € I'(TM) eognii,j, k,l € {1,...,n}.

DIMOSTRAZIONE. Usando la formula (5.6), in coordinate normali centrate
in p € M, si vede facilmente che in p valgono le tre identita in coordinate, per la
simmetria della metrica e il teorema di Schwarz. Dunque valgono le tre identita
per il tensore di Riemann in p e poiché p € un generico punto di M, la tesi
segue. O
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OSSERVAZIONE 5.2.2. Sinoti che la prima identita € immediata, poiché dalla
definizione dell’operatore di Riemann, si ha R(X,Y) = —R(Y, X) e che la terza
e una delle prime due implicano l’altra. Segue inoltre che

RX,X,Z,W)=R(X,Y,Z,2) =0

Rty = Rijp = 0,
perogni XY, Z, W e I'(TM) eognii,j, k,l€{l,...,n}.
PROPOSIZIONE 5.2.3 (Prima identita di Bianchi [227]). Vale la sequente identita:
R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z, X)Y =0,

0 equivalentemente,
RX,)Y, Z W)+ R(Y,Z, X, W)+ R(Z,X,Y,W)=0, (5.8)

perogni X, Y, Z, W € I'(TM).
In coordinate locali si ha
Rijii + Rjka + Ryiji = 0.

DIMOSTRAZIONE. Usando la definizione dell’operatore e la simmetria di V,
di abbiamo

R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z, X)Y

=VyVxZ = VxVyZ — Vi Z
+V2Vy X = Vy VX = Vg X
+ V&VLY — V,VxY — Vix gV

=Vy(VxZ —~V,X) + V(VyX — VxV) + Vy(V,Y — VyZ)
~Vyx1Z = VizyX — Vix 71V

=Vy[X, Z] + Vz[Y, X]+ Vx[Z,Y]
— VixZ = VizyiX — Vixz)¥

[V, [X, Z)+ [, IV, X]| + [X, [2,Y]

=0

per l'identita di Jacobi (1.1).

Si noti la rilevanza della simmetria (torsione nulla) della connessione di Levi—Civita in
questa dimostrazione. O

OSSERVAZIONE 5.2.4. Per le simmetrie del tensore di Riemann, qualunque dei
primi tre indici di R;;i; puo essere “mandato” al quarto posto, eventualmente
moltiplicando per —1,

Rijri = —Rijie, Ry = Rruj 5, Rijn = — Ry -

3° indice al 4° posto 2° indice al 4° posto 1° indice al 4° posto
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Segue che la prima identita di Bianchi vale per qualunque terna di indici di

Rijui,
Rijii + Riwij + Riujk = — Ruji — Rijki — Rjwi = 0 (con primo indice fissato)
Rijii + Ryjii + Rijir = Riij + Riigg + Rigg; = 0 (con secondo indice fissato)
Rk + Rjki + Ruk; = — Rijie — Rujk — Rjui, =0 (con terzo indice fissato)

e analogamente per R(X,Y, Z, W), permutando ciclicamente su una qualunque

terna di campi vettoriali e sommando si ottiene zero, per ogni X, Y, Z W ¢
I'(I'M)eognii,j, k,le{l,...,n}

ESERCIZIO 5.2.5. Si mostri che in dimensione n = 2,3 la prima identita di
Bianchi & conseguenza delle simmetrie del tensore di Riemann, dunque non
fornisce nuove informazioni.

Concludiamo questa sezione con un modo alternativo che non fa uso di coor-
dinate, di mostrare le simmetrie del tensore di Riemann. Per dimostrare 1’anti-
simmetria nella seconda coppia di variabili e sufficiente dimostrare che R(X,Y, Z, Z) =
0. Infatti, se R(X,Y,Z,Z) = 0siha

RIX,Y,Z,W) = R(X,Y,Z—-W+W,W)
= RX,)Y,Z-W, W)+ R(X,Y,W,W)
= RX,)Y.Z-WW =2+ 27)
= —R(X,Y,Z-W,Z=W)+R(X,Y,Z-W,2Z)
— R(X,Y,Z,Z)— R(X,Y,W,2)
= —R(X,Y,W,Z2)
e per definizione, abbiamo
R(X,Y, Z,2)=9(VyVxZ —NVxVyZ —NyxZ, Z)
=9(VyVxZ,2) = g(VNxVyZ,Z) — 9(Vyx1Z, Z)
—YXg(Z,2)/2— g(NxZ,VyZ) — XY¢(Z,2) )2+ g(Vy 2,V Z)
—- Y, X]yg(Z,2)/2
=0.

Per dimostrare la terza formula della Proposizione 5.2.1, scriviamo quattro volte
I'identita di Bianchi e sommiamo, ottenendo

0 = RX,Y,ZW)+R(Y,Z,X,W)+ R(Z X,Y,W)
+R(Y,Z,W,X) + R(Z,W,Y,X) + R(W,Y, Z, X)
YR(Z,W,X,Y)+ RW,X,Z,Y)+ R(X,Z,W,Y)
+R(W,X,Y,Z) + R(X,Y,W,Z) + R(Y,W, X, Z)

— 2R(Z,X,Y,W)—2R(Y,W, Z,X),
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dove abbiamo usato ripetutamente ’antisimmetria del tensore di Riemann nella
prima e seconda coppia di variabili. La tesi dunque segue.

OSSERVAZIONE 5.2.6. Quest’ultima dimostrazione puo essere in un certo sen-
so “visualizzata” nella seguente figura.

Riji = R

Rk = Rijii

Riji = Ry = Ryiji

Riiji = Ry
FIGURA 5.1

Le uguaglianze sui vertici dell’ottaedro sono tutte dovute allo scambio degli
indici nella prima e seconda coppia (prima e seconda formula della Proposizio-
ne 5.2.1), mentre la somma dei valori sui vertici dei triangoli colorati sono nulle
per la prima identita di Bianchi. Segue che la somma dei quattro valori sui ver-
tici “centrali” € uguale a due volte il valore sia sul vertice in alto, che su quello
in basso, dacui la tesi R;jj = Ryij.

5.3. Tensori di curvatura algebrici

DEFINIZIONE 5.3.1. Diciamo che una forma quadrilineare P : T,M x T,M x
T,M x T,M — R suT,M e un tensore di curvatura algebrico in p € M se verifica
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e P(x,y,z,w) = —P(y,z, z,w),

e P(x,y,z,w) = —P(z,y,w, z),

o P(x,y,z,w) = P(z,w,x,y),

e l'identita di Bianchi P(z,y, z,w) + P(y, z,z,w) + P(z,z,y,w) =0,
perogniz,y,z,w € T,M.
Chiamiamo C, (M) lo spazio dei tensori di curvatura algebrici in p.

OSSERVAZIONE 5.3.2. Ovviamente il tensore di Riemann Riem in ogni punto
p € M & un tensore di curvatura algebrico, cosi come la forma quadrilineare
R) : T,M x T,M x T,M x T,M — R definita come

Rg(l’, Y, z, ’lU) = gp(xa Z)gp(y7 w) - gp(x7 w)gp(ya Z) )

nel punto p € M. Si ha allora un tensore R" di tipo (0,4) con coefficienti, in
coordinate locali, dati da

R?jkl = Gik951 — i Gjk -
Si noti che
Ry(z,y,2,9) = g, )9 (v, ¥) = 9ol ¥)gp (. y) = Izl lyl, — (9p(w, 1))
e il quadrato dell’area del parallelogramma di lati z e y in T, M.
Vediamo ora un modo di costruire questi tensori.

DEFINIZIONE 5.3.3. 1l prodotto di Kulkarni—-Nomizu di due forme bilineari sim-
metriche h e k su T,M ¢ la forma quadrilineare h ® k definita come

(h © k) (2,9, 2, w) = h(z, 2)k(y, w) + h(y, w)k(z, 2)
— h(z, w)k(y, z) — h(y, 2)k(z,w),
per ogni z,y, z,w € T,M. In coordinate locali, si ha
(W ® E)ijmi = himkji+ hjikim — hikjm — hjmki
perognii,j,m,l € {1,...,n}.

ESEMPIO 5.3.4. Calcoliamo il prodotto di Kulkarni-Nomizu del prodotto sca-
lare g, su T, M con se stesso:

(9 ® 9)iju = girgit + Gitgix — Gudir — 9iea = 2(gingit — gugse) = 2R3 ,
ciod R® = 224 (abbiamo omesso il pedice p, per semplicita di notazione — lo
faremo spesso nel seguito).
Si ha la seguente proposizione, la cui dimostrazione e lasciata per esercizio.

PROPOSIZIONE 5.3.5. Il prodotto di Kulkarni-Nomizu di due forme bilineari
simmetriche h e k su T,M e simmetrico e produce un tensore di curvatura algebrico su
T,M.
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ESERCIZIO 5.3.6. Se M & una varieta di dimensione n € N, si mostri che per
ogni forma bilineare simmetrica h su 7,M, con il prodotto scalare g, esteso
agli spazi vettoriali 7/ M, = @°T,M* Q" T,M come nella Sezione 2.4, si ha,
omettendo il pedice p,

gg®g,g®h)=8(n—1)trh  dacui lg® g|* =8n(n—1)
g @ h|* = 4(n = 2)|h[* + 4(tr h)®
(g ® h)im = ¢ (g ©® h) jitm = (1 — 2)Rim + Gimtr h
tr (tr3g ® h) = g™ ¢ (g ® ) jitm = 2(n — D)tr b,
in particolare,
tr'Pg®g=2(n—1)g e tr(tr g ®g) =2n(n—1).
Si dimostri infine la seguente formula, per ogni coppia h, k di forme bilineari
simmetriche su T,M,
|h © k|* = A|R[* [K[* + 4(g(h, k))* — 8g(h*, k)

dove i tensori 7, k* sono dati da h; = hiyg"™hm; e k; = kg™ k.

Consideriamo il sottospazio vettoriale F,M di ®*T,M* delle forme quadrili-
neari A su T, M che soddisfano le identita

o Alx,y,z,w) = —Aly,z, z,w),

o Alz,y,z,w) = —A(z,y,w, 2),

4 A(:L', y? z) w) = A(z7 w7 ZL‘? y)/
ma non necessariamente 1'identita di Bianchi

Az, yszyw) + Ay, z,z,w) + A(z, z,y,w) =0,
perogniz,y, z,w € T,M.

DEFINIZIONE 5.3.7. La mappa di Bianchi € I'endomorfismo b : Fy,M — F,M

che agisce come segue,

1
b(A)(z,y, z,w) = 3 [A(x,y, z,w) + Ay, z,z,w) + Az, z,y, w)} ,

perogni A€ F,M e x,y,z,w € T,M. Siha dunque
Cp(M) = kerb.
ESERCIZIO 5.3.8. Si mostri che, per le proprieta di A4, si ha
b(A)(,y, z,w) = =b(A)(y, =, 2, w),
b(A)(2,y, 2,w) = =b(A)(z,y,w, 2),
b(A)(2,y, 2,w) = b(A) (2, w, 2,y),
perogni A € F,Mex,y,z,w € T,M. Dunque b(A) € F,M.
Si noti inoltre che
b(A)(x,y, z,w) = b(A)(y, z,x,w) = b(A)(z,z,y,w), (5.9)
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perogni A € F,M ex,y,z,w € T,M, per la definizione di b.

LEMMA 5.3.9. La mappa di Bianchi b & un operatore idempotente (cioe b*> = bo b =
b), g—autoaggiunto e si ha la sequente decomposizione ortogonale

FpM =kerb @t Imb.

DIMOSTRAZIONE. Data A € F,M, possiamo considerare B = A — b(A). Si
ha che B € kerb, dunque B = A — b(A) e b(A) decompongono A. 1l fatto che
B € kerb segue da b(B) = b(A) — b*(A) = 0, poiché la mappa di Bianchi e
idempotente, cosa che segue dalla formula (5.9).

Siano A, C' € F,M, allora in una base ortonormale di 7),M si ha
9(A,b(C)) = Ay b(C)iju
1
= gAz‘jkl [Cijit + Cika + Chiji]
1

= g[Aijleijkl + AkijiCijr + Ajkilcijkl]

1
= g[Aijkl + Agiji + Ajkit] Cijia
= 9(b(4),0),
cioe b & un operatore g-autoaggiunto. Se dunque C' € Imbe B € ker), si ha
C = b(A) per qualche A e

9(B,C) = g(B,b(A)) = g(A,b(B)) =0,

che implica Im b = ker b+. Segue che b & la proiezione ortogonale di F,M suImb
e la decomposizione
FyM =kerb @+ Imb

e ortogonale. O

Abbiamo che Tmb = AJM C ®,M* (si ricordi 'Osservazione 1.4.1), in
quanto su A;M la mappa b & l'identita (lo si provi per esercizio) e poiché per
la formula (5.9) e I'antisimmetria di b(A) nelle prime due variabili si ha

b(A)(xvyawi) = b(A)(y,x,x,w) = —b(A)(:v,y,x,w),

segue b(A)(x,y,z,w) = 0, che per le proprieta di simmetria e antisimmetria di
b(A) € F,M, implica che b(A) si annulla in ogni quaterna in cui almeno due vet-
tori di 7, M coincidono e di conseguenza ¢ una forma quadrilineare alternante
sul,M.
Sinoti che sen = 2, 3 si ha dim(Imb) = 0, infatti ogni forma quadrilineare alter-
nante e nulla, dunque F,M = C,(M) (coerentemente con I'Esercizio 5.2.5). Se
n =4,dim(Imb) = 1.

Vediamo che e possibile identificare F,M con lo spazio vettoriale delle forme
bilineari simmetriche sullo spazio A?T,M dei 2-vettori alternanti di 7,M, che
denotiamo con §?(A?T, M), mediante 1’applicazione che associa ad A € F,M la
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forma A € 8*(A*T, M) univocamente ben definita dal seguente comportamento
su una base {e; Ae;} di A>T, M,

Ale; Nej,ep Nep) = Ales,ej, ex, er),
con {ej,...,e,} base di T,M. Ovviamente, 'applicazione inversa che manda
(riporta) A € S*(A’T,M) in A € F,M & data da
Alz,y, z,w) = Alx Ny, z Aw)
per ogni z Ay,z Aw € A*T,M, con z,y,z,w € T,M (si verifichi che A & un

elemento di F,M). Allora, poiché se V' & uno spazio vettoriale di dimensione

m si ha che S2(V) ha dimensione ™2* avendo A7,M dimensione -2,

abbiamo

n(n — 1)(n* —n+2)
< .

Calcoliamo ora la dimensione dello spazio dei tensori di curvatura algebrici
Cp(M).

dim(F, M) = dim(S*(A*T,M)) = (5.10)

PROPOSIZIONE 5.3.10. Sia (M, g) una varieta riemanniana di dimensione n, allora
n?(n* —1)
12 '

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo dimostrato che F,M = kerb @ Imb, dove b e la
mappa di Bianchi e che Im b = A;M . Dunque,

dim(C,(M)) =

dim(F,M) = dim(ker b) + dim(Im b) = dim(C,(M)) + dim(A, M)

n(n—1)(n—2)(n—23)
24

, concludiamo facilmente che

2(02
1
dim(C,(M)) = 5= (30" —8n + 6 — n 4 5n — 6) = % ,

per la formula (5.10). 4

e avendo A3 M dimensione (7)) =

n(n—1)

Ovviamente ogni tensore di curvatura algebrico P in p puo essere visto come
un elemento P di S*(A?*T,M). Considerando il prodotto scalare indotto da g, su
AT, M, definito da (si veda ’Esempio 2.4.3)

(T Ny, 2 ANw) =gp(TRY -y T, 20w —w z)
=2(gp(, 2)gp(y, w) — gp(z, w)gy(y, 2))
:2Rg(x,y,z,w)
=2R)(z Ay, z Aw)

(quindi la forma bilineare simmetrica R} su A*T, M associata al tensore R, coin-
cide con la meta del prodotto scalare indotto dalla metrica g, su A*T,, M, per ogni
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p € M), deduciamo che esiste un endomorfismo lineare autoaggiunto (rispetto
agy,/2) & : N°T,M — A*T,M tale che

P(w,0) = gp(Z(w),0)/2 = gp(w, Z(0))/2

per ogni w, o € A*T, M.
Notiamo allora che per R° si ha

go(x Ay, z Nw) = 2R)(x,y, 2,w) = 2R (x Ny, 2 Aw) = gp(Zp (T Ay)y 2 Aw)
da cui segue, per I'arbitrarieta di z A w € A*T,M, che %, = 1d, per ognip € M.

DEFINIZIONE 5.3.11. Vedendo Riem, come la forma R, € S?*(A*T,M), per
ogni p € M, l'operatore %, : A*T,M — A*T,M associato come sopra a tale
forma R, viene detto operatore di curvatura di (M, g) inp.

Siha dunque
Ry(w,0) = gp(%p(w),0)/2 = gp(w, Zp(0)) /2,
in particolare,
R,(x,y,z,w) =Rp(xr Ny, z Aw) = gp(%p(x AY),z A w)/2,

perognip € M.

Essendo la forma bilineare R, su A*T,M (che ha dimensione n(n — 1)/2) sim-
metrica, R, si diagonalizza in una base ortonormale {w;} di A*T, M di autovet-
tori dell’operatore autoaggiunto %, : A*T,M — A*T,M, peri € {1,...,n(n —
1)/2}. Nel caso tale base sia esprimibile in 2—vettori semplici, cioe della forma
w; = x; Ny;, per ognii € {1,...,n(n — 1)/2}, per dei vettori z;,y; € T,M, di-
ciamo che l'operatore %, & semplice, mentre se esiste una base ortonormale {e¢;}
di 7,M tale che {e; A e;} sia una base di autovettori dell’operatore %, si dice
che Z, e puro. Diciamo che (M, g) ha operatore di curvatura puro (semplice) se %,
¢ puro (semplice), per ognip € M.

OSSERVAZIONE 5.3.12. Se #, & puro, allora & chiaramente semplice, ma il
viceversa non vale (si veda [72]). Ovviamente, in dimensione n = 2 l’operatore
di curvatura € sempre puro.

OSSERVAZIONE 5.3.13. In dimensione n = 3 ogni elemento w € A?*T,M &
semplice, cioe della forma v A w. Infatti, assumendo w # 0, sia {ay, s, a3}
una base di A>T, M (che ha dimensione tre) con w = «; e fissiamo {w;, wq, w3}
una base di 7),M. Consideriamo o = w; A wy A w3 € A3TpM e determiniamo
v1, V2, v3 € T, M tali che v; A oj = d;;0. Ponendo

o; = a; w1 A wg + b wo N ws + ¢; w3 A wy

v; = d; wy + e;wy + fiws,
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per a;, b;, c;, di, e;, f; € R, siha
v; N\ a; = (dlb] + €iCj + fiaj)a .
Imponendo dunque le condizioni v; A o; = d;50, si deve avere

d e f 1 by by bs
dy e f 2| - ¢ c| =1d,
d3 ez f3 ap az as

da cui e possibile determinare univocamente le componenti dei vettori vy, vz, vs.
Cio segue dal fatto che, essendo la seconda matrice invertibile in quanto il suo
determinante coincide con quello della matrice del cambio di base in A*T,M,
da {a1,az,a3} a {wy A wy, wy A ws, w3 A wy}. Una volta determinati vy, vy, v3 €
osservato che anch’essi formano una base di 7, M (la matrice dei loro coefficienti
@ invertibile), si ha che o = Av; A vy A v3 per un qualche A € R\ {0} (A*T,M
ha dimensione uno) e di conseguenza w = oy = Avy A v (sfruttando sempre le
condizioni v; A a; = 6;;0).

Da questa osservazione segue che se n = 3 'operatore di curvatura e sempre
semplice. In realta & anche puro; infatti, sia {«; } una base ortonormale di A*T, M
che diagonalizza %, e fissata o € A*T, M otteniamo vy, v2, v3 come nell’osserva-
zione sopra. A meno di moltiplicare ogni v; per una (stessa) costante otteniamo
allora che oy = vy A vs, g = v3 A vy e g = v; A wy e ponendo e; = v V2, si ha
allora che ¢; A e; = v/2v; A v; & una base ortogonale di A*7},M che diagonalizza
Z,. Dunque si ha

0 = g(e1 A ez, ea Aes) = 2g12G23 — 2922013 g12923 = 922913,
0 =g(ea Aes ez Aer) = 2923931 — 2933012 cioe 923931 = 933912,
0 =g(es Aer,e1 Aez) = 2g31G12 — 2911932 931912 = g11932,
e
2 = 2g(vz A vs,p Avg) = gplea A es, ez A e3) = 2022033 — 2053 (5.11)

CiO8 g22933 = ¢33 + 1, dove g;; = g(e;, e;). Moltiplicando tra loro le prime due
uguaglianze, otteniamo
912923923931 = 9229139337912 cioe 933 = §22033

se gi1agi3 7 0, che e in contraddizione con 1'uguaglianza (5.11). Segue che deve
essere gi2913 = 0 e lo stesso per g23921, 931932 da cui, per le prime tre uguaglianze
(essendo ¢i1, g22, g33 # 0) concludiamo che g2, g23, g31 sono nulli. Allora

g11922 = 922933 = g33g11 = 1

da cui si ottiene immediatamente ¢i1 = ¢20 = ¢33 = 1, cioe ¢; = v;v/2 & una base
ortonormale di 7),M, quindi %, & puro.



5.4. ALTRE NOZIONI DI CURVATURA 148

ESERCIZIO 5.3.14. Si scriva l'operatore di curvatura della varieta prodotto
(M x N,g x h) di due varieta riemanniane (M, g) e (NN, h) e si mostri che se
entrambe hanno operatori di curvatura puri rispettivamenteinp € M eq € N,
allora (M x N, g x h) ha operatore di curvatura puroin (p,q) € M x N.

5.4. Altre nozioni di curvatura

Vediamo che, per le proprieta di simmetria del tensore di Riemann (o di un
qualunque tensore di curvatura algebrico), per determinare 1'intero tensore &
sufficiente conoscere il suo comportamento su particolari quaterne di vettori.

DEFINIZIONE 5.4.1. Sia (M, ¢g) una varieta riemanniana, p € M e v,w € T,M
siano due vettori linearmente indipendenti che generano il 2-piano 7 = (v, w) C
T, M. Definiamo la curvatura sezionale del 2—piano 7 come
Rp(U,U),U,U)) _ Rp(U,U),U,UJ) _ gp(‘@PO}/\w)?U/\w)

o _
") Tl — ) R e @) . glhw e Aw

PROPOSIZIONE 5.4.2. La curvatura sezionale Sec, () dipende solo dal 2—piano m C
T, M e non dalla scelta dei due generatori v e w.

DIMOSTRAZIONE. Se in una base ortonormale {ei, e} di 7 = (v, w) si ha
v = aey + bey e w = cey + desy,

R,(ae; + beq, cey + dea, aey + beg, cey + des)

3¢ (T) = 1aer + bealZ cer + dealp — (gplaen bz, cer T den))?
_ Ry(eq, 9,1, €3)(a’d* 4+ b*c® — 2abed)
(@ + b%)(c? + d?) — (ac + bd)?
=R,(e1, 69, 61,69),
per le simmetrie del tensore di Riemann, da cui la tesi. O

OSSERVAZIONE 5.4.3. (Vedremo.nell’Esempio 5.5.3 che ogni sfera unitaria ha
curvatura sezionale costante uguale a 1 per ogni 2-piano 7, in ogni suo pun-
to; cosa che si accorda con la nostra intuizione di curvatura (in particolare in
dimensione due), cioé che le sfere “curvino positivamente”. Se avessimo defi-
nito l'operatore di Riemann col segno opposto come molti autori (Osservazio-
ne 5.1.2), per avere lo stesso risultato aviemmo dovuto definire la curvatura
sezionhale col segno opposto, come

Sec, (1) = =R, (v, w,v,w) = Ry(v, w, w,v)

con v, w base ortonormale di 7. Analogamente, se vogliamo che le sfere abbiano
le forme bilineari R, € S*(A*I,M) associate a Riem, e i relativi operatori di
curvatura %, definiti positivi, com’e naturale aspettarsi, dovremmo cambiarne
il segno rispetto alla nostra Definizione 5.3.11.

Troviamo dunque pitt semplice adottare la nostra definizione dell’operatore di
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Riemann, per evitare di dover ricordare (specie nei calcoli) questi “cambi di
segno” in tali altre nozioni di curvatura.

OSSERVAZIONE 5.4.4. Sinoti che se z A y & un autovettore dell’operatore di
curvatura %, allora I’autovalore \ associato e dato da Sec,({z,y)), in quanto

Ry(w,y,2,y) = gp(Zp(x Ny)sx Ny) /2 = Agp(z ANy, x Ay) /2 = AR)(2, ys@,y) -
In particolare, se 1'operatore %, e semplice, tutti i suoi autovalori sono dati
da curvature sezionali in p € M. Se %, e puro i suoi autovalori sono da-
ti da R,(e;, e;,e;,ej) = Secy((e;,¢€;)), dove {e; A ¢;} € la base che diagonalizza
,, con {e;} base ortonormale di 7,M (per esempio in dimensione 3, si veda
I'Osservazione 5.3.13 e la successiva discussione).

ESERCIZ1O 5.4.5. Si mostri che se (M, g) e (N, h) sono due varieta riemannia-
ne, ogni 2-piano “misto” della varieta prodotto (M x N, g x h),

(vp, wq) C T(p,q)(M x N)=T,M &T;N ,

conv, € T,M e w, € T,N, ha curvatura sezionale nulla. Quali sono le altre
curvature sezionali?

Ovviamente, conoscere il tensore di Riemann Riem nel punto p ci permette di
calcolare la curvatura sezionale di ogni 2—piano di 7,M. Viceversa, mostriamo
ora che l'insieme delle curvature sezionali di ogni 2—-piano di 7,M determina
completamente il tensore di Riemann in p.

TEOREMA 5.4.6. Siano P, P’ due operatori di curvatura algebrici in p € M,
poniamo

P(v,w,v,w) P (v, w,v,w)

Pecy (v, w)) = e | Ped((v,u)) = ,

’ [l [w]; = (gp(v, w))? ' [0} [w]f = (gp(v, w))?
dove (v,w) é il 2—piano in T,,M generato da due vettori linearmente indipendenti v e
w. Allora Pecy((v, w)) = Pec,({v,w)) per ogni 2-piano (v, w) C T,M se e solo se
pP=P.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che P e P’ abbiano Pec,((v, w)) = Pec),((v,w)),
per ogni 2—piano (v, w) € T,M, dunque P(v,w,v,w) = P'(v,w,v, w) per ogni
coppia di vettori v,w € T,M. Consideriamo la funzione

fla,f) = Pzt az,y+ ft.o +az,y+ t) — Pl +at,y + Bz, +at,y + Bz),
si vede con un calcolo diretto e sfruttando le proprieta algebriche di P che
O f
0adf la=p=0
Poiché 1'analoga funzione per P’ coincide con f, in quanto la sua definizione
coinvolge solo i valori del tipo P(v, w, v, w), si ha che P = P'.
L’altra implicazione e ovvia. O

=6P(z,y, z,1).
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ESERCIZIO 5.4.7. Si cerchi una formula esplicita che esprima P(z,y, z,t) in
termini delle “curvature sezionali” associate a P.

OSSERVAZIONE 5.4.8. Ovviamente, dalla definizione, la curvatura sezionale
associata al tensore R) & 1, per ogni punto p € M e ogni 2—piano in T, M.

COROLLARIO 5.4.9. Una varieta riemanniana ha curvatura sezionale Sec,(m) =
K, per ogni 2—piano = C T,M, se e solo se R, = K,R).

DIMOSTRAZIONE. Se vale R, = K, R), dalla definizione segue Sec, () = K,
per ogni 2—piano © C T, M. Supponiamo invece che Secy(m) = K, per ogni 2—
piano 7 C T, M, allora i tensori di curvatura algebrici R, e K,R) su T,M hanno
le stesse curvature sezionali e la tesi segue dal Teorema 5.4.6. U

DEFINIZIONE 5.4.10. Una varieta riemanniana (M, g) ha curvatura sezionale
costante K, in p € M se Sec,(m) = K, per ogni 2—piano 7 C T,,. Diremo che
(M, g) e a curvatura costante se inoltre K, = K, per ogni p € M (le varieta a
curvatura costante sono spesso anche chiamate space forms). In una carta locale
si ha dunque R;ji = K(gikgji — 9ug;x), perognip € M.

Se la curvatura costante € nulla (come ad esempio R™ con la metrica euclidea)
la varieta riemanniana si dice flat (o piatta), cio € equivalente a Riem = 0, per il
corollario precedente.

DEFINIZIONE 5.4.11. Definiamo il tensore di Ricci Ric di tipo (0, 2) (da Gregorio
Ricci—-Curbastro [219]), cioé una forma bilineare Ric, su T,,M per ogni p € M,
come segue: R(X,Y) ¢ la traccia dell’endomorfismo lineare Z — R(X,Z)Y di
I'(T'M), per ogni coppia X,Y € I'(T'M ). Dunque, in coordinate locali,

e S (E 2] (v ),

i=1
da cui
. . . . ,
Ry = ¢"" Rijiu = 9" Rjus = —¢" Rijie = — 9" Rjir = Rfjk~

NOTA STORICA. Essendo il tensore di Ricci una traccia del tensore di Riemann
(dunque, in un certo senso, una “media” di curvature), veniva talvolta chiamato
“curvatura media” nei lavori della prima meta del “900 (ad esempio, in [159]),
per analogia con la seconda forma fondamentale delle ipersuperfci (si veda il
Capitolo 7).
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"Aula Magna della nostra
t0 Einstein ha tenuto oggi I'
nza, L'aula @ affollatissima.
-Curbasiro, della Facoltd fsie
presenta. il prof. Elnstein con
le ricordando anche come ire sec
ono, in questa stessa aula, Gallleo
‘abbla 1nsaig'nabo 1a allora nuova dotiring
i1a meccanica. ! ;
'hﬂ prof. Einstein, c¢he parla in itali
esprime anzitutto il suo compiacimen
‘parlare nella clith dove insegna il prof,
‘al gquale si deve il calcolo infinitesimale
‘soluto, ch'd 'arma matematjca necessaria
esprimers -la teoria della. rela.tivglt#ﬁqu Y
Poscia espone in riassunto, nell'ordine.
10 nelle conferenze. di-Bologna, 1 tratth
iziali di questa -teorda, Ilyprof. E
imolto applaudito.

Gregorio Ricci-Curbastro, 1853 — 1925

Per le simmetrie di Riem, segue immediatamente che Ric & una forma bilineare
simmetrica, cioe R(X,Y) = R(Y,X) per ogni X,Y € I'(T'M), dunque Ric, si
diagonalizza in una base ortonormale di 7,M/, per ogni p € M ed esiste un
unico (1, 1)-tensore, chiamato operatore di Ricci, tale che

R(X)Y) =g(R(X),Y),
per ogni X, Y € I(T'M). In coordinate locali, se R(5%;) = R!2;, si ha
Ri]’ = ngk] e Ri = legk] .

Inoltre, se {e;} & una base ortonormale di 7},)/, si ha
R,(v,w) = Z R,(v,e;,w, e;),
i=1
per ogni v, w € T,M. Segue che

Rp(”?”) = ZRP(U7eiavvei) = Z SeCp(<’U,6¢>)<|’U|12) - (gp(v7ei))2)

1€{1,...,n} : v, e; indipendenti

per ogni v € T,,M, in particolare se |v|, = 1 ei vettori {ey, ..., e,} “completano”
v a una base ortonormale di 7),M, abbiamo

R,(v,v) = Zn: Sec,((v,e;)), (5.12)
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cioe R,(v,v) & la somma delle curvature sezionali dei piani generati dalla coppia
v e un elemento di {es,...,e,}.

DEFINIZIONE 5.4.12. Definiamo la curvatura scalare R € C*°(M) come la trac-
cia del tensore di Ricci
R =trRic = R, = ¢"R,; .

Segue allora che

R = g"Ri; = g7¢" Riji = g" Rl .

Inoltre, se {¢;} € una base ortonormale di 7),M, si ha

R(p) = Z R,(ei,e;) = Z Z R,(e;,ej,€i,€5) =2 Z Sec,((ei,e;))  (5.13)
i=1 i=1 j=1 1<i<j<n
cioe la curvatura scalare in p € M é il doppio della somma delle curvature
sezionali dei 2—piani distinti generati dalle coppie di elementi di una qualunque
base ortonormale di 7}, M.

OSSERVAZIONE 5.4.13. Abbiamo visto nell’Esercizio 5.1.5 che l'operatore di
Riemann é invariante per isometrie, di conseguenza lo stesso vale per tutti i
tensori di curvatura e le curvature sezionali, queste ultime nel senso che se f :
M — Ne un’isorAn/etria Sec}v(p)(df (7)) = Sec,’(x), per ogni 2-piano 7 C TLM .

Se dunque 7 : M — M e un rivestimento riemanniano, localmente M e M
hanno la stessa curvatura.

OSSERVAZIONE 5.4.14. Essendo l'operatore di Riemann di (R", gey) identi-
camente nullo, anche tutti questi tensori sono nulli e (R", geya) ha curvatura
costante uguale a zero, cioe € una varieta flat.

ESERCIZIO 5.4.15. Si scrivano il tensore di Ricci e la curvatura scalare della
varieta prodotto (M X N, g X h) di due varieta riemanniane (M, g) e (N, h).

Vediamo come sono i vari tensori di curvatura di una varieta riemanniana
n—dimensionale (), g), con curvatura costante K. Abbiamo gia visto nel Corol-
lario 5.4.9 che Riem = KR, da cui segue immediatamente che #Z = KId e in
una carta locale si ha

Rl = Rijimg™ = K(gikGjm — gimin) 9™ = K (85gix — 6,9;x)
R =¢"' Riji = K(ngix — gix) = (n — 1)K giy,
R=¢"*Ry, =n(n—- 1)K
perognip € M.

OSSERVAZIONE 5.4.16. Poiché, come abbiamo visto nell’Esempio 3.2.9, 1a con-
nessione di Levi-Civita della varieta riemanniana “riscalata” (M, Ag) di (M, g) &
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inalterata (cioe i simboli di Christoffel non variano), segue che le corrispondenti
curvature soddisfano

R;(U,w)z =R,(v,w)z

. A .
Riem;, = ARiem,,

R =Rp N
Sec;(ﬂ) = Sec,(m) /A
Ric;‘ = Ric,
R (p) =R(p)/X, (5.14)

per ogni p € M, terna di vettori v, w, z € T,M e ogni 2—piano 7 C T, M.

Sinoti che il tensore di Ricci é inalterato dal riscalamento, mentre 1’operatore di
curvatura, la curvatura sezionale e la curvatura scalare si comportano “come ci
aspettiamo dalla curvatura” (pensando alle superfici in R?), cioe che quando si
dilata lo spazio la curvatura diminuisce. Invece, il tensore di Riemann, riscala
nel verso opposto, come la metrica.

Concludiamo questa sezione discutendo piu precisamente 1'interpretazione
geometrica della curvatura sezionale menzionata nell’introduzione a questo ca-
pitolo. Per ogni p € M, sappiamo dal capitolo precedente che esiste ¢ > 0 tale
che exp, : B.(O,) — M sia un diffeomorfismo sulla sua immagine. Proiettiamo
dunque con exp, la porzione di un 2-piano = C T),M data da 7 N B.(O,) e chia-
miamo S C M la superficie exp, (7 N B.(0,)), con la metrica indotta g5 = gs.
Vediamo che Sec, () coincide con Secﬁ (m), che e la curvatura “intrinseca” di S,
uguale alla meta della sua curvatura scalare R® in p, dunque dipendente solo
dalla metrica (indotta) di S. Scegliamo una base ortonormale B = {e;} di 7,,M
tale che m = (e4, e2) e consideriamo le coordinate normali centrate in p associate
a B. Allora, per costruzione, essendo 7 = 7,5, la coppia (2!, 2?) di tali coordina-
te sono delle coordinate normali centrate in p per S, dunque per la formula (5.6),
si hain p,

RS :1[ g5 _ gy _ 995y g5 ]
212791922021 022022 9xldx'  OxlOx?
B 02951 1 029131 1 529232
T 0220z 2022022 20z'0xt
1 82921 82911 a2922 52921
=3l - - * ]

0x20x! 022022 Oxlox!  Oxlox?
= R1212 s (515)

in quanto g7}, g5, g5, coincidono con g11, gi2, goo, rispettivamente. Essendo quin-
di anche ¢7¢% — (935)* = 11922 — (912)*> = 1 nel punto p, concludiamo che
Secﬁ(ﬂ) = Sec, ().
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Se allora abbiamo una qualunque immersione isometrica in R* di un intorno
di p in S (come abbiamo sottolineato nell'introduzione non sempre vi ¢ tale
immersione), vedremo nell’Osservazione 7.4.5 che vale

Rs(p) =2G,,

dove G, e la curvatura di Gauss della superficie immagine dell’'immersione loca-
le, che introdurremo nella Sezione 7.3. Dunque Sec,(7) = G,, (come definito da
Riemann).

5.5. Gli spazi R", S" e H"

Mostreremo nel Teorema 9.1.1 che le uniche varieta riemanniane n—dimensionali,
complete e semplicemente connesse, con curvatura sezionale costante uguale a
k € {0,1,—1} sono:

e R'sek =0,
e S"sek=1,
e H'sek = —1.

con le loro metriche canoniche (standard) definite nella Sezione 2.3. Vediamo in
questa sezione che effettivamente la loro curvatura e costante.

ESEMPIO 5.5.1 (Spazio euclideo). Riassumiamo tutto quello che sappiamo
sullo spazio euclideo (R", geye), in coordinate standard:

® Jona = 0;; dz’' @ da? = (dz')? + -+ - + (da™)?, dunque g;; = ¢ = by,

e la distanza riemanniana e data da d(z,y) = |z —y| e lo spazio metrico (R", d)
e completo,

e I'}; = 0 per ogni iy j, k, € {1,...,n} e ogni punto = € R",

e il trasporto parallelo di un vettore lungo un cammino ¢ la semplice trasla-
zione, in particolare I'olonomia di (R™, geuc) € banale,

e le geodetiche sono le rette, le semirette e i segmenti di retta e sono sempre
minimali tra qualunque loro due punti. Precisamente, la geodetica uscente
da z € R"” con velocita iniziale v € T,M ~ R"™ & data dalla curva t — z + tv
ed & definita per ogni ¢ € R,

e la mappa esponenziale & data da exp,(tv) = x + tv,

e il raggio di iniettivita di ogni punto, quindi di (R", geue), € uguale a +o00,

e Riem = 0, cioe (R, geue) ha curvatura costante nulla.

OSSERVAZIONE 5.5.2. Ovviamente, se la mappa 7 : R* — T" e un rivesti-
mento riemanniano di un toro piatto da parte di (R", geua), anche il tensore di
Riemann di T™ & nullo.

ESEMPIO 5.5.3 (Sfere). Consideriamo la sfera unitaria (S, gcan) con la sua me-
trica canonica, vista come la sottovarieta {x € R"*! : |z| = 1}. Le sfere di raggio
diverso da 1 si ottengono moltiplicando la metrica per un fattore positivo (si ve-
da I’Esempio 2.3.1). Abbiamo visto che in coordinate locali date dalle proiezioni



5.5. GLI SPAZI R", S™ E H" 155

stereografiche, per esempio dal polo Nord N = (0,...,0,1) € S*, la metrica gcan
si scrive
4
aB = 77 19 . 1o 5&
0 (a1
e abbiamo osservato che questo € un cambio conforme della metrica euclidea di
R™ (che e topologicamente omeomorfo alla sfera S™ privata di un punto—il polo
Nord in questo caso). Notiamo inoltre che S & uno spazio compatto e completo
con la distanza data dalla metrica riemanniana.
Nell’'Esempio 3.2.10 abbiamo calcolato i simboli di Christoffel della connes-
sione di Levi—-Civita in queste coordinate:

2
7, = —m(ﬁvag + 2R 0) — 2i0as) -

Le geodetiche di (S", gcan) sono archi di cerchi massimi (Esempio 4.1.8) e la
mappa esponenziale & definita su tutto 7'S”. Osserviamo che il raggio di iniet-
tivita in ogni punto p € S™ vale 7. Infatti, tutte le geodetiche pit1 lunghe di 7
superano il punto antipodale a p (cioé —p) e la mappa esponenziale su una palla
B,.(0,) € T,S" conr > 7 non ¢ iniettiva (si mostri per esercizio che exp, ristretta
alla palla B (O,) € invece un diffeomorfismo). Dunque inj(S") = 7.

Calcoliamo ora la curvatura di (S”, gcan). Poiché abbiamo 1’espressione sopra
dei simboli di Christoffel, potremmo procedere usando la formula (5.5) (lo si
faccia per esercizio), come faremo per lo spazio iperbolico nell’esempio che se-
gue, ma usiamo invece il fatto che (S", gean) € una sottovarieta di (R"™, geya),
con la metrica indotta e sfruttiamo invece la formula (3.9) per la sua derivata di
Levi—Civita.

Sia {e;} la base canonica di R"*!, dunque ¢y, . . ., e, & una base del tangente alla
sfera nel polo Nord N = (0,...,0,1) e

Ei(x) = e — (m, ey = ¢; — x'zPe; = ((5”C — xzxk) e
sono dei campi vettoriali su R""!, tangenti alla sfera, che estendono i vettori
e; € TyS". Calcoliamo allora, per i,j € {1,...,n}, nel punto N,

[€i,¢5] = (€, &j]gns
= [(5”C = xixk)ek, (5ﬂ - xjxl)el}
B (5 B xk)%(—:ﬂxl)el — (5” — xjxl)%(
= — (6% — 2'2") ((Sixl + 527 ) e + (67 — 272t) (2% + 62" ey

= —dYxMe,, — 276" e, + 22"t e, + 6 e,, + ' e, — 22' T’ 2" e,

—z'zMey,

— e _ .
=x'e; —1e;,
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che & zero, in quanto, poiché z = N = (0,...,0, 1), abbiamo x’ = 27 = (, essendo
i,j # n+ 1. Si ha poi, per la formula (3.9),

Ve = (VEE)

e; J €;

RnHL i soRMTIS T
(Vei e — '’V ej)

0 . . 0 ) T
_ o daem i85 2 (,G.m
_<8$i( z™e, + x'x axs(xx )em>

= [(—(ﬁxm — 6?2t (§a™ + 5;”xj))em}T
= (=0lx — 2de; + 22'a7x) T
= — .lejgi
per ogni z € S™ (abbiamo usato il fatto che in tali punti si ha =" = 0).
Dunque, nel punto N si ha V2'¢; = 0 per ognii,j € {1,...,n} e

ng Vgi €; = Vek (—xjei) = —05k€; — ZL’ngk €; —= 5jkei s
da cui
RN(eZ-, ek)ej = —6jkei + 5ji€k .
Segue che, nel punto NV, abbiamo
Ry (ei, ek, e;,€e) = 00k — 6jx0u

essendo {¢;} una base ortonormale di TxS", cioé Riemy = gy ® gy /2. Quindi
tutte le curvature sezionali dei piani in TyS" sono uguali a 1. Avendo S", per
ogni coppia di suoi punti un’isometria in se stessa che manda il primo punto nel
secondo, tutte le curvature sezionali di tutti i piani contenuti in ogni suo spazio
tangente sono uguali a 1 e S ha curvatura costante uguale a 1.

Si ha dunque R;ji = gikgji — 9agjk, cioe Riem = g ® g/2 e

R;j = (n—1)d;j ycioe Ric = (n — 1)g e R=nn-1).

OSSERVAZIONE 5.5.4. Considerando il rivestimento riemanniano a due fogli
7 : S* — RP", con le metriche canoniche su S" e RP" (Esempio 2.3.11), segue
che lo spazio proiettivo ha anch’esso curvatura costante 1.

ESEMPIO 5.5.5 (Spazio iperbolico). Nell’Esempio 2.3.2 abbiamo definito lo
spazio iperbolico (H", gcan) come il semispazio di R”,

H* = {(z',...,2") eR" : 2" > 0}

con la metrica
1 1 < i
Jean = Wgeucl— WZ: T Qar,
=1
che e chiaramente conforme a quella di R” ristretta al semispazio H". Come per
le sfere omotetiche a S”, le proprieta degli spazi (H, g°), omotetici a (H", gcan)
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(si veda I’Esempio 2.3.2), si ottengono usando le relazioni (5.14) (ricordiamo che
i simboli di Christoffel non cambiano per omotetia della metrica).

Nell’'Esempio 3.2.11 abbiamo calcolato i simboli di Christoffel della connes-
sione di Levi—Civita,

1 n n mn
Ll = —— (6795 + 070F — 0,8

osservando che se esattamente uno o tutti e tre gli indici ¢, j, k sono diversi da
n, si ha Ffj = 0. Nei restanti casi si ha

k
n _ O k0 o1
J xn xn xn

per ogni ¢, j # n.
Possiamo allora ricavare il tensore di curvatura per mezzo della formula (5.5)
e calcolare le curvature sezionali. Essendo g11g22 — g3p = 1/(2)?,

8F%1 ar%l n 72 n 72 n\2 n 12 n\2 n\4
Riz2 = (W T oxt + I 1%, — Ferln)/(‘r )7 =T115,/(x")" = —1/(2")
da cui Sec({(e1, e2)) = —1 in ogni punto di H". Quindi (H", g.,) ha curvatura

costante —1, in quanto € omogeneo e isotropo (Osservazione 2.3.3), dunque per
ogni punto y € H" e piano m € T, H" esiste un’isometria f : H* — H" tale che
f(z) = yedf.({er,e2)) = m, da cui Sec(r) = =1. Segue che Riju = —(gingji —
gig;k), cioé Riem = —g ® ¢/2 (per esercizio si provi tale uguaglianza ricavando
il tensore di curvatura, per mezzo della formula (5.5), dall’espressione sopra dei
simboli di Christoffel) e

-1
ZET)Q&U cioe Ric=—(n—1)g e R=-n(n-1).
La varieta riemanniana (H", g..,) € completa e lo studio delle geodetiche e
ben noto: fissiamo z € H" e una direzione v € T,H" ~ R". Vogliamo calcolare
la traiettoria della geodetica 7 uscente da x con velocita v. Abbiamo, per la
formula (4.2) e I'espressione dei simboli di Christoffel vista sopra,

§i=24m4i /4 peri=1,....n— 1
n ‘n n—1,/. n
A= ()2 = s (9)) /v

con ¥(0) =z e §(0) = v.

Dobbiamo distinguere due casi: se v & parallelo all’asse 2" allora si vede facil-
mente che la soluzione (unica) v deve soddisfare ' = z* peri = 1,...,n — 1
e

Rij:—

(5.16)

A= (2"

che ha la soluzione 7"(t) = 2"¢"*"/*". Dunque v & una semiretta parallela all’as-
se 2", definita su tutto R e v"(f) — 0 quando t — +00 0t — —o0 a seconda del
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segno del rapporto v™/x™.

Supponiamo adesso che v non sia parallelo all’asse z". Sia 7 il 2-piano affine di
R™ passante per z individuato dai vettori e, = (0,...,0,1) e v, proviamo che il
supporto di v & la semicirconferenza ottenuta intersecando con H" "unica cir-
conferenza contenuta in 7, passante per x tangente a v e che incontra 'iperpiano
z" = 0 formando un angolo retto (quest'ultima condizione significa che il centro
della circonferenza in questione appartiene all’iperpiano =" = 0).

FIGURA 5.2

Prima di procedere con la dimostrazione, osserviamo che la metrica gc,, € inva-
riante rispetto alle isometrie euclidee di R" che non modificano l'ultima com-
ponente. Di conseguenza non e restrittivo assumere x = (0,...,0,2") e v =
(v',0,...,0,0™). Poiché la “traiettoria” della geodetica v & invariante rispetto
alla lunghezza del vettore v, possiamo anche assumere v = (1,0,...,0, ), per
un certo A € R. Ci siamo dunque di fatto ridotti al caso del piano iperbolico di
coordinate (w, z) = (w,0, ...,0, z) soltanto. La semicirconferenza sopra e allora
data dai punti y € H" tali che y* = Operi € {2,...,n— 1} e

(y' = A2+ (") = (2")* (1 + \%).

Consideriamo la seguente curva () = (w(?),0,...,0,2(t)) che la descrive,
definita da

w(t) = Az — [(2™)2(1 + A2)]"? cos s(t)
2(t) = [(@™)?(1 + A)] 2 sin s()
dove s(t) = 2arctan e’ (che dunque soddisfa s'(t) = sin s(t)), per ogni ¢t € R,

scegliendo il valore ¢, tale che 4(0) = z. La curva 7 ¢ allora una geodetica
parametrizzata in lunghezza d’arco (rispetto alla metrica g..n), infatti le funzioni
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w, z : R — R verificano

20 = 2wz

23 = 2% —?
che sono le equazioni (5.16) delle geodetiche di H".
Osserviamo che, per costruzione, 7(0) = = mentre (0) = \/%7?), quindi ¥ € una
riparametrizzazione della geodetica v cercata. Vediamo infine che 7y & definita in
tutto R, di conseguenza lo e anche . Infatti, notiamo che z(¢) — 0 per t — oo,
dunque v tende all'iperpiano 2™ = 0 per t — *oo.

OSSERVAZIONE 5.5.6. Sinoti che in H" (cosi come in R") due geodetiche pos-
sono incontrarsi in un solo punto. Dunque, due geodetiche distinte uscenti da
uno stesso punto non si intersecano in altri punti. Inoltre, dall’analisi preceden-
te si vede facilmente che per ogni coppia di punti vi € sempre una geodetica
che li unisce che, per quanto detto, deve essere allora unica. Infine, si noti che
per un punto esterno a una geodetica completa (una “retta” iperbolica) passano
infinite altre geodetiche complete che non la intersecano, proprieta chiaramen-
te estremamente rilevante per la discussione sulle geometrie non euclidee (si
ricordi la nota storica nell’Esempio 2.3.2).

ESERCIZIO 5.5.7. Si mostri che nel modello del disco di Poincaré di H? (si
veda I'Esempio 2.3.2), le curve geodetiche sono i diametri oppure gli archi di
circonferenza che incontrano il bordo formando un angolo retto. Se ne deduca,
ricordando che la metrica € conforme a quella euclidea nel disco, che la somma
degli angoli di un triangolo (geodetico) nel piano iperbolico € sempre minore di
7. Si descrivano poi le geodetiche di H" nel modello analogo.
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FIGURA 5.3

ESERCIZIO 5.5.8. Si calcolino i vari tensori/operatori di curvatura e le curva-
ture sezionali dei prodotti riemanniani di spazi a curvatura costante.

5.6. Relazioni tra le curvature

Abbiamo visto che I'operatore di Riemann, il tensore di Riemann, I’operatore
di curvatura e le curvature sezionali in un punto p € M di una varieta rie-
manniana n-dimensionale (//, g) sono in corrispondenza biunivoca tra di loro.
Vediamo che cio non vale in generale per il tensore di Riemann con il tensore di
Ricci e la curvatura scalare. Un motivo euristico, come abbiamo visto nella Pro-
posizione 5.3.10, e che il tensore di Riemann Riem in un punto di una varieta rie-

. . . N . 2(p2—-1 .. .
manniana n—dimensionale (M, g) & determinato da 22— ooefficienti, mentre

12
Ric (che & una forma bilineare simmetrica) ¢ determinato da @
R da uno solo.

In dimensione n = 1, non vi & curvatura e tutti questi tensori sono nulli.

In dimensione n = 2, la curvatura scalare R determina completamente il ten-
sore di curvatura. Infatti per ogni p € M si ha Sec, = R, /2 (c¢ un unico piano
in T,,M, che e T},M stesso) dalla formula (5.13), di conseguenza

R

.. . R
Rijn = §(gikgjz — Giudjk) cioe Riem = Z(g O g)

poiché tale uguaglianza e soddisfatta dalle uniche componenti non nulle del
tensore di Riemann,

coefficienti e

R1212 = R2121 = _R2112 = _R1221 .
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Segue che # = R1d/2 e Ric = Ryg/2.

In dimensione n = 3, sia il tensore di Riemann che il tensore di Ricci hanno 6
componenti indipendenti, dunque si puo ipotizzare che Ric determini Riem. Sia
{e1, €2, €3} una base ortonormale di 7,,M, allora per 1’equazione (5.12), abbiamo

R,(e1,e1) =Sec,((e1,e2)) + Sec,({e1, e3))
R, (ea,e3) =Sec,({ea, e3)) + Sec,((ez2, 1))
R, (es,e3) =Sec,((es,e1)) + Sec,({es, e2)),
quindi
2Sec,({e1,e2)) = R,(e1,e1) + Ry(e2, €2) — Ry(es3, e3)
2Secy((e2, e3)) = Ry(ea, e2) + Ry(es, e3) — Ry(er, er)
2Sec,((es,e1)) = R,(es,e3) + Ry(e1, e1)— Ry(ea, e2).

Segue allora che se n = 3, conoscendo il tensore di Ricci in p € M, possiamo
calcolare le curvature sezionali di ogni piano in 7,,M, quindi Riem,, € univoca-
mente determinato. Invece, la curvatura scalare R(p) non determina il tensore
di Ricci (dunque nemmeno Riemy), si veda I’'Esempio 5.8.10.

Se n = 4 il tensore di Ricci ha 10 componenti indipendenti mentre il tensore
di Riemann 20 e la differenza aumenta all’aumentare della dimensione (Esem-
pio 5.8.11). Pertanto, in generale, il tensore di Ricci non determina il tensore di
Riemann, se n > 4.

Il tensore di Riemann in termini del tensore di Ricci (e della curvatura scalare
che ne ¢ la traccia) in dimensione n = 3 & descritto esplicitamente dalla seguente
formula

. R . R
Riem = 137 O g+ (Puc — §g> Dg. (5.17)

Inoltre, questa “decomposizione” € ortogonale, nel senso che i tensori di curva-
tura algebrici % g ® g e (Ric—Rg/3) ® g sono ortogonali rispetto all’estensione
della metrica a T} M, di cui lo spazio dei tensori di curvatura algebrici su TM &
un sottospazio vettoriale delle sue sezioni. Una conseguenza ¢ che

R? R 2 R? R \ |2
. 2 v 2 . _ v o _ - 12 P2
|Riem)| —144|g®g| —l-)(RlC 3g> @g’ 3 +4‘<R1C 3g>‘ 4|Ric|” — R
per le formule dell’Esercizio 5.3.6 e il fatto che il tensore Ric — Rg/3 ha traccia
nulla.

Un modo di dimostrare la formula (5.17) & quello di considerare il tensore di
curvatura algebrico

R . R
P—Eg®g+<R1c—§g>®g

e di vedere che Pic = Ric, dove Pic & I'analogo per P del tensore di Ricci,
cioe in coordinate Py, = ¢/'Pj e P = ¢* Py = ¢"*¢"' P & I'analogo della
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curvatura scalare per P. Poiché Pic determina unicamente P in dimensione 3
(analogamente a Ric con Riem), possiamo concludere che P = Riem.

ESERCIZIO 5.6.1. Simostri che per ogni forma bilineare simmetrica % e tensore
di curvatura algebrico P su 7,M, si ha

da cui
9(g ® g, P) =4P.

In dimensione n > 4, la naturale analoga n—dimensionale della formula (5.17)

Ri R ogt 2 (Ri B )o

lem = —— — (Ric — —
2n(n—1)g - n?) =Y

non vale in generale (altrimenti, il tensore di Ricci determinerebbe univocamen-

te il tensore di Riemann). Vi e infatti un termine (tensore) ulteriore, detto tensore

di Weyl (da Hermann Weyl [220]), denotato con Weyl:

R 1 R
om = —— — (Ric - = Wevl . 1
Riem 2n(n — 1) 909+ n—2 (RIC ng> g+ Wey (5-18)

Definendo il tensore a traccia nulla Ric = Ric — Rg/n, chiamato tensore di Ricci

trace—free (si noti che in dimensione n = 2 si ha Ric = 0), questa formula si puo
scrivere come
: R IV o
Riem = ———— ¢ ® g+ ——=Ric ® g + Weyl. (5.19)
2n(n — 1) n—2

Si vede facilmente che il tensore di Weyl e un tensore di curvatura algebrico
(dunque ha le stesse simmetrie del tensore di Riemann) ed ha la proprieta che
ogni sua traccia € nulla, cioé e completamente trace—free. Si noti dunque (si faccia
riferimento alle formule dell’Esercizio 5.3.6) che allora la traccia “totale” del
primo addendo, ciog tr (it 1,3(%(5_1) g®g)),enullainun puntop € M se e solo
se R, = 0, la traccia sul primo e terzo indice del secondo addendo ¢ nulla in

p € M se e solo se Roicp ¢ nullo, mentre la sua traccia “totale” ¢ sempre zero.
Infine, ogni traccia del terzo & nulla.

Per mostrare che tutte le tracce del tensore di Weyl sono nulle, basta ovviamente
controllare che ¢/'W,;;; = 0. Abbiamo

) ) R 1 °
W,y = JZ(Ri. - i — —— (Ri i )
g kil — g Gkl 2n(n —1) (Q@Q)ﬂd n—2( 1C@9)Jkl
= Rij, — Rgik/n - Rzk
=0,
dove abbiamo usato la formula

7' (g ® h)ijr = (n — 2)hiy + girtr b
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dell’Esercizio 5.3.6.
La decomposizione del tensore di Riemann espressa nella formula (5.19) e inol-
tre ortogonale (come in dimensione n = 3), infatti

9(9 ® g, Ric © g) = 8(n — 1) tr Ric = 0
9(g ® g, Weyl) = 4¢"'g" Wijy = 0
g(Ric ® g, Weyl) = 4" Wijq Rinsg™g"* = 0
dove abbiamo utilizzato le formule degli Esercizi 5.3.6 e 5.6.1 e la proprieta di
Weyl di essere completamente trace—free. Una conseguenza é la formula
|Riem|* = :

2 ¥ 2 2
—4n2(n_1)2\g®g\ + 5 IRic ®g|” + [Weyl|

1
(n—2)
2 Rz R+ [Wel?.
n(n—1) n—2

Se nella formula (5.18) “raccogliamo” il termine R g ® g, otteniamo un’altra
decomposizione ortogonale del tensore di Riemann,

1 R
Riem 5 <R1C 20— 1)g> O g + Wey (5.20)

Il tensore )

R
n—2 2(n — 1)9)
e detto tensore di Schouten (in dimensione n = 2, per convenzione lo poniamo
uguale a zero), dunque

S = <Ric -

Riem =S ® g + Weyl.

OSSERVAZIONE 5.6.2. Dalla formula (5.18) segue anche la seguente decom-
posizione (non ortogonale) di Riem

Ri R

o T =) 79T
OSSERVAZIONE 5.6.3. La formula (5.18) vale anche se n = 3, poiché non vi
sono tensori di curvatura algebrici completamente trace—free, se n = 3. Infatti,
ogni ipotetica componente non nulla P,j;; di un tale tensore in una base ortonor-
male deve avere due (e non tre) indici uguali, poiché gli indici possono variare
soloin {1, 2,3}, che dunque non possono stare entrambi nella prima o seconda

coppia. Consideriamo allora P25 € P93, abbiamo

Ric ® g + Weyl. (5.21)

n—2

Pio1g = — Pi313 = Pagos = —Po1o1 = —Pi212 = 0
Pio13 = — Pagoz — P33 = 0

dove abbiamo usato la proprieta trace—free e le simmetrie di P. Sempre per tali
simmetrie, concludiamo che P;j;; = 0 per ogni ¢,7,k,l € {1,2,3}. Quindi la
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formula (5.17) puo essere vista come un caso particolare della formula (5.18),
dicendo che in dimensione minore di 4 il tensore di Weyl e sempre nullo.

ESERCIZ1O 5.6.4. Si scriva la norma al quadrato di Ricedi S.
Usando le formule degli Esercizi 5.3.6 e 5.6.1, si scriva la norma al quadrato
del tensore di Riemann in termini della norma al quadrato di Ric, Weyl e di R?,
oppure di S e Weyl.

ESERCIZIO 5.6.5. In dimensione n = 3, si esprimano R? e le norme al quadrato
di Z, Riem, Ric, Ric e S in termini degli autovalori del tensore di Ricci.

ESERCIZIO 5.6.6. Si scrivano il tensore di Ricci trace—free, il tensore di Schou-
ten e il tensore di Weyl della varieta prodotto (A/ x N,g x h) di due varieta
riemanniane (M, g) e (N, h).

ESERCIZIO 5.6.7. Usando la formula (5.18), si mostri che data una base orto-
normale {e;} di 7,M, la base {e; A e;} di AT, M diagonalizza la forma bilineare
simmetrica R,, nella Definizione 5.3.11, se e solo se tale base diagonalizza le for-
me analogamente associate al tensore di Weyl e a Ric ® ¢. Si osservi che se {e; } &
una base ortonormale di 7),M che diagonalizza una forma bilineare simmetrica
h di T, M, con autovalori ); (rispetto all’endomorfismo lineare autoaggiunto di
T,M relativo a g,), allora la base {e; A ¢;} di A>T, M diagonalizza la forma bi-
lineare simmetrica analogamente associata a h @ g, con autovalori (\; + \;)/2
(rispetto all’endomorfismo lineare autoaggiunto di A*T, M relativo a g,), rispet-
tivamente. Si concluda che allora se una varieta ()/, g) ha tensore di Weyl nullo,
ha operatore di curvatura puro (si veda la Sezione 5.3). Cio fornisce una di-
mostrazione alternativa del fatto che ogni varieta di dimensione n = 3 ha tale
proprieta, in quanto W = 0 (si veda la discussione immediatamente seguente
I’Osservazione 5.3.13).

Tutta la precedente discussione e in particolare, la decomposizione data dalla
formula (5.19) (o (5.18)) vale in realta, con gli stessi argomenti, per ogni tensore
di curvatura algebrico. Dato un tensore di curvatura algebrico P su T,M sia
Pic 1’analogo per P del tensore di Ricci, cioé in coordinate P, = gijijkl eP =
g* Py = g™ ¢ Pz, 'analogo della curvatura scalare per P. Abbiamo visto nella

n2

Proposizione 5.3.10 che P & determinato da w coefficienti, mentre Pic, che
(n+1)

¢ una forma bilineare simmetrica, & determinata da ”T coefficienti e P da uno
solo. Si ha dunque la seguente decomposizione ortogonale di C,(M).

TEOREMA 5.6.8. Sia (M, g) una varieta riemanniana di dimensione n > 2 e sia
S¢ M, lo spazio delle forme bilineari simmetriche su T,M a traccia nulla. Allora vale la
seguente decomposizione ortogonale dello spazio dei tensori di curvatura algebrici in p,

CP(M) = <9p @) 9p> o SgMp D gp o Wy
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dove W, C C,(M) e lo spazio dei tensori di curvatura algebrici su T, M tali che ogni
traccia é nulla, detto spazio dei tensori di Weyl.
Per ogni P € C,(M), si ha la seguente somma di tensori mutualmente ortogonali,

P gOb g+ Poic@ngW,

:2n(n—1) n—2

dove Pic é la forma bilineare simmetrica tr L3P la cui traccia (che é la traccia “totale”

di P) é P e di cui la versione trace—free é Pic = Pic — Pg,/n, infine W é un tensore di
curvatura algebrico con ogni traccia nulla.

OSSERVAZIONE 5.6.9. Se n = 1 lo spazio C,(M) ha dimensione zero, se n = 2
lo spazio C,(M) ha dimensione uno,

Cp(M) = (g, © gp)

P
pP=-
4g®97

per ogni P € C,(M).

ESERCIZIO 5.6.10. Si consideri la mappa lineare ¥, : S;M — C,(M) dallo
spazio delle forme bilineari simmetriche allo spazio dei tensori di curvatura
algebrici su 7,M, data da h — ¥ ,(h) = h @® g. Si mostri che U, & iniettiva per
n > 2 e si noti che la prima formula dell’Esercizio 5.6.1 esprime il fatto che la
contrazione di Ricci ¢y : Cp(M) — S?M, definita da c,(P):, = ¢’ Piju @ I'aggiunta
(o trasposta) di ¥ diviso 4.

OSSERVAZIONE 5.6.11. Per il Lemma 5.3.9 e 'esercizio precedente si ha allora,
SHNT,M) =AM & (g, ® gp) D SZM, © g, & W,
:A?)M e ‘I'g<<9p>) ot ‘I’g(SgMp> ot Wy
~AM&T RO S§M, & W,,
Cp(M) =R @ S§M, & W,.

Si pud mostrare che questa decomposizione (del Teorema 5.6.8) e irriducibile
rispetto all’azione di SO(n, g,), si veda [92, Sezione 3.K], per approfondire.

Legate alla decomposizione ortogonale (5.19) del tensore di Riemann, abbia-
mo le seguenti famiglie di varieta riemanniane.

e Sedim(M) > 3e Ric — 0, il tensore di Ricci e proporzionale alla metrica in
ogni punto e si dice che (M, g) € una varieta di Einstein. Vedremo inoltre nel
Teorema 5.7.8, che la costante di proporzionalita e indipendente dal punto e
nell’Osservazione 5.7.9, che se dim (M) = 3, le varieta di Einstein coincidono
con le varieta a curvatura costante.
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e Se dim(M) > 4 e Weyl = 0 in ogni punto, mostreremo nella Sezione 9.2 che
(M, g) & localmente conformalmente flat (LCF), cioé per ogni punto di M esiste
un intorno e un cambio conforme della metrica g tale che la varieta risultante
sia flat (piatta) in tale intorno. Vedremo che vale anche il viceversa, cioe se
(M, g) e LCE, allora Weyl = 0.

e Se dim(M) > 4, Ric = 0 e Weyl = 0, la varieta (M, g) ha curvatura sezionale
costante in ogni punto. Cio implica che la varieta (1, g) € a curvatura co-
stante (Teorema 5.7.6) e localmente isometrica a R”, S” o H", eventualmente
riscalandone la metrica (Proposizione 9.1.3).

Ovviamente, ogni varieta a curvatura costante e di Einstein e ha Weyl = 0.
Inoltre, si puo vedere direttamente che S” e H" (e ovviamente R") con le loro
metriche canoniche o riscalamenti di queste, sono LCE, per 1'espressione locale
esplicita di tali metriche, conforme a quella di R” (Esempi 2.3.1 e 2.3.2).

ESERCIZIO 5.6.12. Il prodotto di due varieta LCF (o con Weyl = 0) € ancora
una varieta LCF (o con Weyl = 0)? E il prodotto di due varieta di Einstein &
ancora una varieta di Einstein? Sotto quali condizioni?

Concludiamo questa sezione discutendo il concetto di segno della curvatu-
ra. E chiaro cosa significa che una varieta (1/, g) ha curvatura scalare positi-
va/negativa o tensore di Ricci definito o semidefinito positivo/negativo, men-
tre per il tensore di Riemann abbiamo due possibilita di parlare del suo “segno”:
possiamo richiedere che tutte le curvature sezionali abbiano lo stesso segno op-
pure la positivita/negativita della forma bilineare R associata all’operatore di
curvatura Z. Si ha (puntualmente), per ogni X,Y € I'(T'M),

R20=g(Z(XNY),XANY)>20<=Sec>20=Ric20=R=>0

(analogamente per le curvature negative o se le disuguaglianze sono strette), la
prima freccia e 1'equivalenza seguente seguono dalla definizione di curvatura
sezionale 5.4.1, la terza freccia dalla formula (5.12) e I'ultima dal fatto che la cur-
vatura scalare ¢ la traccia del tensore di Ricci (quindi la somma degli autovalori
nonnegativi dell’endomorfismo associato).

Se n > 4, nessuna di queste frecce e reversibile, si vedano gli esempi nella
Sezione 5.8. Se n = 2 sono invece tutte equivalenti, per la discussione preceden-
te sulla curvatura in dimensione due. Se n = 3, vi sono varieta con curvatura
scalare positiva ma con tensore di Ricci con degli autovalori negativi (mostre-
remo un esempio nel prossimo capitolo) mentre, sebbene la prima freccia sia
un’equivalenza in quanto in dimensione tre ogni 2—vettore alternante (o forma)
e semplice (Osservazione 5.3.13), la condizione Ric > 0 non implica che tutte le
curvature sezionali siano maggiori o uguali a zero (Esempio 5.8.14).

DEFINIZIONE 5.6.13. Diciamo che una varieta riemanniana ha curvatura po-
sitiva (nonnegativa, negativa, nonpositiva) se tutte le sue curvature sezionali in
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ogni punto sono positive (maggiori o uguali a zero, negative, minori o uguali a
Z€ero).

5.7. La seconda identita di Bianchi
PROPOSIZIONE 5.7.1 (Seconda identita di Bianchi). Vale la seguente identita:
VxRY,ZW,T)+VyR(Z,X,W,T)+VzR(X,Y,W,T) =0,
perogni XY, Z W,T € T'(T'M).
In coordinate locali si ha
ViRjkim + VjRiitm + Vi Rijim = 0. (5.22)

DIMOSTRAZIONE. Scriviamo il tensore di Riemann in coordinate normali
centratein p € M:

ary,  or?
Risim = (G0 = g+ ThlL, = TUTY, ) g
Allora, nel punto p si ha
ViRjjim = IR;jim A 82F?} _ 82FZ}
iAliklm —

oxt  Ozidxk  Oxidxri’
essendo tutti i simboli di Christoffel nulli in p e g;; I'identita. Sommiamo i tre
addendi

ViRjkim~+ Vi Riitm + Vi Rijim
_ oy oy | 9y 0Ty N oy Iy
Oxridxk  Ox'0xy  Ox70x* Oxk0xd  Oxkdxi  OxkOx!
=0,

da cui la tesi. ]

OSSERVAZIONE 5.7.2. Per motivi evidenti la prima identita di Bianchi (5.8)
e talvolta detta “identita di bianchi algebrica”, mentre la seconda, “identita di
Bianchi differenziale”.

OSSERVAZIONE 5.7.3. Si noti che per ogni campo vettoriale X, il tensore V x Riem
& un tensore di curvatura algebrico e lo stesso vale per V% | Riem, per ogni
famiglia di campi vettoriali X1,...,X;. Analogamente, V% | VRiem & un
tensore di tipo (0, 5) tale che sommandone il valore sulle permutazioni pari delle
sue prime tre variabili, si ottiene zero.

ESERCIZI05.7.4. Simostri che la seconda identita di Bianchi vale anche sei tre
indici di VRiem su cui si permuta sono quello relativo alla derivata covariante e
i due della seconda coppia. Si mostri invece che il seguente tensore di tipo (0, 5),
definito in coordinate locali da

Tijkim = ViRjpim + VjRigim + ViRikjm
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e simmetrico negli indici k£, m ma non e necessariamente nullo.

Sono di grande importanza anche le versioni “contratte” della seconda iden-
tita di Bianchi.

Contraendo l'identita in coordinate (5.22) con g*, otteniamo

0 = " (ViRjkim + V; Riitm + ViRijim) = 6" Vi Rijim — ViRjm + V; Rim
cioe (per le simmetrie del tensore di Riemann)
9"V iRimis = ViRjm — V;Rin (5.23)

che, per la definizione di divergenza, possiamo scrivere come

div Riemmij = VlR]m - v]Rzm :

Dunque, nel caso in cui div Riem = 0 si ha
ViRjm = V; Ripn |

cioe il tensore VRic & simmetrico.
Contraendo ulteriormente I'equazione (5.23) con ¢"", otteniamo

_gklkalj — gimgklkalmij > gzmszjm . glmijzm
cioe (poiché il tensore di Ricci € simmetrico)
2gklkalj | § VJR

Si ha dunque la seguente identita, detta lemma di Schur,

2div Ric = dR (5.24)
che puo essere scritta equivalentemente nella forma
i R : . R
\Y (Rij N Egz‘j) =0 oppure div <R1C - 59) =0.
Il tensore I¥ che appare nell’equazione precedente
. R R
E:RIC—EQ, Eij:Rij_Egiju

e detto tensore di Einstein.

Si puo dimostrare che E & 1'unico tensore a divergenza nulla che puo essere
“ottenuto” dalla metrica e dalla curvatura (dalle derivate prima e seconda del
tensore metrico in coordinate) e gioca un ruolo centrale nelle equazioni di Einstein
per il campo gravitazionale (si veda [214]).

OSSERVAZIONE 5.7.5. Uno dei motivi dell'importanza del tensore di Einstein
E = Ric—Rg/2 (in particolare in relativita) ¢ il fatto che & I'equazione di Eulero—
Lagrange del funzionale di azione di Einstein—-Hilbert su una varieta differenziabile
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compatta M (detto anche curvatura scalare totale),

S(g ) = / Rg d:ug
M
dove R, e la curvatura scalare di (), g) e ;14 la sua misura canonica, associate a
una metrica g. Precisamente, si ha
d y
0Sg(h) = —S(g+eh)| = —/ 9(Eg, h) dpg = —/ ES hij dptg
de M M

per ogni tensore simmetrico i di tipo (0,2) su M (si vedano [31, Capitolo 4]
e [52, Sezione 2.2]).

e=0

TEOREMA 5.7.6. Sia (M, g) una varietd riemanniana connessa, di dimensionen > 3
e con curvatura sezionale costante K, per ogni p € M. Allora (M, g) ha curvatura
costante (cioe la funzione p — K, é costante su M).

DIMOSTRAZIONE. Per il Corollario 5.4.9, abbiamo R;jx; =K (gikg;1— gugjx) In
coordinate locali, da cui seguono R;; = (n—1)Kg;; e R = n(n—1)K. Applicando
il lemma di Schur (5.24), otteniamo

. i OK 0K 0K
0=2¢"V,R; — VIR =2(n—1)g"g; i n(n—1) Il = —(n—1)(n— 2)% :
Dunque, la funzione p — K, & costante, poiché n > 3el € {1,...,n}. O

DEFINIZIONE 5.7.7. Una varieta riemanniana (1, g) di dimensione n > 3 si
dice una varieta di Einstein se il suo tensore di Ricci € un multiplo della metrica,
cioe Ric = \g, per A € C>°(M).

Sinoti che cio e equivalente a richiedere che il tensore di Ricci trace—free, o il
tensore di Schouten, o quello di Einstein siano proporzionali alla metrica.

TEOREMA 5.7.8. Sia (M, g) una varieta di Einstein connessa con Ric = \g, allora
A é costante. In particolare, la sua curvatura scalare é costante.

DIMOSTRAZIONE. Per la definizione di varieta di Einstein, vale R;; = Ag;;
per qualche A € C*°(M). Prendendo la traccia di questa equazione si ha R =
An, da cui A = R/n. Applicando dunque il lemma di Schur (5.24) come nella
dimostrazione del Teorema 5.7.6, poiché n > 3, otteniamo che la funzione p —
A(p) € costante. O

Dunque, le varieta di Einstein con Ric = \g, vengono dette di costante .
Talvolta, quelle di costante nulla si dicono Ricci—flat (o Ricci—piatte).

OSSERVAZIONE 5.7.9. Se n = 3 e in un punto p € M si ha Ric, = Ag,, allora,

per la formula (5.17), abbiamo Riem,, = % gp O gp, dunque la varieta (M, g) ha
curvatura sezionale costante in p, uguale a R(p)/6. Segue dunque dal teorema
precedente che in dimensione n = 3 le varieta di Einstein coincidono con le

varieta a curvatura costante.
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ESERCIZIO 5.7.10. Si mostri che se n = 2 si ha Ric = S = 0 e che se n > 3eil
tensore di Einstein e nullo, si ha Ric = 0, dunque ()M, g) &€ una varieta di Einstein
con costante zero (lo stesso vale se il tensore di Schouten e nullo).

DEFINIZIONE 5.7.11. Sia (M, ¢g) una varieta riemanniana e S il suo tensore di
Schouten. Definiamo il tensore di Cotton (talvolta detto anche di Cotton—York)
come

1

Cipe = VS = VS = — (ViR — V; R —

—5 (ViRgj1, = VjRg,»k)> a

1
2(n—1)

per n > 3. Come si vede, il tensore di Cotton “misura” la non-simmetria del
tensore VS (che & simmetrico negli indici secondo/terzo).

DEFINIZIONE 5.7.12. Un tensore simmetrico B di tipo (0,2) su (M, g) si di-
ce di Codazzi se il tensore VB & simmetrico (vedremo il motivo di tale nome
nell’Osservazione 7.4.12), cioe se

V:Bj, = VB
per ogni terna di indici ¢, j, k.
Segue dunque che se B e un tensore di Codazzi, si ha
divB = VtrB.

OSSERVAZIONE 5.7.13. 1l tensore di Cotton C é zero se e solo se il tensore di
Schouten S & un tensore di Codazzi.

ESERCIZIO 5.7.14.-Si mostri per un generico tensore simmetrico h di tipo (0, 2)
su (M, g), il tensore di curvatura algebrico h ® h non soddisfa necessariamente
la seconda identita di Bianchi (e analogamente i ® g). Si provi che invece tale
identita e soddisfatta se h € un tensore di Codazzi (lo stesso per h ® g).

OSSERVAZIONE 5.7.15. Possiamo decomporre ogni tensore E di tipo (0, 3) su
(M, g), di dimensione n > 2, considerandone le tracce, come per le 2-forme
nell’Osservazione 2.5.6. Scrivendo

Eiji = o951 + Bigie + ve9ij + Fiji »

con
o = (TL + 1)g£mEi€m - gemEﬁim - gémEZmi
! (n+2)(n—1)
6' _ (TL + 1)g£mE€jm - gemEjﬁm - meEﬁmj
J (n+2)(n—1)

(n + 1)gsz€mkz - gszkﬂm - gemEEkm
(n+2)(n—1)

Yk =
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(si noti che sono termini che si ottengono dalle tracce di £), si ha che il tensore
F' e completamente trace—free (ogni sua traccia € nulla) ed & ortogonale agli altri

tre della decomposizione.
Segue che

|E* 2 |ougjn+Bigi+79ii” = nla>+n|81>+nlv[*+29(a, B)+2g(cr, v) +29(8,7) -

Applicando questo argomento al tensore £ = VRic e tenendo presente il lemma

di Schur (5.24), si ottiene (si veda [113, Lemma 11.6])

, nV,;R (n—2)V,;R (n —2)ViR
Vil = e = DY T 3 = % T 2+ 2y — 1y % Tk
da cui
- nV,;R (n—2)V,;R (n —2)ViR 2
VRl > | om0 2 s 2 - % 32— D)%
7n —19n? 4+ 16n +4 9
VR
2(n+ 2)%(n —1)? IVRI,
che migliora la disuguaglianza standard per ogni 3—forma F,
tr B|?
B > BL (5.25)
n

per ogni n > 2, che in questo caso sarebbe

2
|VRic|? > @ .

Nel caso £ sia simmetrico nelle ultime due componenti, si ha 3, =

(e 1,...,n, mentre se F € simmetrico,

Eijk = Nigjx + Njgir + Aegij + Fiji
con
(n + 1)g£mEz€m — gemEﬂim — gngémi

A= (n+2)(n— 1)

e tracciando
tr EZ = gjkEZ‘jk = (TL + 2)/\1 .

Dunque

|E)? = (3n + 6)|A]* + | F]| e tr B|* = (n + 2)?|\]?

da cui la disuguaglianza
3n+6 tr B =

E|? > 6)|\|? =
B> (3n+ 6 = Tl

tr B|?
Sl B,

Ye, PEr ogni
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che & chiaramente pit forte della disuguaglianza standard (5.25).
Se B e un tensore di Codazzi, si ha che VB e simmetrico, dunque

3
n

Un tensore simmetrico i di tipo (0, 2) su (M, g) si dice armonico se & di Codazzi
e ha divergenza nulla. E facile vedere che cid & equivalente a essere di Codazzi
e con traccia costante.

Per la seconda identita di Bianchi contratta V'R;;x, = Vi R;; — V, Ry, si ha che
il tensore di Ricci e un tensore di Codazzi se e solo se il tensore di Riemann ha
divergenza nulla. In tal caso, per il lemma di Schur (5.24), si ha che la curvatura
scalare e costante, dunque il tensore di Ricci & armonico se e solo se div Riem =
0. Una varieta (M, g) con divRiem = 0 si dice che ha curvatura armonica (o
tensore di Riemann armonico). Chiaramente, se VRiem = 0 il tensore di Riemann
€ armonico (essendo parallelo), ma vi sono varieta con curvatura armonica e
VRiem non nullo (si vedano [59, 71]).

ESERCIZIO 5.7.16. Simostri per ogni tensore simmetrico A di tipo (0, 2) su una
varieta di dimensione n € N, si ha

div (g D h)jkl = Vz(g D h)ijkl = gﬂdivhk + thjl — gjkdivhl — vlhjk .

Ovviamente, div (g ® g) = 0.

ESERCIZ105.7.17. Si mostri che se (M, g) ha curvatura armonica, allora VR =

0, il tensore di Ricci trace—free Ric e il tensore di Schouten S sono di Codazzi
(quindi il tensore di Cotton C & nullo). Infine, si mostri che div Weyl = 0.

Una varieta (1, g) con div Weyl = 0 si dice che ha tensore di Weyl armonico.
PROPOSIZIONE 5.7.18. Sen > 4, allora

div Weyl;, = (n — 3) Cy; -

Dungque, se n > 4, una varieta riemanniana ha tensore di Weyl armonico se e solo se il
suo tensore di Cotton e nullo.
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DIMOSTRAZIONE. Usando le formule (5.21), (5.23) e (5.24), calcoliamo

V'R

V'Wijn =ViRi; — Vi Ry; +

= ! 3y (021 liv Rici + ViR — gy div Riey — ViRy)
-(1- ! ) (Vikiy; = ViRy)
n—2
+ [ ! — (ViRgji — ViRgr;)
(n—1)(n-2) 2(n-2) ! !
=(n —3) (ViSi; — ViSk;j)
=(n—3)Cryj,
che & quanto volevamo dimostrare. O

Abbiamo detto nella sezione precedente che in dimensione n > 4, una varieta
(M, g) e LCF se e solo se il suo tensore di Weyl e nullo. In dimensione n = 3,
dove il tensore di Weyl & sempre nullo, (M, g) € LCF se e solo se il suo tensore di
Cotton e nullo. In dimensione n = 2 invece, ogni superficie € LCF. Dimostreremo
questi fatti nella Sezione 9.2.

OSSERVAZIONE 5.7.19. Facendo riferimento all’Osservazione 5.7.5, un altro
interessante funzionale dipendente dalla metrica g su una varieta differenziabi-
le M (di dimensione n > 4) e il funzionale di Wey!

W(g) = / |Weyl|? dpg -
M

Si puo mostrare che in dimensione n = 4,

W, (h) = = /M o(B, h) dp, |

per ogni (0, 2)-tensore simmetrico £ (si veda [31, Capitolo 4]), dove il tensore B
che rappresenta I'equazione di Eulero-Lagrange di W si dice tensore di Bach ed
e definito, in ogni dimensione n > 4, da

1 1
B, = mvkvlmkﬂ + mRleik]‘l

1 1
=0 (g Vi + 5
(si noti che B e un tensore nelle derivate covarianti seconde della curvatura,
quindi in coordinate si esprime in derivate fino alla quarta della metrica).
Si puo chiaramente scrivere il primo termine di B come una “doppia divergen-
za” del tensore di Weyl, dunque per la Proposizione 5.7.18 abbiamo la seguen-
te espressione del tensore di Bach in termini del tensore di Cotton (della sua

RleVimjs> (526)
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divergenza)
1 1
Bi; = Vkaij + mRleVikjl = gkaka;ij + mglsgkaklmmjs . (5.27)

Questa espressione suggerisce come definire il tensore di Bach anche in dimen-
sione n = 3 (a differenza delle precedenti che per n = 3 sono indeterminate),
poniamo dunque B;; = V*Cy,;; se n = 3, cioe B = div C.

ESERCIZIO 5.7.20. Si mostri che il tensore di Bach ¢ simmetrico, a traccia nulla
e che
~ j n—4 ik ik

dunque, in dimensione n = 4, si ha div B = 0. Si calcoli poi div div B.

5.8. Esempi

ESEMPIO 5.8.1 (Metriche conformi). Consideriamo una varieta riemanniana
(M, g) e un cambio conforme della sua metrica. Per comodita nei conti che se-
guono, si preferisce usualmente descrivere una metrica g conforme a g come
g = €??g, per una funzione ¢ € C*°(M). Si noti che dunque g = e=2¢¢".
Vediamo, nella seguente proposizione, come le quantita geometriche di g si
esprimono in termini di quelle di g e delle derivate di ¢ (rispetto alla connessio-
ne di Levi—Civita V di g).

PROPOSIZIONE 5.8.2. Siano (M, g) una varieta riemannianae o € C*°(M). Allora
la metrica conforme g = e*g ha:

(1) Connessione di Levi—Civita
VxY = VxY +do(X)Y +dp(Y) X — g(X,Y)Ve
(2) Tensore di Riemann

Riem = €2* {Riem — [V —dp@dp+ |Vel|*g/2] ® g}

(3) Tensore di Ricci
Ric = Ric — (n = 2)(VZp — dp @ dp) — (Ap + (n — 2)|Ve[*)g

(4) Curvatura scalare
R=e% [R—2(n—1)Ap — (n—2)(n—1)|Vy|*]

(5) Tensore di Weyl
V’V\eyl = % Weyl

dove Vo, V|, V¢ e Ay sono rispettivamente il gradiente, la sua norma, I’hessiano
e il laplaciano di  rispetto alla metrica g.
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DIMOSTRAZIONE. Per la formula (3.8) e g = e~2¢¢%, i simboli di Christoffel
di g soddisfano
k O0p

L O

dp Op
k k kl
F + (5 %gij y

fwk
J @J}Z

da cui otteniamo immediatamente la formula per la connessione di Levi-Civita
di (M, g). Segue allora che il tensore di Riemann ¢ dato da

Riem = ¢%*(Riem — A ® g)

con
A=V —dp@do+|Vy|’g/2.

Infatti, in un sistema di coordinate normali di (M, g) rispetto a un generico
punto p € M, per la Proposizione 4.2.7, in tale punto si hanno le seguenti
uguaglianze:

Oy x Op Op
=9 ox’ L O T Oxk
oLy, _ oy, N Py L Po 9P dp 00 0g . Py
ori ~ ow % gwion T griost  ow o 02 O I
_ory 0 . 0% %
= o gm0 gmar % amior
Di conseguenza, sempre nel punto p € M, si ha
or af‘:k 8f*7fk pmpr i
Rz]k i - asz +Fikrjm _ F]krzm
_ O, o O Pop OGPy *p
o i oniar  O*gmor ~ am  Yowort T %o
m 09 o, 0p Op N\ (o Op . 0p Dy
+ ((5]“ ox? +0; Oxk ik 8atm> <5m oxJ I Hgm Jm 8:17’")
m 0P o, 0p 0o\ (o Op .. Op dp
0 57 + 5 5r — ) (s + g — Oimgyr)
Rzyk + 5:vjk30 + 5jkvir¢ - 6ikvjr90 - 5;vzkgp
» Op Op dp O . 5
0 o ok i g~ w0V
» Op Op dp Op o2
57 gt O g g OO Vel
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quindi concludiamo (in un generico sistema di coordinate), per ogni p € M,

Riju zﬁﬂﬁgk
— 2% [Rijkl + 5ilV§kg0 + (5jkV?lg0 — 5ikV?lgp — (5jlv12k¢ _ 5ik5ﬂ|v¢‘2 + 5jk5il’V90|2
dp Dy o Oy dp Op D Dy
i Ll R 6%%@}
= [Rijut — (Vi O g)um + ((dp © dp) © g)ijkl —|Vel* (9 © g)ijm/2 ]
=*(Riji — (A0 g)ijr) -

Per il tensore di Ricci abbiamo allora, per 1’Esercizio 5.3.6,

R = 3" Riji
= ¢ (Rijui — (A D 9)iju1)
=Ry, — (n —2)Aj — tr A gix
=Ry — (n = 2)Vip + (n = 2)VipVip — (n — 2)| Vel gir /2
— (Ap = [Vol* +n|Vel*/2) gik
=Rit — (n = 2)Vip + (n = 2)VigVip — (Ap + (n = 2)|Vel*) gir
dunque, per la curvatura scalare,

R=g%Ry = e 2 (R-2(n—1)tr A) = e 22 [R=2(n=1)Ap—(n—2)(n—1)|Vy|*] .

Infine, calcoliamo il tensore di Weyl:

. R _ _ Ricog
I - R _
Wey e =299
R-2n—-1)trA o
2o(n—)(n—2) 777

= e*{Riem = A D g} + %

2¢
—ne_Q{Ric@g—(n—Q)A@g—trAg@g}
) Ric® g
— (R _ )
¢ <1em+2(n—1)(n—2)g®g n—2
= e* Weyl.

0

Siusa dunque dire che il tensore di Weyl & conformalmente invariante, in quanto
la sua versione (1, 3) data da W}, = Wjjrmg™ soddisfa

1,

Wl]k = Wijkmgml = Wijkmgml = W]

7, ijk *



5.8. ESEMPI 177

Ogni spazio flat (come R" con la metrica canonica), avendo tensore di Riemann
nullo, ha anche tensore di Weyl nullo. Dunque, ogni spazio LCFE, avendo lo-
calmente attorno a ogni suo punto un cambio conforme della metrica che lo
rende flat, deve avere tensore di Weyl nullo. Come detto, vedremo il viceversa
di questo fatto nella Sezione 9.2.

ESERCI1Z10 5.8.3. Si calcolino i tensori di curvatura della sfera e dello spazio
iperbolico, usando il fatto che le loro metriche sono localmente conformi alla
metrica canonica di R".

ESEMPIO 5.8.4 (Metriche warped). Date una varieta riemanniana (N, gy), di
dimensione n — 1 e una funzione positiva i : I x N — R di classe C*°, dove I &
un intervallo aperto di R, consideriamo la varieta riemanniana

(M =1xN,g=dt’+h*tpgn)

e vediamo come le quantita geometriche di g si esprimono in termini di quelle di
gn e delle derivate di h in un sistema di coordinate (¢, y*), cona € {1,...,n—1}.
Ovviamente, se la funzione h non dipende da p € N, si ha la metrica warped

g= geuclxh2gN sul x N (si veda I’'Esempio 2.3.4). Poiché
gu=9"=1  gu=9"=0 " gap=h%; g¥=h"gY,
abbiamo
Fitzf‘%zriazftat:o
Oih

at ta h «
Oih
g —h Aol =~ gus

1
h

Per la formula (5.5), supponendo di aver scelto un sistema di coordinate nor-
mali per (V, gn) rispetto a un generico punto p € N (dunque i simboli di Chri-
stoffel “T'7;(p) sono tutti nulli), in ogni punto (¢,p) € M valgono le seguenti
uguaglianze,

Ry = Rogye = Raﬂtt =0
Ragpe = Rl = OT%5 — T = —0,(hyh) gl + (0:h) g5 = —h 9,0,k gL
Ropy = Rygy = 0515, — 0, + Th Thg — T Ik
- h aaath 557 - h aﬁath 5017 + 5(17 85]1 8th - (S/g»y aah 8th

Pog="Ths + (05 ah + 63 0sh — gap gi Och) .

O,h a,h
= hds, <8a8th - 6ah> — o, (aﬁath - aﬁh)
=h [gé\; Hess,:h — gi\iY Hessﬁth]
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RQB'Y)\ = (aﬁrg’y - aarg'y + Fta'yF?,B - Ftﬁ'yrfa + F;'yrlzﬁ - FLB'nya)gH)\
1 K K K
—W2RY, \ + h25,:00s [ﬁ (65 Dy + 6% Duh — g VYR )}

— h?6,:70a [% (05 Oyh + 6% Dgh — g, th“)} — h2(9:h)?(80r 051 — SarOs-)
(8 Db+ 85 Dyl — by 1) (350 . + S0 Dgh — 6, Oxh)
— (8 0gh + 85 0y — 83 D7) (S Db + 8,7 Duh — 8o, D)

— B2 R,y — 05h (ar Oyh + 03 Oalt — Sy Onh) + Dut (30 Dl + 533 Dsh — 85, O1D)
+ (8o 0305 — Sy D300k — S33 OaOyh + 8y DaOrh) — h2(0:1)2(Sandsx — dargsn)
+ 2(655 Ouh Oy — bax 95 Oyh) + Oh (San Oyh + 6.8 Ouh + 0y Orh)

— Doh (635 Oy + 0y Dsh + 63y Onh) — | VN [3(0arGpx — dargss)
= h2RéVﬂw>\ — [IV¥R % + h%(0:h)?] (Oar0px —Gargs)

— 1By DgOrT + B35 0aDyh — Gy D30 h — 0 DuOr)

+ 28y Dgh Onh + 053 Oah Oyh — 8ax h Oh — 54 Duh Oxh)

= K2Ry = [ VB[ + K20 gy © gn)asn /2
iy [(HessNh _ % V@ th> @gN] W

dove dV, VN1 e Hess" sono rispettivamente il differenziale, il gradiente e I'hes-
siano di h rispetto a N (cioe della funzione h(t,-) € C*°(N), con t “fissato”).
Si noti che (essendo tensoriali) le espressioni finali sopra ottenute continuano
a valere per un qualsiasi sistema di coordinate, in particolare, se (V,gn) ha
curvatura costante K, si ha Riem” = K gy D gn/2e

Raﬂw\ = [Kh2 - |VNh|?V - hz(ath)Q] (QN @ gN)ocﬁw\/Q

2
_ h[(HessNh _Zdhe th> @gN] .
h aByA
Tracciando con ¢ per ottenere il tensore di Ricci, dall’Esercizio 5.3.6, otteniamo
0,0:h
h

Rat = - gﬁ'yRaﬂfyt = _<n - 2)

Ry :QaﬁRatﬁt = —(n - 1)

Hess,:h
h

Ra'y — Rat’yt + gBARaB'y)\

VY0 v ARy
72 oy — Tga'y

= Rév,y — h0,0:h ggy —(n— 2)(81,]1)29(]1\/7 — (n—4)

HessY h dNhe dVh.
-(n=3)( i w )



5.8. ESEMPI 179

e contraendo ancora per ottenere la curvatura scalare,

R = Rtt + gaﬂRaﬁ

RN 0,0:h
:ﬁ—Q(n—l) e

(O:h)?

N1 12 N
L VYRR, AR

h# h?

—(n—=2)|(n—-1) + (n —5)

Se la funzione h non dipende da p € N, cioe g € la metrica warped geucl Xh2g N Su
I x N, le formule si semplificano notevolmente:

Ryn = Roat = Rapu = 0
Ratpr = — hh”gév,g

Raﬂvt = 0
Ragyx =h°Rijg, — W2 (1) (9N © gn)apn/2
hl/
= — — ]_ _
Rtt (n ) h
Roct - 0
Rag = RY; — [hh" + (n'= 2)(h')?| g2
RN h// (h/)Q
In particolare, se (IV, gn) ha curvatura costante X,
Ryt = Roprr = Rapn = 0
Ratge = — hh”givﬁ
Rogyt =0
Rogyy =h?[K — (1)?*] (gn ©® gn)apon/2
h//
Rtt = — (Tl — 1)%
Rat = O
Rag ={(n—2)[K — (h')’] = hI" } g2
— 2)[K — (h")?] — 2h1"
R—(n—1)n= K= (W] . (5.29)

h2

Se (M, g) e una superficie, cioe n = 2, segue che (NN, gy) ha curvatura nulla,
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essendo 1-dimensionale, dunque

Run = Ry = Riiw = Riie = R =0
Rine = — hh'g))

h/l
Ry = — 7
th == 0
Ryy = — hh"' g7y
h//
R=—2-—.
h

ESERCIZIO 5.8.5. Se g e la metrica warped geudXhng su M = I x N, con
n =dim(M) > 4e (M, g) & una varieta di Einstein di costante zero, cioé Ric = 0,
si mostri che (IV, gn) € una varieta di Einstein di costante nonnegativa. Cosa si
puo dire su (V, gn) e h, se (M, g) & una varieta di Einstein di costante generica?
Se n = 3, sotto quali condizioni su & si ha che (M, ¢g) € una varieta di Einstein?

ESEMPIO 5.8.6 (Varieta Ricci—flat). Varieta riemanniane con Ric = 0 ma non flat,
Riem # 0.
Consideriamo la varieta di Einstein N = S* X S? con la metrica prodotto o data
dal prodotto delle metriche canoniche delle due sfere, che soddisfa Ric" = o.

La metrica warped g = geua x5 su M = (0,1)x N, con la funzione h(t) = t/\/3,
soddisfa

Rtttt - Rattt = Raﬁtt = Ratﬁt = Raﬁ'yt =0
Rijiu =R /3= (0 ® 0)apyn/18

Rtt:RatZO
Raﬁ :Révﬁ — Oap =0
R=0

per le formule (5.28). Dunque la varieta 5—dimensionale (), g) € una varieta
di Einstein con tensore di Ricci nullo, ma con Riem # 0, come si pud vedere
facilmente, considerando un 2—piano “misto” di S? x S?, dalla seconda formula
sopra. In particolare, Riem = Weyl, non nullo.

Questa costruzione non funziona in dimensione 4, in quanto una varieta di Ein-
stein 3—dimensionale di costante positiva ha curvatura costante (si veda 1'Os-
servazione 5.7.9) e si vede allora facilmente che se la varieta (M, g) & Ricci-flat,
allora per le formule (5.29), e in realta flat.

Un esempio (compatto e semplicemente connesso) analogo in dimensione 4, pitt
complesso, e dato dalle cosiddette superfici K3 (si veda [225] e anche [128]) che
hanno Ric = 0, ma Riem = Weyl # 0.
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Per approfondire I’argomento della classificazione delle varieta compatte Ricci-
flat o pit1 in generale di Einstein, in dimensione 4, si vedano [120, 128].

ESEMPIO 5.8.7 (Spazio di Schwarzschild). Lo spazio di Schwarzschild di mas-
sa m, visto nell’'Esempio 2.3.19, dato dalla metrica

dr @ dr 9
9Schw = 1 2m + 177 gsn—1
Tn72

su Msanw = ((2m) =1 +00) x S"7!, & un caso particolare di una classe di varieta
riemanniane, prodotti warped della forma

dr @ dr

u?(r)
dove I & un intervallo aperto contenuto in R* e u : I — R & una funzione posi-
tiva di classe C*°.

I simboli di Christoffel rispetto a un sistema di coordinate (1, 0*), pera € {1,...,n—
1} sono

(I x St + 7’2ggn_1> ,

F:'r = _u//u
I, =T, =T, =0
7, =TT, O

2 Snfl
:;B = —rugas
y T
Faﬂ =T

dove T, 5 sono i simboli di Christoffel di S”'. Segue che il tensore di Riemann,
di Ricci e la curvatura scalare sono dati da

/ 2 1= 2
Riem = [ — ﬁd?“ ® dr + uggnl] O gsn-1
U 2
. o 2 /
Ric= — (n— 1)Edr ® dr + [(n —2)(1—u*) — ruu]gan

uu’ 1 —u?
R=-2(n-1)— —1)(n—2 .
(W= )™+ (0= 1) - 2)
Queste formule sono conseguenza della seguente proposizione generale e delle
formule dell’Esempio 5.5.3.

PROPOSIZIONE 5.8.8. Per una varietd riemanniana della forma

(I X N’M
u?(r)

dove I e un intervallo aperto contenuto in R, u : I — R & una funzione positiva classe
C> e (N,gn) e una varieta riemanniana (n — 1)—dimensionale, valgono le seguenti

+ T2gN> )
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formule in un sistema di coordinate (r,y*), con o € {1,...,n — 1}.
IV =—u/u
I =T =01,=0
Lo =Dy =0l/r

o = —TU g0
Yy _ N
Faﬁ = Faﬁ
/ 2,,2
Riem = r’Riem’ — [%dr ® dr + 5 QN} D gn

/
Ric =Ric" — (n — 1)f—udr ® dr — [(n —2u? + ruu'} gN

RN ! u?
DIMOSTRAZIONE. Le formule per i simboli di Christoffel si ottengono diret-

tamente dalla formula (3.5).
La formula per il tensore di Riemann e un'uguaglianza tra i tensori di curvatura
algebrici Riem e

2,2

!
T = r’Riem” — %dr & dr + %QN D gn ,

dunque, per dimostrare 'uguaglianza tra i due tensori bastera provare

Rarﬁr = Larpr, Ra,@r'y =dapry € Raﬁ'yﬁ = Taﬁ'yzS .

Si ha, ponendo g = dqu‘?f)’" + gy,
Ry = <6F;B B 2]

arBr Or aya

argﬁ roT v T
v ( or + Faﬁrrr - Frﬁra’y> Grr

S A R i A

1
A ( — uggéy\’ﬁ — 2ruu'ggﬁ + Tuulgévﬁ + UZQéVB) w2
i’ [ru’ “u? N
— :——dT@dT+_ :| :TaT‘T
u gaﬁ U 2 gN Trgaﬁ 7

e org,
R@ﬂT’Y A ( & — Z + ngrr&r + FZTF(sO' - Frrrir - Farrio)gé’}’

oyP oy
50’
B N9 2 N
7 Fao>r 9s~

Og

= (PeTh — T3 0,) g5y = (7NFZU -

15 1as
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R (81—‘27 8F%’Y +Fr o _"_FT o T o T a)
afys — a/yﬁ aya oy~ Br ay*t Bt By™ ar By ar 9os

07 5o
ZTZRQV[M + (( — rquévw)f — (- ruQQéVV) 7”‘)7“29%
= rzRéVM — 'r2u2g£;gg; + r2u2gg7g0%
T 2 pV [ru’d d +r2u2 } N [ru’d % d +r2u2 } N
ngys =T R, s — | —dr @ dr + —— | Zdredr
Bvd Bvd U 9 gn a’ygﬁé u 2 gn B(Sga'y

2U2 N T‘UI 2u2
+ [—d dr + — ] o
2 gN] 08P w ©dr o IN ngms

/
Tu
+ [—dr ® dr +
u
2 pN 22 N N _ 22N N
=r Raﬁ'yé —Tru ga'ygﬁé +riu gaégﬂfy
dunque, la formula per il tensore di Riemann é provata. Tracciando, otteniamo
le formule per il tensore di Ricci e la curvatura scalare

1 ru u
— 498 — 0B _ Ny — i —1)—
Brr = 97 Brars = 29N ( u gaﬁ) = n Uru’
Ror = Ry = ngRar’rr + gTBRocrr,B + gBrRa,BTT + gﬂvRaﬁr'y =0,

Raﬁ = gTTRaTBr + gvaRa'yﬁa

2 ru I o/ apN 2 29 N N 2 2 N N
=u (—79a5)+§g7\, (7" Rawa—rugaﬁgw—%rugw%a)

N N N N N N
= —run'gny + Rl — u’glsgho 0N + uPghsgh,gN

= Révﬂ — ((n —2)u? + ruu')ggﬁ

R = gTTR’/‘T + gaﬁRaﬁ
/

1
— u2( —(n— 1)%> + ﬁgﬁﬂ(fovﬁ = ((n = 2w + ru') goi5)

:—(n—l)uTw—l-lj—Q—(n—l)(”_Q):f_g_(n_l)uTUI
:7_2( —1)Tu,—(n—1)(n—2)r—z

O

Si ha allora che il tensore di Riemann, di Ricci e la curvatura scalare dello
spazio di Schwarzschild di massa m sono dati da

d d
Rlem - m2 |: - (n - 2)&27‘ + T2g8n71i| @ gSnfl
T’n_ 1 - THTILQ
—2 d d
Ric = m(n = 2) [—(n - l)ﬁ# + TQgSn71:|
rn — =zm

rn—2



5.8. ESEMPI 184

ponendo u = /1 — 22 nelle formule precedenti. II tensore di Weyl & nullo,

per la sua invarianza conforme (punto (5) della Proposizione 5.8.2) ed essendo
la metrica di Schwarzschild conforme a quella euclidea (flat), come visto nella
formula (2.3) dell’'Esempio 2.3.19. Segue dunque che

];{Oic O 9Schw
n—2

o
Ric = Ric e Riem =

per la decomposizione (5.19).

ESEMPIO 5.8.9. Vari altri esempi interessanti di varieta riemanniane (ed eser-
cizi correlati), col calcolo della loro curvatura, sono discussi nel libro di Peter-
sen [168, Capitolo 4]. Tra di essi, in particolare, i prodotti doubly warped e i
gruppi di Lie.
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Riassumiamo nella seguente tabella alcune delle formule di questa e delle se-

zioni precedenti.

Metriche con curvatura costante K su varieta n—-dimensionali

Sec(m) = K
Riem = %Kg B g
Ric= (n— 1)Ky
R=n(n-1)K

Metriche “riscalate”

Sec(m) = Sec(m)/A

Riem = A Riem

g=Xg A>0 ,~,
Ric = Ric
R=R/\
Metriche prodotto su varieta prodotto M x N
Riem = Riem" + Riem®
9=9m+9gn Ric = Ric" + Ric"
R=RM + RN
Metriche conformi su varieta n—dimensionali
Riem = e2?{Riem — [V2p —dyp @ dp + [Vo[?g/2] © g}
— Ric = Ric — (n — 2) (V¢ — dp ® dp) — (Ap + (n — 2)|Vel?)g

R=e%(R-2(n—1)Ap—(n—2)(n—1)|Ve])
Weyl = e2*Weyl

Metriche warped su varieta n—dimensionali / x N

g = dt* + h*(t)gn

Riem = h? Riem™ — [hh" dt ® dt + L h? (W) gn] © g
Ric = Ric" — (n — 1)7—;/ dt @ dt — [hh" + (n — 2)(W')*] gn

v " AY
R= %\ —2n =12 —(n—1)(n— 2)“;2)

Metriche di Schwarzschild “generalizzate” su varieta n-dimensionali / x N

o)

__ dr®dr

+7’29N

Riem = r?Riem” — | ™ dr @ dr + T22"2 gN} O gy

Ric = Ric" — (n — l)f—;dr ® dr — [(n —2)u? + ruu/} gN

2

R=8 —2(n—1)" — (n—1)(n—2)%
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ESEMPIO 5.8.10. In dimensione n > 3 la curvatura scalare non determina il tensore
di Ricci.
Consideriamo infatti le due varieta S' x S? e Sf’/g, dove sulle sfere abbiamo
le metriche canoniche, per I'Esercizio 5.4.15 e 'Osservazione 5.4.16, entrambe
hanno curvatura scalare uguale a 2 ma il tensore di Ricci della prima ¢ dato da

Ric® +Ric® ~ Ric® (in quanto Ric® = 0), mentre quello della seconda da Ric®.

ESEMPIO 5.8.11. In dimensione n > 4 il tensore di Ricci non determina le curvature
sezionali.
Se consideriamo le due varieta S? x S% e Sf/g, aventi entrambe Ric = ¢ (Eserci-
zio 5.4.15 e Osservazione 5.4.16), la prima varieta ha i piani misti con curvatura
sezionale nulla (Esercizio 5.4.5), mentre tutte le curvature sezionali della secon-
da sono ugualia 1/3.
Un altro esempio & dato dal toro 4-dimensionale T* e dalle superfici K3 che sono
varieta Ricci—flat (come detto nell’Esempio 5.8.6), ma mentre il toro e flat (tutte
le curvature sezionali sono nulle), le supertfici K3 hanno tensore di Riemann non
nullo (dunque non tutte le curvature sezionali sono nulle).

n=2

Scal |

n=>4 n=3

9 9 4 1 2 3
SxSeSﬁ SxSeS\/g

ESEMPIO 5.8.12. In dimensione n > 4 la curvatura sezionale Sec > 0 non implica
R = 0.
Consideriamo la varieta (CP?, g..,) (oppure CP", per n > 2) vista nell’Esem-
pio 2.3.17. Mostreremo nell’Esempio 6.4.19 che ha tutte le curvature sezionali
positive, maggiori o uguali a 1, ma 1’operatore di curvatura & ha un autovalore
nullo (di molteplicita due) e la forma R & soltanto semidefinita positiva. Pertur-
bando allora localmente la metrica, € possibile ottenere una varieta riemanniana
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con curvatura positiva e operatore di curvatura % che ha autovalori negativi).
Si veda la discussione in [151], per maggiori dettagli.

ESEMPIO 5.8.13. In dimensione n > 3, tensore di Ricci definito positivo, Ric > 0,
non implica curvatura nonnegativa Sec > 0.
Consideriamo infatti su M = (—4,d) x H? la metrica warped

2
9= goua X" gl = dt® + h3(t) gL,

con h : (—9,0) — R una funzione positiva. Per i calcoli dell’Esempio 5.8.4,
abbiamo allora

h2
Ripia = —[1+ (h/)z} W <0,
hl/
Rtt:_2z th:RQt:RH:Oa
1
_ _ 2
Ryy = Ryp = —[14 (W)* + hh"] =
Se dunque h soddisfa
\2
B < _# < 07

la varieta (), g) ha tensore di Ricci definito positivo ma almeno una curvatura
sezionale negativa. Per esempio, possiamo scegliere h(t) = 1 —t2,con § = 1/+/6.

ESEMPIO 5.8.14. In dimensione n > 3, curvatura scalare positiva, R > 0, non im-
plica tensore di Ricci semidefinito positivo Ric 2> 0 (dunque nemmeno Sec > 0).
Consideriamo la stessa costruzione dell’esempio precedente, sempre per i cal-
coli dell’Esempio 5.8.4, abbiamo

L+ (R)* + 2hh”
R —=2( h2 )
Se dunque h soddisfa

L+ ()2 ., 1+ (W)?
A B o<
R T
sostituendo nelle equazioni sopra, si vede che R > 0 ma Ry; = Ry < 0. Per
esempio, possiamo scegliere h(t) =1 —t?/3, con § = /3/8.

ESERCIZIO 5.8.15. Con costruzioni analoghe a quelle dei due esempi prece-
denti, si mostri che in dimensione n > 3 il tensore di Ricci definito negativo
non implica curvatura nonpositiva e che curvatura scalare negativa non impli-
ca tensore di Ricci semidefinito negativo (dunque, a maggior ragione, nemmeno
curvatura nonpositiva).
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5.9. La formula di Bochner

Introduciamo in questa sezione un’apparentemente semplice formula, attri-
buita a Bochner (sebbene Bernstein ’avesse precedentemente utilizzata in R"),
che ha condotto ad alcuni risultati estremamente importanti nella geometria
riemanniana moderna. Inoltre, € uno degli strumenti “fondazionali” principali
dell’analisi in spazi metrici, settore che ha avuto recentemente un grande svilup-
po (si vedano [12, 22, 44, 95, 96, 141, 191, 192], per approfondire). Vedremo pitt
avanti in dettaglio, nel Capitolo 13, come utilizzarla per ottenere risultati sulla
geometria/topologia delle varieta con curvatura nonnegativa, mediante la co-
siddetta tecnica di Bochner. Mostriamo qui, come immediata conseguenza, solo
una stima sugli autovalori del Laplaciano nelle varieta compatte.

PROPOSIZIONE 5.9.1 (Formula di Bochner). Vale la formula
AIVf? =2|V*f]?+2R(V [, Vf) +29(VASf, V), (5.30)
per ogni f € C*(M).
DIMOSTRAZIONE. In coordinate locali, abbiamo
ViV;Vif = V;ViVif = RijuV'f
ViV;Vif = ViV V, f
quindi
ViViVif = V;ViVif = RyuV'f ,
da cui, contraendo con gik, otteniamo
Adf; — V;Af = RyV'f . (5.31)
Quindi
AV = g*"Va|V i
= gikvivk 9(Vf, V)
= 2¢"Vi(¢"ViV; [V f)
= 20"9"" ViV Vo + 29" ¢V VN f
= 27" NS,V + 2|V
= 2¢""(V;Af + RyV' )V f + 2|V2 [
= 29(VAf,Vf)+2R(Vf,Vf)+2|V|*.
O

OSSERVAZIONE 5.9.2. L'uguaglianza (5.31) nella dimostrazione della formula
di Bochner implica la seguente utile formula di scambio delle derivate:

AVf = VAf+ R(Vf, ).
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OSSERVAZIONE 5.9.3. Se la funzione f & armonica, abbiamo
V1P = AIVfI?/2 = R(V S, V)
e se invece f € una soluzione dell’equazione eikonale |V f| =1,
V= —=R(Vf, V) = g(VAL, V).
Se dunque f € armonica e soddisfa |V f| = 1, si ha
[Vf[> = —R(Vf, V) (5.32)

che, se Ric > 0 implica V?f = 0. Questa osservazione sara sviluppata nella
dimostrazione del teorema di splitting, nella Sezione 12.2.
Dalla formula (5.30) segue inoltre

2|VE? = AIV]? = 2R(V [,V f) = 2div(VFAS) + 2|Af?,
da cui
VPP =|AfFP = div(VAf) = R(VF, V) + AV F?/2
=|AfPP = div(VFAf = VfVf) = R(Vf, V),

in quanto A|V f]?/2 = div(V?fVf), ricordando la Definizione 3.8.7.

Sihaallora che se D C M & un aperto limitato con 0D un’ipersuperficie di classe
C*, denotando con v la normale esterna e con do la forma di volume canonica
su 0D, per il teorema della divergenza 3.8.2, vale la formula

/ V2 dy = / AP dy— / ROVF.V )yt — / div(VAS — V2V du
D D D D
— / AfPdu / ROVF,V f)dy — / 9, V)AS =V (1, f) o,
D D

oD
in particolare, se M ¢ compatta,

[ e an = [ iaran- [ ReVEV)dn
M M M
Inoltre, se f € armonica, abbiamo

V2 = div(VHV ) — R(V, VF).

dunque,

/ V[ dpe = — / R(VF.V ) dy+ / V(.Y f)do
D D oD

/ VY du = — / R(VS.Vf)dy.
M M

se M & compatta.
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OSSERVAZIONE 5.9.4. Se )\ & un autovalore di —A su una varieta riemanniana
compatta (M, g) di dimensione n, allora A > 0. Infatti, se —Af = A\ f abbiamo

A/ f?duz—/ fAfduz/ V2 du
M M M
dacui A > 0.

Si noti che A = 0 se e solo se f e costante, cioe le uniche funzioni armoniche su
una varieta compatta sono le costanti.

TEOREMA 5.9.5 (Lichnerowicz). Sia (M, g) una varieta riemanniana compatta di
dimensione n e sia A > 0 un autovalore positivo di —A. Se Ric > k(n — 1)g con k > 0
(cioé Ric — k(n — 1)g e puntualmente una forma bilineare semidefinita positiva) allora
A= nk.

DIMOSTRAZIONE. Sia f € C*°(M) tale che —Af = Af. Usando la formula
di Bochner (5.30) e il teorema della divergenza, otteniamo
1

0 = —/ AV du
2 M

_ /M V22 + R(VL,VE) o+ g(VAF,VF) dp

212 _ 2 5. 2
> [ R ko= 1) | 9 = X Vs

> [ ArP et k=A%) [ 19sEd

= 2 A dus (=1 -3 [ Ve

—1
£k — )™ / VP,
n M

dove abbiamo applicato la disuguaglianza |V2f|> = |Hess f|*> > (Af)?/n che &
conseguenza della simmetria di V3, f e della ben nota disuguaglianza

(2 /m < 2%,
=1 =1
perogni Ay, ..., A, € R. La tesi segue. O

OSSERVAZIONE 5.9.6. Obata [163] ha poi provato che se esiste effettivamente
un autovalore \ = kn, allora la varieta ¢ la sfera di raggio 1/Vk.

OSSERVAZIONE 5.9.7. Nella dimostrazione abbiamo visto che vale la disu-
guaglianza (di Bochner)

AV 2 2(Af)* /n+2R(VF, V) +29(VAF V).



5.9. LA FORMULA DI BOCHNER 191

Se dunque f € una funzione armonica, cioe A f = 0, abbiamo
AIVFI? 2 2R(Vf, V).

ESERCIZIO 5.9.8. Sia g una metrica riemanniana su R" tale che la varieta
(R", g) sia abbia Ric > 0. Si mostri che se v : R” — R & una soluzione del-
'equazione Au + |Vul? = 0 tale che lim,, 1o, Vu(z) = 0, allora u & costante.



