CAPITOLO 1

Richiami di geometria differenziale

1.1. Varieta differenziabili

DEFINIZIONE 1.1.1. Una varieta topologica M di dimensione n & uno spazio
topologico di Hausdorff, a base numerabile e tale che per ogni punto p € M
esiste un intorno aperto U C M di p e un omeomorfismo ¢ : U —  con 2
aperto di R". La coppia (U, ) viene detta carta coordinata (o carta locale).

DEFINIZIONE 1.1.2. Un atlante di classe C* (C%°) per M & una famiglia di carte
coordinate (U,, @), per a € A, tali che la famiglia di aperti U, & un ricoprimento
di M e le mappe di transizione (che sono degli omeomorfismi)

a0 05" 1 08(Ua NUp) = pa(Ua N Up)

sono diffeomorfismi di classe C* (C*), per ogni «, 3 € A tali che U, N Uz # O.
Una carta coordinata (V) si dice compatibile con un atlante di classe C* (C™)
per M se unendola alla famiglia di carte di tale atlante, si ha ancora un atlante
C* (C>) per M.

Un atlante C* (C*) per M si dice massimale se contiene tutte le carte coordinate
ad esso compatibili.

Due atlanti C* (C*) per M si dicono equivalenti se la loro unione & ancora un
atlante C* (C*?) per M.

Una struttura differenziale C* (C*) su M & un atlante massimale C* (C*) per M.

DEFINIZIONE 1.1.3. Una varieta differenziabile (o differenziale) M di classe C*
(C*°) & una varieta topologica con una struttura differenziale C* (C™).

Rimandiamo al testo di Abate e Tovena [2] per tutto il materiale di questo capitolo,
in particolare, per le definizioni standard e le proprieta delle funzioni C* tra due varieta
differenziabili, di spazio e fibrato tangente e cotangente, di campi vettoriali e 1-forme,
del differenziale di una funzione, di campi e 1-forme coordinati, nonché per le dimostra-
zioni dei vari risultati solo enunciati. Inoltre, assumeremo una familiarita del lettore
con le strutture topologiche e differenziabili canoniche degli spazi R",S", H", RP" e
loro quozienti, dei gruppi GL(n), SL(n), O(n), SO(n), dei prodotti di varieta differen-
ziabili (come il toro n—dimensionale T = S' x --- x St, n—volte), dei quozienti per
'azione di un gruppo (di Lie) e degli spazi omogenei, con le nozioni standard di topo-
logia generale (vedi ad esempio [76]) e con i concetti e risultati di base della topologia
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algebrica: la teoria dei rivestimenti (differenziali), la classificazione delle superfici, le
basi di omotopia, omologia e coomologia (si veda [149], per esempio).

Scriveremo x* per denotare un sistema di coordinate locali indotte da una carta coor-
dinata (U, p), con associati campi coordinati = (che talvolta denoteremo semplicemen-
te con 0;) e 1-forme coordinate dx".

Se M e N sono due varieta differenziabili, denoteremo con C*°(M) le funzioni C*> a
valori reali su M e con C*(M, N) lo spazio delle funzioni C* da M a N.

In tutto il testo, a meno che esplicitamente diversamente specificato, tutte le varieta
differenziabili saranno connesse e come tutti gli oggetti che considereremo, saranno di
classe C'*°. Utilizzeremo inoltre la convenzione di Einstein, ossia considereremo sem-
pre sommati gli indici ripetuti, ad esempio un campo vettoriale X su M si esprimera in

coordinate locali come X' {gi.

Ricordiamo che una varieta topologica di Hausdorff a base numerabile & para-
compatta (ogni ricoprimento di M in aperti ammette un raffinamento localmente
finito), da cui segue che ogni varieta differenziabile M ammette partizioni dell u-
nita C*°, cioe se {U,} & un ricoprimento aperto di )/, allora esiste una famiglia
di applicazioni p, : M — R di classe C*° che soddisfano:

e 0<pa <1,

® supp po C Uy,

e {supp p,} € un ricoprimento localmente finito di 1/,
e perognip € M,siha ) p.(p) =1

1.2. Fibrati e tensori

Dato un fibrato vettoriale 7 : £ — B di rango k, indicheremo con I'(E) lo

spazio delle sue sezioni (globali), cioé applicazioni s : B — FE di classe C*° tali
che 7o s = 1d.
Un fibrato vettoriale 7 : 2 — B di rango k si dice banale se esiste un diffeomor-
fismo 1 : F — B x RF tale che ¢ : 77 (p) — {p} x R* & un isomorfismo di spazi
vettoriali, per ogni p € B. E facile vedere che questo & equivalente all’esistenza
di k sezioni che per ogni punto di B sono linearmente indipendenti in 7 (p).
Un riferimento per un fibrato 7 : £ — B dirango ksu U C B e una scelta di k
sezioni linearmente indipendenti in ogni punto di U, se U = B il riferimento si
dice globale e dunque il fibrato e banale.

DEFINIZIONE 1.2.1. Una varieta differenziabile M e parallelizzabile se il suo
fibrato tangente 7'M/ & banale.

Ricordiamo i seguenti fatti:

e Il prodotto di varieta parallelizzabili e una varieta parallelizzabile.
e Ogni varieta differenziabile di dimensione 3 e parallelizzabile (si veda [26]
e le referenze ivi citate).
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e Ogni campo vettoriale su una sfera S** di dimensione pari ha almeno uno
zero, quindi nessuna di tali sfere & parallelizzabile [92, Theorem 1.41] (si
esibisca per esercizio un campo vettoriale mai nullo su ogni sfera di dimen-
sione dispari). In realta le sole sfere parallelizzabili sono S!, S* = SO(4) e S7
(si veda [40]).

e [ tori T” e il gruppo speciale ortogonale SO(n) sono varieta parallelizzabili,
per ogni n € N (cosi come tutti i gruppi di Lie, si veda [2]).

I fibrati vettoriali che incontreremo pitt comunemente sono:

e il fibrato tangente 7'}, le cui sezioni sono i campi vettoriali,
e il fibrato cotangente 7'M*, le cui sezioni sono le 1-forme,
e il fibrato T/ M = Q° TM* Q" T'M, le cui sezioni sono i campi tensoriali (det-
ti anche semplicemente tensori) di tipo (r, s) (r € l'indice di controvarianza
e s 'indice di covarianza, T) M = TM e TYM = TM*). Definiamo inoltre,
per convenzione, 79 M come il fibrato banale M x R le cui sezioni sono le
funzioni in C*°(M),
e il fibrato delle k—forme alternanti A* M, le cui sezioni sono le k—forme diffe-
renziali,
e il fibrato delle k—forme simmetriche ¥* ).
Se T € I'(T7 M), indicheremo con 7, il tensore nel punto p € M, elemento dello
spazio vettoriale 77 M, = @°T,M* Q" T,M. Si ha un naturale isomorfismo
lineare tra 77 M, e lo spazio delle mappe multilineari da @°7,M @" T, M* in R.
In coordinate locali, un tensore 7" di tipo (r, s) e allora dato da

o , ' 9
= Thirdeil @ ... s .
r=T7T;"rda @ - ®da”*® B R ® et
dove 5 A
i1ede i .
7—"7‘1”.‘7'3 —T(_ale,...,_axjs,dqz 7...,d§lj ) .

Applicando quanto detto sopra, punto per punto di M, si ha che allora un
tensore 7' € I'(T7 M) si pud vedere come un’applicazione C*°(M )-lineare dal
C>(M)-modulo I'(@*TM @"TM*) in C*(M) = I'(M x R). Dunque ogni
tensore € un operatore che rientra nella seguente definizione.

DEFINIZIONE 1.2.2. Un operatore locale su M e una funzione R-lineare P :
['(E) — I'(F) tra gli spazi delle sezioni di due fibrati vettoriali £' e F' su M che
soddisfa la proprieta che se U C M e un insieme aperto dove s € ['(£) e nulla,
si ha che Ps € I'(F') & anch’essa nulla in U.

Oltre ai tensori su M, esempi di operatori locali sono gli operatori differen-
ziali a coefficienti C*° che operano sulle funzioni C*°(R"), viste come sezio-
ni del fibrato banale R" x R. Ovviamente, se abbiamo un operatore locale
P : T'(E) — I'(F) e una sezione s € I'(E) che si annulla in un punto p € M,
non ¢ detto che anche Ps € I'(F) si annulli nello stesso punto: si pensi al sem-
plice operatore locale “derivata” tra funzioni di R. Questo e invece ovviamente
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vero se P & un tensore. Tale proprieta in realta caratterizza gli operatori locali
P che sono dei tensori ed € equivalente alla C*°(M)-linearita, come enunciato
nella seguente proposizione, che fornisce dunque un “test di tensorialita” (si
vedano [2, Proposizione 3.2.16] e [92, Proposition 1.114]).

PROPOSIZIONE 1.2.3 (Test di tensorialita). Per una funzione R-lineare
P:T(@'TME TM*) — C(M)

sono equivalenti:

e Peuntensorein I'(TI M),

eses e (@' TME TM*) soddisfa s, = 0inp € M,siha (Ps), =0,

o P e C™(M)-lineare.

Sui tensori su una varieta differenziabile n—dimensionale M abbiamo le se-
guenti operazioni “naturali”:

e Prodotto tensoriale — Dati T € I'(T; M) e S € I'(TPM), il loro prodotto & il
tensore T'® S € I'(T,, P M) di componenti, in coordinate locali,

(T ® S)h%«/ﬂkp T“ . Sk‘l kp .

J1..-Jsl1...4q J1-Js A1 Ly

Questo prodotto (associativo) si estende naturalmente allo spazio
D I'(T: M)

r,s€EN
dei tensori su M rendendolo un’algebra graduata, oltre a essere uno spazio
vettoriale reale e un C*° (M )-modulo (cosi come singolarmente tutti gli spazi
L(TTM)).
e Contrazioni — Gli operatori di contrazione ¢ : I(TrM) — T'(T.-| M), per
pe{l,....r}eqe{l,..., s}, sono gli operatori locali definiti in coordinate
da

Zl Ar—1 7‘1 Zp 1411) A1
( ]1 ]el_z J1--dq—1£jq---Js—1?
per ogni tensore 1" € I'(T7 M).
In particolare, la contrazione ¢} di un tensore 7' di tipo (1, 1), che si identifi-

ca/rappresenta un operatore lineare 7" : I'(T'M) — I'(T'M), & detta traccia di
T (o dell’operatore T') denotata con tr T' € C*°(M), esplicitamente

trT = clT = Z Tr.
e Prodotto interno —Dato un campo X, I'operatore prodotto internoix : I'(77 M) —
I'(T7_{M) (con s > 1) e I'operatore locale definito in coordinate da

(ZXT) i1..0p XZTn A

J1eJs— £j1..-Js—1
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per ogni tensore T € I'(77 M). Definiamo inoltre, per convenzione, ix7 = 0
perogni T € I'(Tj M).

Si noti che ixT = ¢}(X ® T) e nel caso particolare in cui 7 = o € T'(T°M),
cheiya=ci(X ®a)=cl(la® X).

o Pull-back e push—forward — Data una mappa ¢ : M — N di classe C* tra
due varieta differenziabili M e N, possiamo considerare il pull-back ¢*w €
[(T°M) di un tensore w di tipo (0,s) su N, con s > 1 (completamente
covariante, cioé una s-forma), definito dalla seguente formula:

(@ w)p(V1, ..., Vs) = We(p) (dgop(vl), . dgop(vs))

per ogni p € M e ogni famiglia di vettori vy, ...,v, € T,M.

Inoltre, per ogni f € C>*(M) = T'(T{ M) (cioé una 0—forma), poniamo ¢* f =
foop.

Abbiamo

P a®p)=p'ax e

per ogni coppia «, 3 di forme su N ese : N — L& di classe C*, si ha
(Yop)" =@ oy
Nel caso la mappa ¢ sia un diffeomorfismo, possiamo estendere ¢* in modo
R-lineare a I'(T] N), per ogni r,s € N, in modo che le seguenti proprieta
siano soddisfatte:

e perogniY € I'(T'N) e per ogni p € M siha

(Y )p = dip iy (Vo) -

e vale p*(T'® S) = ¢*T ® *S per ogni coppia di tensori 7, S.
Il tensore *T" € I'(T7 M) si dice pull-back di T € I'(T] N), per la mappa ¢.
Sempre assumendo che ¢ sia un diffeomorfismo, definiamo poi il push—
forward ¢,.S di un tensore S € T'(TTM) per la mappa ¢ come (¢ 1)*S €
['(TTN). Segue dalla definizione

Px(T®S) = 0T ® S,

per ogni coppia T, S di tensori su M.
Si osservi che gli operatori ¢* e ¢, commutano con le contrazioni definite
sopra.

 OSSERVAZIONE 1.2.4. Date due carte coordinate (U, ) = (U, (z',...,2™)) e
(U,p) = (U,(z',...,2™)) di una varieta differenziabile M, con U N U # O,
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consideriamo un tensore 7' € 77 M le cui espressioni in coordinate sono date da

T = T]ll1]z; Az ® -- - R dr’* ® S R ® Dpir in U,
T=T 2 di"" @ - @di*® ® - ®2 inD
B1..-Bs oot oo ’
Poiché si ha '
0 01" 0 o i oz’ o
= ' = z
Oxd  Jxd 0P oz ’
segue che le componenti 77" e T}! ", che sono funzioni C*? rispettivamente
in U e U, sono legate fra loro su U N U da
o 0 0 . .
1.0 71 Tr
T —T(—amjl,...,—axjs,dx yoo o, dx )
oz7 9 oz o oah dx'r
:T( | L 2E 9 R gpey 491 d“”)
Jzit 0Th I dzor
9z 9P 9a dat .

~ Qair T Qwds 9gen T Qgor T PrePs
OSSERVAZIONE 1.2.5. Data una mappa f : M — N di classe C*° tra due
varieta differenziabili M e N, con carte coordinate (U, @) = (U, (z',...,2™)) e
(V) = (V,(y',...,y")), rispettivamente attornoap € M e f(p) € N, si ha

(f*dyi)j :(f*dyi) (%)

)

X o fop )k
o (55 )

of
= — 0 s
91 7
dove abbiamo indicato con f = 1/ o f o ™! la funzione f “scritta in coordinate”.
Non essendoci rischio di equivoco (si veda l'osservazione seguente), con un
abuso di notazione, in genere il trattino sopra la funzione f si omette, da cui
possiamo scrivere
9
*dy't = ——
fry' =55
sottintendendo che stiamo considerando la funzione f tra gli aperti euclidei
©(U) e (V) e le forme in coordinate. Analogamente, se f € un diffeomorfismo,

() = (g )or ) = (A2 ) 2 = Lo

dax’ |
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e con la stessa convenzione precedente su f e i campi, possiamo allora scrivere

0 oft .\ 0
Jimg == < o f 1> i
oxI oxI oy

OSSERVAZIONE 1.2.6. Data una funzione f € C*(M), a prima vista sembre-
rebbe che ci possa essere un rischio di equivoco denotando con la scrittura gxi (p)
sia 8‘2 |, f che g g (z(p)), dove abbiamo indicato con f = f o ¢! la funzione f
“scritta in coordinate”. Questa e invece una notazione molto potente, in quan-
to rende l'operazione “da compiere” intuitiva e il risultato e lo stesso, poiché

2| f = 5 (x(p)).

infatti

1.3. La derivata di Lie

Le parentesi di Lie (Lie bracket) [ X, Y] di una coppia di campi vettoriali X, Y su
M e il campo vettoriale definito da

(X Y]f =X(YVf) = Y(X[)

O 0050

gﬂ 0 R 0 0
~ ' (V) g ()

07 Of ;0X" Of
=X Ox' O’  f Oxd Oz’
per ogni f € C*°(M), da cui, in coordinate locali

SOV OX

oxI oxd

Questo prodotto (R-multilineare, non—-associativo e antisimmetrico, infatti [V, X] =
—[X,Y]e[X,X] = 0)rende lo spazio I' (7'M ) dei campi vettoriali su M un’algebra

di Lie (oltre a essere uno spazio vettoriale reale e un C*° (A )-modulo), cioe si ha
anche l'identita di Jacobi

[Xv [KZ]]+[Y7 [ZvXH+[Z7 [XvYH:O’ (1.1)

X, Y] =X

per ogni terna X, Y, Z di campi vettoriali su M.
Ricordiamo inoltre che se ¢ : M — N e un diffeomorfismo, si ha

[ X, 0. Y] = @[ X, Y. (1.2)

ESERCIZIO 1.3.1. Si mostri che per qualunque coppia di campi coordinati si
ha

57 57) =
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Definiamo la derivata di Lie LxY di un campo Y rispetto a X come [X,Y].
Sinoti che Lx : I'(T'M) — I'(T'M) & un operatore lineare e locale, ma non &
un tensore di tipo (1, 1), cosi come non lo e LY, definito da LY (X) = LxY e
nemmeno 7'(-,-) = [-,-] (di tipo (1,2)). Si verifichi infatti che Ly, LY e T'(-,")
non sono operatori C*°(M )-lineari.

DEFINIZIONE 1.3.2. Estendiamo (si provi che tale estensione & ben defini-
ta e unica) la derivata di Lie Ly = [X,-] definita sui campi vettoriali (cioe
su I'(Ty M)) a tutta 1’algebra dei tensori, imponendo che tale derivata sia R-
lineare e che per ogni coppia r, s di interi nonnegativi sia un operatore linea-
re Ly : I'(T/M) — T'(T7 M) (si noti che Lx mantiene il tipo dei tensori) che
soddisfa:

o Lxf=Xf=df(X)perognifunzione f € C=(M) =T(T{M),

o Ly(IT'®S)=LxT®S+T® LxS per ogni coppia di tensori T, S

(Lx e una derivazione sull’algebra dei tensori di M),

e Lxoch=cho Lx perognicontrazione c}

(Lx commuta con le contrazioni).

Segue allora che Lx € un operatore locale.

ESEMPIO 1.3.3. Calcoliamo ad esempio Lxw, con w € ['(TYM) = T'(TM*),
cioé una 1-forma: per ogni campo vettoriale Y, si ha

(Lxw)(Y) =ci(Lxw®Y)
= (Lx(w®Y) —w® LyY)
=coLx(w®Y) —cj(w®[X,Y])
=Lyxoc(w®Y)—w(X,Y)])
=X(w(Y)) —w((X,Y]).

Per esercizio, si scrivano le componenti di L xw in coordinate locali.

Si noti che in una carta coordinata si ha

() - ([ 2]) -0 (B ) - 2.

dunque L » dz' = 0.
ok
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ESERCIZIO 1.3.4. Si mostri che se T € I'(T7M), per ogni X, Xy,..., X, €
I'(TM)ew,...,w, € (TM*),siha

(LxT)(Xy,..., Xgwi,...,w) = X(T(Xy, ..., X, w1,...,w,))

- ZT(Xh cee 7X’L'717 [X7Xi]7Xi+17 s 7X87w17 C 7w7')
i=1

r
— E T(Xl, ce ,Xs,wl, ce ,wj,l,Lij,ij, - Y ,wr) .
Jj=1

In particolare, sew € I'(TPM) e X, X1, ..., X, sono campi vettoriali,

(Lxw)(Xy, .., X)) = X(w(X1,.. ., X)) =Y w(Xy,. . X1, [X, X], Xigr, ., X))

i=1

(1.3)
PROPOSIZIONE 1.3.5. Definendo
[Lx,Ly|=LxoLy —LyoLx,
si ha la formula “operatoriale”
[Lx,Ly] = Lixy, (1.4)

per ogni coppia di campi vettoriali X e Y. Segue dunque,

LLOLL—LLOLL:L[D 0}20,

ozt oxd oxJ ozt dxt’ oz

per ogni coppia di campi di una base coordinata locale, per I'Esercizio 1.3.1. Questa
formula costituisce una generalizzazione del teorema di Schwarz in R".

DIMOSTRAZIONE. L'operatore . = Lx o Ly — Ly o Lx coincide con Lx y
sulle funzioni in C*()/) e sui campi vettoriali, per 1'identita di Jacobi (1.1). Si
vede inoltre facilmente che . commuta con le contrazioni (poiché Ly e Ly
commutano) e che ¢ una derivazione sull’algebra dei tensori di M, infatti

ZL(T®S)=(LxoLy —LyolLx)(T®.S)

Lx(LyT® S+T® LyS) — Ly(LxT ® S+ T ® Lx5)

(LxoLy))T® S+ LyT ® LxS+ LxT ® LyS+T ® (Lx o Ly)S
—(LyoLx)T®S—LxT®LyS—LyT®LxS—-T® (LyoLx)S
=(Lxoly)T®S+T®(LxoLy)S—(LyoLx)T®S—T® (LyolLx)S
=ZLTRS+T®ZLS.

Essendo unica l'estensione degli operatori £ = Lx o Ly — Ly o Lx e Lix,y}, essi
coincidono allora su tutta 1’algebra dei tensori di M, da cui la formula sopra. [
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1.4. Forme differenziali

Una k—forma differenziale w su una varieta M di dimensione n € una sezione
del fibrato A*M, sottofibrato di TP M, cioé una k—forma (tensore covariante di
tipo (0, k)) alternante (o esterna):

W(Xo(1)s - - Xow) = sgn(o) w(Xy, ..., X5),

per ogni famiglia di campi vettoriali X;,..., X}, e per ogni permutazione o :
{1,...,k} — {1,...,k}. Indicheremo con Q¥M = I'(A*M) lo spazio vettoriale
delle k—forme differenziali su M, notando che Q°M = C>°(M), Q*M =T(TM*)
eche O*M =0,se k > n.

OSSERVAZIONE 1.4.1. Formalmente il fibrato delle k—forme alternanti andreb-
be denotato con A, M invece che A*M, simbolo che andrebbe riservato per il
fibrato dei k—vettori alternanti. Si usa invece generalmente questa notazione a
causa dell'importanza estremamente maggiore delle k&~forme alternanti. Sotto-
lineiamo che comungque le considerazioni di algebra multilineare che seguono
valgono analogamente per i k—vettori alternanti.

Definiamo il prodotto wedge (o prodotto esterno) A dia € Q¥M e 3 € Q"M come
la (k + h)—forma alternante

1
(@ A B) (Koo s Xiyn) = 1 > sgn(o) (a @B Xoq)s-- - Xowen)

0€Pk+h
1
= m Z SgIl(U) a(Xg(l), PN ,Xo(k))ﬁ(Xg(k+1), ce ,Xg(k+h)) ,
¥ O’E’Pk+h

dove con Py, abbiamo indicato il gruppo delle permutazioni di {1,...,k + h}.
In particolare, se @ e 3 sono due 1-forme, si ha

(@ B)X,Y) =a(X)(Y) —a(Y)5(X).

ESERCIZIO 1.4.2. Si provi che se ay,...,a; € Q'M e X;,..., X} sono campi
vettoriali, si ha

(g Ao ANag) (X, ..o, Xy) = det[ou(X;)] -

Il prodotto wedge & un prodotto associativo che si estende naturalmente allo
spazio QM = P, "M delle forme differenziali su M rendendolo un’alge-
bra graduata (oltre che uno spazio vettoriale reale e un C*°(M)-modulo) e che
soddisfa (anticommutativita)

aNB=(-1)"FAa,

perognia € Q*Me 3 € Q"M.
Per k € {1,...,n} si pud allora scrivere w € QFM in coordinate locali nei
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seguenti modi:

w :wil._.ikdx“ ® - Q@ dx'
1 . .
=1 Wiy i dx™ A Adx'®
= Z wil._.ikdx“ A Ade' ,
1<y <+ <ip<n
inquantow;, i, = sgn(o) wi, i, perogni k—upla diindici, ..., € {1,...,n},
inoltre se tale k—upla contiene un indice ripetuto si ha w;, ;, = 0.

ESERC1Z10 1.4.3. Usando la definizione del prodotto wedge si mostri che
P (aNp) = anp P e Lx(aNpB)=LxaANp+aANLxf,

per ogni a € QFM e 8 € Q"M. Segue che Lx & una derivazione sull’algebra
delle forme differenziali di M.

ESERCIZIO 1.4.4. Si mostri che
ix(aAB)=ixa ANB+(—DFaNixp,
per ogni o € Q"M e 8 € Q"M.
DEFINIZIONE 1.4.5. Una k—forma simmetrica w su una varieta M di dimensione

n & una sezione del fibrato %% M, sottofibrato di 7P M, cioe una k—forma (tensore
covariante di tipo (0, %)) che soddisfa

w(XU(l), . ,Xg(k)) — w(Xl, ce ,Xk) s

per ogni famiglia di campivettoriali X, ..., X; e ogni permutazioneo : {1,...,k} —
{1,...,k}. Indicheremo con S*M = I'(X*M) lo spazio vettoriale delle k~forme
simmetriche su M, notando che S°M = C>(M), S'M = T'(TM*). Poniamo
inoltre SM = @, .\ S*M.

ESERCIZIO 1.4.6. Si considerino gli operatori lineari che operano sulle k-
forme w come segue:

1
Sym(w)<X17 cee JXk) - E Z W<XO'(1)7 cee 7X0'(k)) S 8kM7

’ oc€Py
1
Ant(w)(Xi,.., Xi) = > sgn(o) w(Xoq), .- Xow) € XM
T oePy,

e si mostri che sono l'identita rispettivamente sulle k~forme simmetriche e sulle
k—forme differenziali.
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ESERCIZIO 1.4.7. Notando il legame esistente tra il prodotto wedge e 'opera-
tore Ant, si definisca, analogamente al prodotto wedge, il prodotto simmetrico ©
dia € S*M e 8 € S"M e sinoti che esso permette di definire un prodotto asso-
ciativo e commutativo che rende lo spazio SM delle forme simmetriche su M
un’algebra graduata (oltre che uno spazio vettoriale reale e un C*>°(1/ )-modulo)
su cui la derivata di Lie € una derivazione.

ESERCIZIO 1.4.8. Si mostri che se w € S¥M, le sue componenti in coordina-
te locali soddisfano Wiy (1)) = Wir...ir, PET OZNI famiglia di indici {1, ..., } C
{1,...,n}. Sidiscuta poila possibile definizione di tensori simmetrici /antisimmetrici
generali 7' € I'(T, M).

OSSERVAZIONE 1.4.9. Se w e una 2-forma, in coordinate locali si ha
Wi + Wy

Sym(w) = (wy; da’ @ da’? + wy; da’ @ da’) /2 = dz' @ da’

. . ) . Wi — Wig ) .
Ant(w) = (wy; da* ® do? — wy; da* @ da?) [2 = JTJ dr' @ da’ .
Si pud quindi sempre “decomporre” w nella sua parte simmetrica Sym(w) e anti-
simmetrica Ant(w) la cui somma e w, cioe w = Sym(w) + Ant(w).

DEFINIZIONE 1.4.10. Su ogni spazio di forme differenziali QF M si definisce
(unicamente) ’operatore locale differenziale esterno d : Q"M — QF+1M tale che:

e perogni f € Q°M = C>~(M) si ha che df & il differenziale della funzione f
(che & una 1-forma, cioé un elemento di Q* M = (T M*)),

e d’=dod=0,

e sihad(aAB)=daAB+ (—1)"a AdB, perognia e Q*Me e QM.

In coordinate locali, si ha

dw = d( Z wil,..ikd:vil A A dxi’“)

1<ip<---<ip<n

= Z dwi, i, N dzt A - A dx

1<i1<~~~<ik<n

EsEMPIO 1.4.11. Calcoliamo ad esempio dw per la 1-forma differenziale w =
w;dz": per ogni coppia di campi vettoriali X, Y, si ha

dw(X,Y) =d(wdz")(X,Y)
= (dw; AN dz")(X,Y)
= dw;(X)daz" (V) — dw;(Y)daz'(X)
= XwY' = Yw X'
=X (wY") =Y (w0 X") —w; XYY"+ w,Y X'
=Xw(Y) = Yw(X) —w([X,Y]).
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Per esercizio, si scrivano le componenti di dw in coordinate locali.

PROPOSIZIONE 1.4.12. Il differenziale esterno soddisfa le sequenti proprieta:

e per ogni mappa ¢ : M — N di classe C*°, si ha ¢* od = d o ¢*,
e per ogni campo vettoriale X si ha

LXod:doLX e LXIdOix—i-’iXod.

DIMOSTRAZIONE. Il primo punto segue dalla prima formula nell’Esercizio 1.4.3

e dalla seconda e terza proprieta nella definizione del differenziale esterno, con-
siderando coordinate locali e argomentando per induzione sul grado delle for-
me (lo si provi per esercizio).

La prima formula al secondo punto & conseguenza immediata della seconda e
della proprieta d* = 0.

La seconda formula si mostra facendo vedere che i due operatori locali Lx e
doix + ix o d coincidono sulle funzioni C* e sulle 1-forme e che sono entram-
bi derivazioni sull’algebra delle forme differenziali di M (si vedano gli Eser-
cizi 1.4.3 e 1.4.4), dunque coincidono su tutta tale algebra, argomentando per
induzione sul grado delle forme (una volta scritte in coordinate locali). O

ESERCIZIO 1.4.13. Si mostri che se w € QM e X, Xi,..., X}, sono campi
vettoriali, si ha

dw(Xo, X1, ..., X}) = Z(—1)ix( (Xoye -y X, -3 X1))

+ ) ()M X Ko X X XR)

0<i<j<k
dove il simbolo X; indica 'assenza di tale campo dagli argomenti di w.

DEFINIZIONE 1.4.14. Una varieta differenziabile si dice orientabile se ha un
atlante di carte coordinate tale che gli jacobiani delle mappe di transizione (che
non si annullano mai) sono positivi, tale atlante si dice allora orientato. Due
atlanti orientati sono equiorientati se la loro unione e sempre un atlante orientato.
Una orientazione di M e una classe di equivalenza di atlanti orientati con tale
relazione di equiorientazione. Una varieta munita di un’orientazione e detta
orientata.

Si pud mostrare che ogni varieta orientabile e connessa ha esattamente due
possibili orientazioni e che una varieta non orientabile ha un rivestimento (dif-
ferenziale) canonico di grado due che e una varieta orientabile, si veda la discus-
sione prima della Proposizione 3.25 in [117]. Ricordando che ogni rivestimento
di uno spazio topologico semplicemente connesso € un omeomorfismo, segue
che ogni varieta differenziabile semplicemente connessa ¢ orientabile.
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DEFINIZIONE 1.4.15. Diremo che un diffeomorfismo f : M — N tra due
varieta differenziabili e orientate preserva I'orientazione (e orientation—preserving)
se 'atlante immagine (f(U,), o © f~') dell’atlante orientato (U,,¢,) di M e
’atlante orientato di NV sono equiorientati. Viceversa, diremo che f non preser-
va l'orientazione (& orientation—reversing) se tale atlante immagine e 1’atlante che
definisce 1'orientazione opposta di N sono equiorientati.

ESERCIZIO 1.4.16. Si provi che un diffeomorfismo f : M — N preserva l'o-
rientazione se e solo se in carte coordinate (U, ) di M e (V, ¢) di N, appartenenti
a rispettivi atlanti orientati e per cui la mappa o fop™! : o(U) — (V) sia ben
definita, ha jacobiano positivo. Viceversa, tale jacobiano € negativo se e solo se
f e orientation reversing.

Cio chiaramente mostra che la definizione precedente e ben posta.

DEFINIZIONE 1.4.17. Una forma di volume sulla varieta differenziabile n—dimensionale
M e una n—forma differenziale mai nulla w € Q"M.

Si osservi che se w e w’ sono due forme di volume su M, allora esiste una
funzione f € C°°(M) mai nulla tale che W’ = fw.

PROPOSIZIONE 1.4.18. Sia M una varieta differenziabile connessa, n—dimensionale.
Sono equivalenti:

e M ¢ orientabile,
e csiste una forma di volume su M,
e il fibrato A™ M e banale.

Sia ora w € Q"M con supporto compatto contenuto in U C M aperto, dove
(U, ) & una carta coordinata, ¢ : U — R", appartenente a un atlante orientato
della varieta differenziabile n—dimensionale orientata /. Segue che

(o N'w=fdz" N+ Ada"

e una n—forma differenziale su R" (una volta estesa a zero fuori da ¢(U)), per
una certa funzione f : R" — R di classe C*° a supporto compatto. Definiamo

allora
/w: fdx'---da™,
M ]Rn

che si vede facilmente essere indipendente dalla carta coordinata scelta (conte-
nente il supporto di w) dell’atlante orientato (lo si provi per esercizio).

Nel caso generale, se w & una n—forma differenziale con supporto compatto, con-
sideriamo una partizione dell’unita {p, : M — R} associata a un ricoprimento
in aperti coordinati {U, } dell’atlante orientato di M e definiamo

o e
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Si mostra allora che questo integrale & indipendente dalla particolare partizione
dell’unita e dall’atlante orientato che si sono scelti.

OSSERVAZIONE 1.4.19. Se si considera un atlante orientato che induce la stes-
sa orientazione su M, l'integrale [, w & invariato, mentre cambia segno se con-
sideriamo un atlante orientato che induce su M l'orientazione opposta.

Le forme differenziali w tali che dw = 0 sono dette chiuse, mentre quelle per
cui esiste una forma differenziale o tale che daw = w, esatte. Per la proprieta
d? = 0 del differenziale esterno, che implica che ogni forma esatta & chiusa, la
seguente definizione & ben posta.

DEFINIZIONE 1.4.20 (Gruppi di coomologia di de Rham). Il k—esimo gruppo
di coomologia di de Rham e definito come lo spazio vettoriale reale (quoziente)

Hjp(M) ={we Q*M : dw=0}/d0" "M,

perognik € N,con k > 1.

Ponendo Q~'M = 0, siha H),,(M) = {f € C*(M) : df =0}, cioe le funzioni
(> localmente costanti, spazio vettoriale isomorfo a R™, con m € N il numero
delle componenti connesse di M. Notiamo inoltre che Hj,(M) = 0se k > n,
dove n e la dimensione della varieta M.

La dimensione b (M) dello spazio vettoriale reale H¥, (M) & detto k—esimo nu-
mero di Betti di M.

In R" siha HY,(M) = Re Hyr(M) = 0, per ogni k € N con k > 1. Pittin
generale, si ha il seguente risultato (si veda [2, Sezione 5.3]) e relativo corollario,
che segue dal primo punto della Proposizione 1.4.12.

TEOREMA 1.4.21 (Lemma di Poincaré). Sia U un aperto stellato di R" e w € QFU,
con k > 1, chiusa. Allora esiste o« € QF U tale che da = w, cioe HY (M) = 0 (ogni

N

forma differenziale chiusa suR™ é esatta).

COROLLARIO 1.4.22. Per ogni p € M, c’e un intorno aperto U di p in M tale che
sew € QFU, con k > 1, é chiusa, allora esiste @ € QF1U tale che do = w. In altre
parole, ogni forma chiusa su M e localmente esatta.

OSSERVAZIONE 1.4.23. Si pud mostrare che gli spazi vettoriali H},,(M) so-
no degli invarianti topologici di M e che se M e una varieta differenziabile
n—dimensionale, compatta, connessa e orientabile, si ha Hp (M) = R. Se M
e orientabile e non compatta oppure non orientabile, H},(M) = 0 (si veda [2,
Corollario 5.6.9]). Inoltre, se M & semplicemente connessa, si ha H},,(M) = 0.
Menzioniamo infine che HE ,(S™) = 0 per k # 0,n, si veda [2, Esempio 5.3.7].

OSSERVAZIONE 1.4.24. Si dimostra che la caratteristica di Eulero—Poincaré di M
(siveda [149], per esempio), che € un invariante topologico di M, & data da
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Nel caso speciale di una superficie compatta, connessa e orientabile .S, si ha
bo(S) = b2(S) = 1, dunque x(S) = 2 — b1(5). Valendo x(S5) = 2 — 2¢(5), dove
g(S) e il genere di S (il numero di “buchi”), abbiamo che la dimensione b, (.5) di
H},z(S) e uguale a due volte g(S). Per esempio, H},5(S?*) = 0 e Hy,(T) = R?,
dove T = T? = S! x S! & il toro (la sfera ha genere zero e il toro uno).

g S

FIGURA 1.1 Supertfici di genere 0, 1, 2 e 3:

1.5. Campi vettoriali e flussi

Dati un campo vettoriale X e un punto p di una varieta differenziabile n—
dimensionale M, possiamo considerare il problema di Cauchy

Y(t) = Xy
7(0)=p

per una curva y : [ — M, su un intervallo / C R contenente 0. Una tale curva v
si dice curva integrale di X uscente da p.

Argomentando in carte locali con il teorema di esistenza e unicita (e di dipen-
denza C'°) delle soluzioni delle equazioni differenziali ordinarie (si veda [170]),
si mostra che tale problema ha sempre una soluzione C'*° (unica) v, : I, = M in
un intervallo aperto I, € R “massimale”, che dipende in modo C'* dal punto p
e dal campo X. Inoltre si verifica una e una sola delle seguenti situazioni: v, &
costante, o ¢ iniettiva, oppure & periodica non costante.

Detta D C M x R I'unione degli insiemi {p} x I, al variare di p in M, si mostra
che D & un aperto di M x R contenente M x {0}, dunque per ogni (po,to) € D
esistono un intorno aperto U di p, in M e un intervallo aperto I C R contenente
to, tali che per ogni ¢ € U le soluzioni v, sono definite in / (almeno).

La mappa 6 : (q,t) € D+ ,(t) € M si dimostra essere C* ed e chiamata flusso
locale o semplicemente flusso di X. Nel caso in cui D e M x R la chiameremo in-
vece flusso globale di X. Se la varieta M e compatta o se il campo X e a supporto
compatto, e facile vedere che il flusso di X e globale.
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Per ogni ¢ € R tale che l'insieme aperto D; = {p € M : t € I,} sia non vuoto,
I'applicazione 0, : D, — D_, data da 6;(p) = 6(p, t) & un diffeomorfismo con in-
versa 0_,, 0, = 1d, inoltre se & ben definita la composizione ¢, 06y, il suo dominio
e contenuto (in generale strettamente) in D, e su di esso vale 6, o 0y = 0.
La famiglia di funzioni ¢, & chiamata gruppo locale ad un parametro di X, seb-
bene in generale non sia un gruppo a meno che il flusso non sia globale. In
quest’ultimo caso caso chiameremo 6, gruppo ad un parametro di X.

PROPOSIZIONE 1.5.1. Se ¢ : M — N e un diffeomorfismo e X un campo vettoriale
su M con gruppo locale ad un parametro 0,, allora p o 0, o p~' & il gruppo locale ad un
parametro di ¢, X.

Si puo dimostrare la seguente relazione (1.5) con la derivata di Lie che ne giu-
stifica il nome, essendo dunque un modo di “derivare” un campo nella direzio-
ne di un altro. Sfortunatamente, malgrado soddisfi il teorema di Schwarz, cioe
I'invarianza rispetto all’ordine in cui sono prese le derivate iterate, visto nel-
la Proposizione 1.3.5, la mancanza della C*(M)-linearita di (X,Y) — LxY =
[X,Y]in X (e l'indipendenza dalla “struttura metrica” che andremo a conside-
rare sulle varieta, essendo infatti la derivata di Lie legata solo alla struttura dif-
ferenziale) non la rende lo strumento adatto alla geometria riemanniana, quan-
to invece la derivata covariante che introdurremo nel Capitolo 3 (che al contrario,
non soddisfera il teorema di Schwarz).

PROPOSIZIONE 1.5.2. Siano X e Y due campi vettoriali su M e 0, il gruppo locale
ad un parametro di X, allora

d
E(Qt*y)p

= - [X.Y], (15)

t=0
perognip € M.

ESERCIZ1O 1.5.3. Sia X un campo vettoriale su M e 6, il gruppo locale ad un
parametro di X. Se T’ € I'(T7 M), si mostri che

d

(0.7),

= —LxT,
t=0 Xop

perognip € M.

Inoltre, si pud mostrare che i flussi locali associati a due campi vettoriali
X,Y, rispettivamente 0, e 0,, commutano fra loro (cioé 6, o 05 = o, 0 6;, per
t,s in un intorno di 0 € R) se e solo se [X,Y] = 0 localmente (si veda [2,
Proposizione 3.7.3]).

1.6. Sottovarieta

DEFINIZIONE 1.6.1. Diremo che una mappa f : M — N e un’immersione se il
differenziale df, : T,M — Ty N ¢ iniettivo per ogni p € M. Se inoltre f & un
omeomorfismo con la sua immagine f(A/) C N (quindi e iniettiva), diremo che
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f € un embedding. Infine, diremo che f & una sommersione se il suo differenziale
e surgettivo in ogni punto (talvolta, in tale caso, N si dice base e M spazio totale).

Argomentando in carte locali, si puo vedere facilmente che localmente un’im-
mersione f : S — M & sempre un embedding. Inoltre, se f ¢ iniettiva e pro-
pria (la controimmagine di ogni compatto € compatta) &€ un embedding (globa-
le). Cio e sempre vero se S € compatta. Si mostrino queste affermazioni per
esercizio.

OSSERVAZIONE 1.6.2. Si noti che una curva~ : I — M, cond C R & un'im-
mersione se solo se ¥ = dv(0;) non si annulla mai. In tale caso si dice che la
curva e regolare.

Introduciamo ora le mappe a rango costante e il pittimportante teorema che le
riguarda, conseguenza del teorema della funzione inversa. Nel seguito, utilizze-
remo tale teorema per munire le immagini di embedding oppure di immersioni
iniettive di un’opportuna struttura differenziale.

DEFINIZIONE 1.6.3. Sia f : M — N una mappa C* tra due varieta diffe-
renziabili. Il rango di f in p € M e il rango del differenziale df, : T,M —
Ty(p)N-

TEOREMA 1.6.4 (Teorema del rango). Siano U C R™ eV C R" apertie f : U —
V' una mappa di rango costante k > 0. Allora per ogni p € U, esistono una carta
coordinata (Uy, ) per R™ centrata in p e una carta coordinata (Vy, ) per R"™ centrata
in f(p),con Uy C U e f(Uy) C Vo CV, tali che

Yo fop Mot L 2k 2™ = (2!, ..., 25,0,...,0)
e P (f(Uo)) = (Vo) N (R* x {0} x - - x {0}).

COROLLARIO 1.6.5. Siano M una varieta differenziabile m—dimensionale e N una
n—dimensionale e f : M — N una mappa di rango costante k > 0. Allora per ogni
p € M, esistono una carta coordinata (U, p) di M centrata in p e una carta coordinata
(V,4b) di N centrata in f(p), con f(U) C V, tali che

Yo fop Nt . 2k M 2™ = (2f ... 28,0,...,0)

ep(f(U)) = (V)N (RF x {0} x --- x {0}). In particolare,

e se f: M — N eéun’immersione (quindi di rango costante m < n), per ognip € M,
esistono una carta coordinata (U, ) di M centrata in p e una carta coordinata
(V,4) di N centrata in f(p), con f(U) CV, tali che

pofop ... 2™ = (z" ..., 2™ 0,...,0)
ep(f(U)) = (V) N (R™ x {0} x--- x {0}),
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o se f: M — N e una sommersione (quindi di rango costante n < m), per ogni p €
M, esistono una carta coordinata (U, @) di M centrata in p e una carta coordinata
(V,4) di N centrata in f(p), con f(U) C V, tali che

Yo fop tat,. .. 2™ 2"t 2™ = (2h ..., "),

ESERCIZIO 1.6.6. Si mostri chese f : S — M & un embedding di una varieta
k—dimensionale S in una varieta n—dimensionale M e p € f(S), esiste una carta
coordinata (V%) di M centrata in p, tale che

D(fSYNV)={zep(V)CR" : 2" =... = 2" = 0}.

In particolare, (f(S) NV, 7o v|ss)nv) € una carta coordinata per f(.5) in p (nella
topologia indotta su f(S) da M), dove 7 : R® — R” & la proiezione ortogonale
sulle prime k& componenti di R”. Si concluda dunque che e possibile munire
f(S) di una struttura differenziale (unica) rispetto alla quale f : S — f(S) e un
diffeomorfismo e per la quale ¢ : f(S) — M e un embedding.

ESERCIZIO 1.6.7. Usando il fatto che localmente ogni immersione & un em-
bedding e ragionando localmente come nell’Esercizio 1.6.6, si mostri che se
f S — M un’immersione iniettiva, allora & possibile ottenere una struttura dif-
ferenziale di f(S) (unica) rispetto alla quale f : S — f(S) e un diffeomorfismo
e per la quale ¢ : f(S) — M e un’immersione.

Essendo f : S — f(S) un diffeomorfismo in entrambi i due casi considerati
in questi esercizi, la struttura differenziale che si ottiene su f(.5) coincide con
quella data dalle carte (f(U),¢ o f|, '), dove con (U, ¢) indichiamo le carte
coordinate dell’atlante di S. La differenza e che nel primo caso gli aperti delle
carte coordinate sono dati da restrizioni degli aperti delle carte di M, mentre
nel secondo da questi ultimi intersecati con le immagini degli aperti di S per la
mappa f, infatti in questo caso potrebbero esserci punti p € f(.5) tali che non
esista una carta coordinata (V) di M centrata in p, tale che

P(fS)NV)={zeyp(V)CR" : 2" =... =" =0}

(si vedala Figura 1.2). Questo implica che nel caso di un embedding, la topolo-
giasu f(S) ottenuta per immagine diretta della topologia di S mediante f e la
topologia indotta da M coincidono. Invece, nel caso di un’immersione iniettiva
che non sia un embedding, la topologia su f(.5) € strettamente pit1 fine di quella
indotta da M (la mappa inclusione e continua). In particolare, la mappa f non
€ un omeomorfismo tra S e f(5) con la topologia indotta.

DEFINIZIONE 1.6.8. Una sottovarieta (regolare) S di una varieta differenziabile
M & un sottoinsieme di M con una struttura di varieta differenziabile tale che
I'inclusione ¢ : S < M sia un embedding.

Una sottovarieta immersa € 'immagine f(S) di una varieta differenziabile S
via un’immersione iniettiva f : S — M, con la struttura indotta discussa nel-
I’Esercizio 1.6.7. Nel seguito, nel caso in cui 'immersione iniettiva sia rilevante,
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diremo (con un abuso di notazione) che f : S — M ¢ una sottovarieta immersa,
altrimenti parleremo di una sottovarieta immersa S C M, sottintendendo che
I'immersione ¢ data dalla mappa inclusione ¢ : S — M.

La differenza tra la dimensione di M e di S e detta codimensione di S'in M. Una
sottovarieta (immersa) di codimensione uno e detta ipersuperficie (immersa).

OSSERVAZIONE 1.6.9. Segue ovviamente dalla definizione che ogni sottova-
rieta € una sottovarieta immersa. Inoltre, dall’Esercizio 1.6.6 possiamo conclu-
dere che le immagini di embedding, con la struttura differenziale ivi introdotta,
sono sottovarieta. Dunque, se f : S — M & unimmersione (anche non inietti-
va), per ogni punto p € S esiste un intorno aperto U C S di p tale che f(U) e
una sottovarieta di M.

Per 1’Esercizio 1.6.6, una sottovarieta k—dimensionale S C M di una varie-
ta differenziabile M di dimensione n, ammette nell'intorno di ogni suo punto
p € S una carta ottenuta da una della varieta ambiente, cioé esiste una carta
coordinata (V%) di M centrata in p € V/, tale che

P(SNV)={r (V) CR" : 2F! =... =" =0}

e (SNV,mo1|sny) € una carta coordinata per S in un intorno di p, dove 7 : R” —
R* & la proiezione ortogonale sulle prime k componenti di R™. La carta (V,v) di
M si dice che ¢ adattata alla sottovarieta S. Un atlante di M costituito da carte
che se intersecano la sottovarieta S allora sono adattate, si dice adattato a S.

OSSERVAZIONE 1.6.10. La discussione fatta in precedenza sulla differenza tra
embedding e immersioni iniettive si applica chiaramente alle sottovarieta. Ve-
diamo nella figura che segue una curva v : R — R? che nel primo caso & un’im-
mersione non iniettiva, nel secondo un’immersione iniettiva ma non un embed-
ding e nel terzo un embedding. Negli ultimi due casi il suo supporto ¢ dunque
rispettivamente, una sottovarieta immersa (ma non una sottovarieta) e una sot-
tovarieta di R?.

FIGURA 1.2

Si noti come nel secondo caso la topologia di v(R) data dalla sua struttura dif-
ferenziale e pit fine di quella indotta da M (si considerino gli intorni del punto
dove la curva si avvicina a se stessa nelle due topologie).
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ESERCIZIO 1.6.11. Sia f : M — N una mappa C* tra due varieta differen-
ziabili. Se S € una sottovarieta oppure una sottovarieta immersa di M, allora

segue facilmente che f|g : S — N e ancora una mappa C*. Se S & invece una
sottovarieta immersa di N tale che f(M) C S e M= S & continua, utiliz-
zando il Corollario 1.6.5, si mostri che f : M — S & ancora una mappa C*. In

particolare se S & una sottovarieta di N tale che f(M) C S, allora f : M — S &
una mappa C*.

Se S e una sottovarieta di una varieta differenziabile M e p & S, il differen-
ziale dv, : T, — T,M realizza T),S come il sottospazio vettoriale di,(7,5) di
T,M. Analogamente, per una sottovarieta immersa, se abbiamo un’immersio-
ne iniettiva f : S — M, il differenziale df, : T,,S — TjgM identifica 7,S con
il sottospazio vettoriale df,,(7,,S) di Ty(,)M (identificheremo anche il tangente
T f(S)di f(S) in f(p) con il sottospazio vettoriale df,,(7,,S) di Ty, M). Infine,
anche per un’immersione non necessariamente iniettiva f : S =+ M, per I'Osser-
vazione 1.6.9, il differenziale df, : T,,S — T, M identifica T},S con il sottospazio
vettoriale df,,(7,,S) di T,y M, per ognip € S.

ESERCIZIO 1.6.12. Si mostri che, con l'identificazione tra i tangenti di cui so-
pra, se S e una sottovarieta di M e X, Y sono campi vettoriali su S che local-
mente si estendono a campi X,Y su M, siha [X,Y]® = [X,Y]™ in ogni punto
di S. Si provi che lo stesso vale nel caso in cui S sia una sottovarieta immersa di
M.

DEFINIZIONE 1.6.13. Sia f : M — N una mappa C* tra due varieta differen-
ziabili. Un punto p € M si dice punto critico di f se il differenziale df, : T,M —
Ty N non e surgettivo. Un valore critico di f € I'immagine di un punto critico,
un valore regolare € un punto di f(M) che non e un valore critico. Indichiamo
con Crit(f) I'insieme dei punti critici di f. Infine, un insieme di livello di f € un
sottoinsieme di M della forma f~'(q), conq € f(M) C N.

Chiaramente, se N = R, i punti critici di una funzione f € C*°(M) sono quelli
dove df si annulla.

PROPOSIZIONE 1.6.14. Sia f : M — N una mappa C™ tra due varieta differenzia-
bili con dim M =n +k > n = dim N. Allora:

e perogniq € f(M) linsieme M, = f~*(q)\Crit(f) é una sottovarieta k—dimensionale
di M. In particolare, se q & un valore regolare allora f~'(q) & una sottovarieta
k—dimensionale di M,

e se p € M, lo spazio tangente di M, in p coincide con il kernel di df,. In particolare,
se N=R"e f € C°(M;R"), allora lo spazio tangente di M, in p é dato dai vettori
X, € T,M tali che X,,f* = 0 perognii € {1,...,n}.

ESERCIZIO 1.6.15. Si mostri che se f € C*°(R") e ¢ € R & un valore regolare,
allora f~'(¢) & un’ipersuperficie orientabile di R™.



1.7. IL TEOREMA DI FROBENIUS 23

TEOREMA 1.6.16 (Teorema di Whitney — 1935). Ogni varieta differenziabile di
dimensione n ha un embedding proprio in R?"+1,

OSSERVAZIONE 1.6.17. Nel 1944 lo stesso Whitney ha mostrato che I'embed-
ding si puo avere anche in R?" (la differenza e che in R***! si pud anche richie-
dere che I'embedding sia proprio, cioé la controimmagine di ogni compatto e
compatta). Inoltre se la varieta & compatta e orientabile, si ha un embedding in
R2n—1.

Se n > 1 si puo trovare un’immersione (non necessariamente iniettiva) della
varieta in R*"~! (oppure in S$**~!, per ogni n € N). Si vedano [2, Sezione 2.8]
e [241].

ESERCIZIO 1.6.18. Si mostri che se la mappa da S? C R?* in R* data da

($7y72) = ('%2 - yQ,xy,xz,yZ)

induce un embedding del piano proiettivo RP? (visto come quoziente di S?) in
R*.

1.7. Il teorema di Frobenius

Supponiamo di avere un riferimento X;, ..., X, locale del fibrato tangente
TM inunapertoU C M. Fissatoun puntop € U non e difficile trovare una carta
coordinata (W, ¢) tale che X; = 22- nel solo punto p (lo si provi per esercizio).
Niente garantisce invece che si possa avere X; = -~ su tutto il dominio di
una carta, infatti in generale cio non e possibile. Vale il seguente risultato [2,

Teorema 3.7 .4].

PROPOSIZIONE 1.7.1. Sia Xi,..., X, un riferimento locale del fibrato tangente
TM in un apertoU C M. Allora per ogni punto p € U esiste una carta locale (W, @)
centrata in p tale che X;|w = 52, per ogni i € {1,...,n}, se e solo se [X;, X;] = 0 in
U,perognii,j e {1,...,n}.

Un campo vettoriale mai nullo su M determina un sottospazio unidimen-
sionale dello spazio tangente in ogni punto della varieta, dunque le sue curve
integrali, che hanno derivata mai nulla, individuano delle sottovarieta unidi-
mensionali di M che in ogni punto hanno come spazio tangente tale sottospa-
zio. Il teorema di Frobenius generalizza questo risultato a una scelta in ogni
punto di M di un sottospazio k—dimensionale dello spazio tangente.
Riferimenti principali per questa sezione sono [2, Sezione 3.7] e [206].

DEFINIZIONE 1.7.2. Sia M una varieta differenziabile di dimensione n e sia
1 < k < n. Una distribuzione di rango k su M e un sottoinsieme D C T'M tale
che:

e per ogni p € M l'insieme D, = D N T,M e un sottospazio vettoriale di 7,
di dimensione k,
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e per ogni p € M esistono un intorno aperto U di p e dei campi vettoriali
Xy, ..., XpsuUtaliche D, = ((X1),,---,(Xy),) perogniq € U (tale famiglia
di campi e detta riferimento locale per D).

In altre parole, una distribuzione e una scelta C'*° di un sottospazio vettoriale
k—dimensionale di 7, M per ogni punto p € M.

DEFINIZIONE 1.7.3. Data una distribuzione D su M, diciamo che un campo
vettoriale X su un aperto U C M giace su D se X, € D, per ognip € U.
Una distribuzione D si dice involutiva se [X, Y] giace su D per ogni coppia di
campi vettoriali X e Y di M che giacciono su D.

ESERCIZIO 1.7.4. Data una distribuzione D di rango k, utilizzando le pro-
prieta delle parentesi di Lie, si mostri che D & involutiva se e solo se per ogni
punto p € M esiste un suo intorno aperto U e un riferimento locale X;, ..., X}
per D su U, tale che [X;, X;] & un campo vettoriale che giace su D, per ogni
i,j €{1,...,k}.

ESEMPIO 1.7.5. Non tutte le distribuzioni sono involutive: consideriamo per
esempio M = R® con le coordinate (z,y,z) e i campi vettoriali linearmente
indipendenti su tutto R?

0 0 0
= — =Y e Y =—.
or Yoz Jy
Allora X e Y definiscono una distribuzione di rango 2 data da D, = (X,,,Y,,), per
ogni p € R3. Per costruzione entrambi X e Y giacciono su D, tuttavia [X,Y] =
2 non ¢ combinazione lineare di X e Y, di conseguenza non giace su D e la
distribuzione non ¢ involutiva.

DEFINIZIONE 1.7.6. Sia D una distribuzione di rango k su /. Una sottovarie-
ta immersa f(S) € M di dimensione k, datada f : S — M, tale che 7,S = D,
per ogni p € S, si dice sottovarieta integrale di D. La distribuzione D si dice
integrabile se ogni punto p € M e contenuto in una sottovarieta integrale di D.

PROPOSIZIONE 1.7.7. Ogni distribuzione integrabile e involutiva.

Le sottovarieta integrali generalizzano le curve integrali gia viste per i campi
vettoriali, che rappresentano distribuzioni di rango 1 (se non si annullano mai).
Vedremo che come le curve integrali anche le sottovarieta integrali sono a due
a due disgiunte.

DEFINIZIONE 1.7.8. Sia D una distribuzione di rango & su M. Una carta coor-
dinata (U, p) con ¢ = (z',...,2") si dice piatta per D se D, = (5= e %m,
per ogni p € U e inoltre ¢ (U) = Q' x ", dove (' & un aperto di R* e Q" & un
aperto di R"*.

Gli insiemi della forma

{p eU : "(p) = chyr,...,2"(p) = Cn}




1.7. IL TEOREMA DI FROBENIUS 25
con (Cgi1,-.-,Cn) € Q fissati si dicono slice.

DEFINIZIONE 1.7.9. Una distribuzione D si dice completamente integrabile se
per ogni p € M esiste una carta locale (U, ) centrata in p e piatta per D.

E facile vedere, usando carte coordinate piatte che ogni distribuzione comple-
tamente integrabile e integrabile, infatti le slice sono varieta integrali. Abbiamo
dunque che

completamente integrabile = integrabile — involutiva ,

il teorema di Frobenius afferma che in realta queste tre proprieta sono equiva-
lenti.

TEOREMA 1.7.10 (Teorema di Frobenius). Ogni distribuzione involutiva e com-
pletamente integrabile. Seque che se D C T'M e una distribuzione involutiva di rango
k su M, allora per ogni punto p € M passa un’unica sottovarieta integrale connessa
massimale N, di D, ovvero ogni altra sottovarieta integrale connessa contenente p e
contenuta in N,

OSSERVAZIONE 1.7.11. In vari testi, per esempio [2, Teorema 3.7.11], il teo-
rema di Frobenius si ottiene come conseguenza della Proposizione 1.7.1, dimo-
strata indipendentemente. In [206] si ha una dimostrazione diretta del teorema
di Frobenius, che implica la Proposizione 1.7.1, come mostreremo nell’Osserva-
zione 1.7.13.

I teorema di Frobenius e utile per cercare soluzioni (locali) non banali « : 2 —
R di sistemi di equazioni differenziali alle derivate parziali del prim’ordine,
come ad esempio il seguente,

. v ou
Ajafete) =0
in un aperto © C R”, per k € {1,...,m} con m < n, per dei coefficienti A} €

C*> (). Infatti, se consideriamo i campi X, = A% 9; su Q) e la distribuzione D che
essi generano, abbiamo due casi:

e La distribuzione D ¢ involutiva oppure esistono altri campi X, = A}9; su Q,
per k = {m+1,...,¢}, tali che la distribuzione D’ generata da tutti i campi
X}, € involutiva e ha rango d < n. In tal caso, esiste una carta coordinata
(U, ), con p = (y',...,y"), tale che le varieta integrali della distribuzione D
(0 D') sono date da

{95 eU : de(iﬂ) = Cd+1,3/d+2(95) = Cay2,- -, Y (T) = Cn}

per delle costanti cqyq, ..., cp. E allora facile vedere che in tale carta lo-

cale una qualunque funzione v : U — R di classe C*° risolve il sistema

differenziale se e solo se dipende solo dalle variabili y4*1, ... ¢
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e Se la distribuzione D non é involutiva e non puo essere completata a una
distribuzione involutiva D’ che ammetta un numero di generatori inferiore
a n, il sistema differenziale non ammette soluzioni non banali (lo si provi
per esercizio, osservando che se u risolve Xu = 0 per ogni k € {1,...,m},
allora [X;, X;Jlu = 0 perognii,j € {1,...,m}).

Un altro esempio estremamente importante e la seguente proposizione, che
useremo ripetutamente nel seguito, riguardante i sistemi di equazioni differen-
ziali alle derivate parziali del primo ordine”in forma normale”. Ne diamo pri-
ma una dimostrazione diretta e poi mostriamo come discenda naturalmente dal
teorema di Frobenius. In realta, questa proposizione ¢ la versione “classica” del
teorema di Frobenius che venne originariamente sviluppato proprio con l'in-
tento di risolvere tali sistemi (le equazioni come quella del Problema (1.6) sono
dette equazioni ai differenziali totali), mentre la versione “moderna” data dal Teo-
rema 1.7.10 ne e 'interpretazione geometrica (si veda [206, Capitolo 2], per una
altra versione ancora, di taglio algebrico-geometrico).

PROPOSIZIONE 1.7.12. Sia V x U C R™ x R" apertoe X, : V x U — R", per
i€ {1,...,m}. Allora, per ogniT € V ey € U esiste unica una funzione v : W — U,
in un intorno W C V di T in R™ tale che

u(T) =7y
ou . o (1.6)
e (x) = Xi(z,u(z)) perogniz € Weperognii € {1,...,m},

seesoloseinV x U se valgono le sequenti condizioni di integrabilita:
0X; 8XiX7? _ 0X; N 8Xij
oxd — Oyt 7 Oxt  oyF !
perognii,j € {1,...,m} ('unicita é nel senso che se u : W — U ¢ un’altra soluzione
del Problema (1.6) in un intorno W di z, allora u e u coincidono sulla componente
connessa di W N W che contiene T).

(1.7)

DIMOSTRAZIONE. La necessita segue dal teorema di Schwarz, in quanto se
u risolve. il Problema (1.6) si ha a:?;gmi (_) = agi;;j (7), qhe e 'equazione (1.7)
valutata in (7, u(7)) = (7,¥), una volta sviluppati i calcoli.
Supponiamo senza perdita di generalita che 0 € V e 7 = 0. Assumendo che
valga la condizione (1.7), costruiamo la funzione v induttivamente come segue:

prima definiamo u(z',0, ..., 0) = $1(2'), dove ; ¢ la soluzione del’ODE

p(0) =7y
{5{(7) = X1(7,0,...0,51(7))
che ha una soluzione unica per |7| < £;. Dunque
Ou
da?t

(4,0,...,0) = X;(2',0,...,0,u(z",0,...,0)),
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cioeé u soddisfa I'’equazione differenziale del sistema (1.6) per j = 1.

Supponendo di avere costruito u(z', ...,z 0, ..., 0) che soddisfa il sistema (1.6)
peri € {1,...,k—1}, poniamo u(z!, ... 281 2k 0,...,0) = Bp(a¥; 2!, ... 2F71)
dove [, risolve

{Bk(o;xl,...,xkl) =u(xt,...,2"10,...,0)

4

1.8
Bi(riat, . . xk ) = X (2t 2R 70,0000, B(rs 2t L 2R Y) (18)

che ha una soluzione per |7| < ¢ (indipendente da (2!, ...2*"!) quando i valori
€1,...,ck—1 sono scelti sufficientemente piccoli). Dunque u e C*? e
ou
@(xl,...wk,O...,O) = Xp(zt, ... 280, 0,u(zt, o, 2R,0,. .., 0)).
Mostriamo che v continua soddisfare il sistema (1.6) per i € {1,...,k — 1}. Per
fare cio consideriamo i € {1,...,k — 1} e definiamo
0
h(r;at,. .. 21 = 8;@1, o,z r0,...,0)
— X;(2t, . 2" 0,0, 0,u(t, L 2R 70,..0,0))
dunque h(0;2', ..., 2%"1) = 0, per la definizione di u con il sistema (1.8) e per l'i-

potesi induttiva. Usiamo ora 1'equazione (1.7) per ottenere un’equazione diffe-
renziale per h e per semplificare i calcoli, evitiamo di indicare che tutte le espres-

sioni di u sono valutate in (z',..., 2!, 7,0,...,0) mentre tutte le espressioni di
X, sono valutate in
1 k—1 1 k—1
(..., 2" 71,0, 0u(zr, ..., 2", 7,0,...,0)).

Applicando la definizione di h e u, il teorema di Schwarz a u e la condizio-
ne (1.7), si ha

d

9u 0X, o' oX;
—h(rat, . L2k = . — —F — -
dr GERR A dxkdx:  Oxk Oz Oyt
oxt  ox' oyt Ozk Oy
ori +( (T,Q? ) L )+ z) 8yl oxk 8yl k
X
=hi(r;2t, ... ,xkl)—aaylk .
Per il teorema di unicita delle soluzioni dei sistemi di equazioni differenziali
ordinarie, I'unica soluzione con la condizione iniziale h(0;z!,..., 28 1) = 0 &
h(r;at, ... 2" 1) =0, dunque u soddisfa il sistema (1.6) per ognii € {1,...,k}.
Per induzione abbiamo dunque una soluzione u del sistema (1.6) nell’aperto
W = {(a',...,2™) : |2*| < e, perognik € {1,...,m}}, I'unicita segue sempre

dal suddetto teorema di unicita. O
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Vediamo una dimostrazione alternativa dell’esistenza di una soluzione del
Problema (1.6), usando il teorema di Frobenius 1.7.10.

SECONDA DIMOSTRAZIONE. Se consideriamo la distribuzione D su V' x U
di rango m, generata dai campi

(xay) = Z(xuy) =€ + Xil(l‘7y)6m+1 + -+ X?(ffay)eern

peri € {1,...,m}, dove {e;} € la base canonica di R™ x R", essa & involutiva se
e solo se [X;, X,] giace su D, cioeé se ponendo

! l
g2 9K 0K g 0XD0Xi
Yoo 9xt o oykT Tt Qa9 oykT S

il campo Z;; = Z}jemﬂ + -+ Zlsem+n € in 0gni punto una combinazione lineare

(1.9)

dei campi X3, ..., X,,, perognii,j € {1,...,m}. Per la definizione dei campi
Z, cid puo avvenire se e solo se tale combinazione lineare ha tutti i coefficienti
nulli, dunque se e solo se Z;; = 0, per ogni i, j € {1,...,m}.

Se vale la condizione (1.7), la distribuzione D di rango m e allora involutiva,
quindi & completamente integrabile per il teorema di Frobenius e localmente
esiste un’unica sottovarieta integrale (embedded) m—dimensionale S, passante
peril punto (Z,7) e contenuta in V' x U. Lo spazio tangente in ogni punto (z,y) €
R™ x R™ di tale sottovarieta e generato dai vettori linearmente indipendenti
X1(z,y), ..., Xm(z,y), dunque si vede facilmente che non pud contenere alcun
vettore in R” C R™ x R" ~ T, ,) (R™ x R"), da cui segue che la mappa di
proiezione 7, da R™ x R" su R™, ristretta a S, € un diffeomorfismo locale e
dunque esistono un intorno aperto W di (z,7) in S e un aperto W C V di R™,
contenente 7, tra i quali 7, € un diffeomorfismo. Chiamiamo v : W — U C
R™ la mappa ottenuta componendo l'inversa ¢ : W — § C R™ x R" di tale
diffeomorfismo con la mappa di proiezione sul secondo fattore 7, : R™ x R" —
R", cioe deve essere p(x) = (z,u(x)) (si noti che u(Z) = 7, in quanto (7,7y) € 5).
Abbiamo allora che per ognii € {1,...,m}exz €W,

dp . oul ou™
axi (:IZ') =e; + %(Z’)GWHA + -+ %

e per la lineare indipendenza dei vettori X (z,u(z)),..., X (z,u(z)), che sono
una base di 7{; 4(,))S e

(Z)em+n € Tiau(z)S

Xi(@, u(@)) = e+ X} (e, u(@))emr + -+ X7(2,u(2))entn

concludiamo che 5
U

perognii € {1,...,m}ex € W, cioe u e la soluzione (unica) del Problema (1.6).
O
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OSSERVAZIONE 1.7.13. Anche la Proposizione 1.7.1 segue dal teorema di Fro-
benius secondo la stessa linea di questa dimostrazione. Passando a coordinate
locali & chiaramente sufficiente dimostrarla per A/ = R" in un intorno dell’ori-
gine (si ricordi la relazione (1.2)).

Se Xi,..., X, e un riferimento locale del fibrato tangente in un aperto U € R"
con [X;, X;] =0perognii,j € {1,...,n}, come sopra definiamo i campi (si noti
che dipendono solo dalla variabile y) su R" x U

(x,y) — X(y) =e€; + Xz‘l(y)enﬂ + -+ X' (y)ean

peri € {1,...,m} e analogamente (equazione (1.9))
X! X!
Y yk i vk
Zij - Oyk Xi = oy* XJ' ’
che sono tutti nulli per l'ipotesi [X;, X;] = 0. Procedendo allo stesso modo

otteniamo dunque una funzione « : W — U da un intorno W dell’origine di R”,
tale che
ou

() = Xi(uz)

perognii € {1,...,n}ex € W,conu(0) = 0. A meno di restringerne il dominio,
possiamo supporre che u sia un diffeomorfismo con la sua immagine W C R”,
intorno aperto di 0 € R" contenuto in U. Allora, posto ¢ = u™' = (y,...,y") :

W — W, la carta coordinata (W, ¢) soddisfa X;|w = aiy,-, perognii € {1,...,n}.

ESERCIZIO 1.7.14. Si dimostri il teorema di Frobenius 1.7.10 usando la Propo-
sizione 1.7.12.

ESERCI1Z10 1.7.15. Siestenda la Proposizione 1.7.12acampi X, : VxU — TM,
con V e U apertirispettivamente di due varieta differenziabili NV e M.

1.8. Il teorema di Stokes

Introduciamo il concetto di varieta differenziabile con bordo. Sia H" il semi-
spazio superiore chiuso di R", ovvero

Hn:{(xl,...,x")ER" : x”}()}.

Il bordo OH™ di H" e I'iperpiano di equazione z™ = 0, ovvero il bordo topologico
di H" nella topologia standard.

DEFINIZIONE 1.8.1. Una varieta topologica con bordo M di dimensione n € uno
spazio topologico di Hausdorff, a base numerabile tale che per ogni punto p €
M esista una coppia, detta carta coordinata, (U, ¢) con U C M intorno aperto
dipey : U — Q un omeomorfismo con €2 aperto di H". La coppia (U, ¢)
viene detta carta coordinata (o carta locale). In particolare, se o(U) N 0H™ # &
diremo che (U, ¢) € un carta di bordo, altrimenti diremo che (U, ¢) € una carta

interna. Definiamo allora 'interno M di M come i puntip € M (punti interni) che
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appartengono a una carta coordinata interna e il bordo OM di M come i punti
p € M (punti di bordo) per i quali esiste una carta di bordo (U, ¢) di M in p con
©(p) € OH™. E facile vedere (lo si mostri per esercizio) che ogni punto di M € o

un punto interno o un punto di bordo, cioe M = MUOM e MnNOM = Q.

DEFINIZIONE 1.8.2. Un atlante di bordo per M & una famiglia di carte coordi-
nate (U,, ¢, ), per « € A, tali che la famiglia di aperti U,, € un ricoprimento di M
e le mappe di transizione

Pa © gogl : (pg(Ua N Uﬂ) — 0o (Ua N Uﬂ)

sono diffeomorfismi di classe ' (compreso il bordo, nel caso sia presente — si
veda [2, Definizione 2.7.4]), per ogni «, 5 € A tali che U, N Uz # Q.

Analogamente alle varieta topologiche (senza bordo) possiamo allora defini-
re quando due atlanti sono compatibili, cos’e una struttura differenziale e una
varieta differenziabile con bordo.

OSSERVAZIONE 1.8.3. Chiaramente, le carte interne non sono altro che le
usuali carte coordinate che dunque forniscono una struttura di varieta diffe-

renziabile (senza bordo) alla varieta topologica M.

Se p € OM e un punto di bordo, per ogni carta coordinata (U, ¢) che lo contiene
siha ¢(p) € 9H™ ~ R"!, dunque, restringendo le carte dibordo (U,, ¢,) a U, N
OM si ha una famiglia di carte coordinate (U, N OM, p4|v,non) che forniscono a
OM una struttura di varieta differenziabile (senza bordo) (n — 1)-dimensionale,
inoltre la mappa inclusione ¢ : M — M € un embedding.

Come per le varieta differenziabili (senza bordo), possiamo definire un atlan-
te orientato, quando una varieta differenziabile con bordo & orientabile, cos’e
una orientazione e dunque cos’e una varieta con bordo orientata (si tenga pre-
sente la discussione in [134, Pagina 392]). Si mostra facilmente che l’atlante in-
dotto per restrizione su M da un atlante orientato di M e a sua volta orientato.
Vale dunque il seguente fatto.

PROPOSIZIONE 1.8.4. Il bordo di una varieta differenziabile orientabile e orientabile.

DEFINIZIONE 1.8.5. Se M ¢ una varieta differenziabile con bordo di dimensio-
ne n orientata, con un atlante orientato A, indicheremo con 0.4 I’atlante orienta-
to indotto per restrizione su OM e considereremo su 9M l'orientazione indotta
da 0.A se n & pari, quella opposta se n ¢ dispari.

Con una costruzione analoga a quella fatta nel caso di varieta differenziabi-
li senza bordo, si puo introdurre lo spazio tangente di una varieta con bordo.
Di conseguenza, si possono definire analogamente i tensori e se w ¢ una for-
ma differenziale su M, definiamo w|sy = t*w, dove ¢ : M — M & la mappa
inclusione.
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Supponiamo ora che M sia una varieta con bordo orientata di dimensione n
e sia w € "M con supporto compatto. Anche per le varieta con bordo risulta
essere ben definito I'integrale
M

analogamente alle varieta differenziabili senza bordo. Se ora w € una (n — 1)-
forma differenziale su M a supporto compatto, la restrizione w|y)s appartiene a
Q" 1oM e possiamo calcolare f oM w|anm, che per convenzione denotiamo con

oM

sottintendendo la restrizione. Sempre per convenzione poniamo inoltre [, w =
0 quando OM = Q.

TEOREMA 1.8.6 (Teorema di Stokes). Sia M una varieta con bordo orientata di
dimensione n e consideriamo OM con l'orientazione data nella Definizione 1.8.5. Allora
per ogni w € Q"M a supporto compatto si ha

/dw:/ w.
M oM

COROLLARIO 1.8.7 (Teorema di Gauss—Green). Sia D_C R? un aperto limitato
di R? tale che D sia una varietd differenziabile con bordo (dunque un’unione finita di
curve semplici, chiuse, di classe C* e regolari), allora

dg af

dl dQ_/ ———d1d2
8Df & tgadr D(Bxl 8:62) T

per ogni coppia di funzioni f,g € C=(D).

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente applicare il teorema di Stokes alla 1-forma
differenziale w = fda' + g da>. O

COROLLARIO 1.8.8 (Teorema della divergenza). Sia D C R" un aperto limitato
di R™ tale per cui 0D sia un’ipersuperficie di classe C>. Allora, denotando con v la
normale esterna e con do la forma di volume su 0D data da i, (dz' A -+ A\ dz™)|sp si

ha
/didex:/ (X,v)do,
D oD

per ogni campo X € C=(D;R").

DIMOSTRAZIONE. Banalmente, ) & una varieta differenziabile n—dimensionale
con bordo. Ponendo

w:Z(_l)”lxidxlA...@"'/\dl‘":z'X(d:cl/\~.-/\dx”)

=1
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si ha

B n aXZ . . ‘ 1 )
dw = (; &ci)dw Ao ANdx" = (leX)dx A ANdx
e la tesi segue applicando il teorema di Stokes alla (n — 1)—-forma differenziale
w, in quanto

ix (dz' Ao Nda) |, = (ix (dat A A da™)) = (X, v) do (1.10)
dove ¢ : D — R™ e l'inclusione (lo si provi per esercizio). O

COROLLARIO 1.8.9 (Teorema del rotore). Sia S C R* una superficie orientata, di
classe C™, con bordo dato da una curva ~ (orientata positivamente), chiusa, semplice
e parametrizzata in lunghezza d’arco s (cioe tale che |'| e sempre uguale a 1), dunque
con vettore tangente unitario T = v'. Allora, denotando con v la normale a S che la
orienta e con do la forma di volume su S data da i, (dz Ndy A dz)|s si ha

/S<rotX, V) do — /<X,T> s,

~

per ogni campo X in un dominio di R* che contiene S.
L’integrale a destra e detto circuitazione del campo X su .

DIMOSTRAZIONE. Ponendo w = X%dx’ si ha
d <8X 2 oXx! 0X3 oX!
w = —

0z ay>d“dy+<%_ az)d“d”(a_y_ 0z

= lrot X (dx Ady N dz) (1.11)

dunque dw|s = (rot X;v)do, come nella formula (1.10). La tesi segue allora
applicando il teorema di Stokes alla 1-forma differenziale w su S. O

ax3 0Xx?

>dy/\dz

OSSERVAZIONE 1.8.10. Consideriamo-la 2—forma
w=X"dy Ndz+ X?dz Ndx + X3 dx A dy

ela 1-forma o = X" da + X% dy + X? dz, associate a un campo X in un aperto {2
di R?. Per la formula (1.11) si ha allora che

dw = divX (dx A dy A dz) e do = trot x (dx A dy A dz) .

Segue che il campo X ha divergenza nulla se e solo se w e chiusa ed e irrota-
zionale (ha rotore nullo) se o e chiusa. Chiaramente o € esatta se e solo se X &
conservativo (come il campo elettrico o il campo gravitazionale), cioe il gradien-
te di una funzione f (detta potenziale di X), da cui segue la formula “classica”
rotVf =0, inquanto o = df e

LotV f (dx Ady A dz): do =ddf =0

che dice che ogni campo conservativo ¢ irrotazionale.
La forma w @ invece esatta w = da con a = Y'dx + Y?dy + Y3 dz, se e solo se
il campo X e solenoidale (come il campo magnetico, ma anche quello elettrico in
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assenza di cariche o quello gravitazionale in assenza di massa), cio¢ il rotore di
un altro campo Y (detto potenziale vettore di X), da cui segue divrotY = 0, in
quanto X =rotY e

divrotY (da:/\dy/\dz): dw = dda = 0.

che esprime il fatto che ogni campo solenoidale ha divergenza nulla.

Da cid segue che le condizioni sull’aperto @ C R?, per cui ogni campo irrota-
zionale sia conservativo e ogni campo a divergenza nulla sia solenoidale, sono
rispettivamente H},,(2) = 0 e H3,(Q) = 0 (Definizione 1.4.20). Queste con-
dizioni valgono se €} & stellato (o semplicemente contrattile), per il lemma di
Poincaré 1.4.21. Si osservi che la semplice connessione di Q implica H},,(2) = 0
ma non H3,(Q) = 0.

1

ESERCIZIO 1.8.11. Si mostri che nell’aperto R? \ {0} la 2—-forma w = Zzdz? A

El
dz® + %dx?’ Adzt + %dml A dz* & chiusa ma non ¢ esatta.

Si esibisca un campo a divergenza nulla ma non solenoidale nell’aperto R*\ {0},
che & semplicemente connesso ma con H3,,(Q2) = R (lo si provi).

ESERCIZIO 1.8.12. Ricordando che il laplaciano di una funzione ¢ la diver-
genza del suo campo gradiente, si calcoli il rotore del rotore di un campo X in
R3.

1.9. Varieta simplettiche e sistemi hamiltoniani

Nel seguito, introdurremo una struttura aggiuntiva sulle varieta liscie che ci
permetta di scrivere su di esse le equazioni di Hamilton per moti di particel-
le o corpi rigidi. Piti precisamente, muniremo le nostre varieta liscie di una
cosiddetta 2—forma simplettica.

A tal fine, cominciamo richiamando concetti e risultati sugli spazi vettoriali
simplettici. Ci limiteremo a trattare la teoria solo in dimensione finita.

DEFINIZIONE 1.9.1. Sia V' uno spazio vettoriale reale, di dimensione finita n.
Una forma bilineare w: V' x V' — R e detta simplettica se e:

e antisimmetrica: per ogni &,n € V,w(&,n) = —w(n,§);
o non-degenere: per ogni & € V '\ {0}, esiste unn € V tale che w(&,n) # 0.

In tal caso, la coppia (V,w) e detta spazio vettoriale simplettico.

OSSERVAZIONE 1.9.2. Denotando con V™ lo spazio vettoriale duale a V, dire
che w e non-degenere € equivalente al fatto che la mappa lineare

w:EeV —uwE)eV

e iniettiva, quindi biettiva essendo le dimensioni di V' e V* uguali.
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ESEMPIO 1.9.3 (Forma simplettica standard). Sia V' uno spazio vettoriale di
dimensione 2n, sia {ai,b1,...,a,,b,}. A questa, possiamo associare la base
duale {1, 51, ..., an, By} per V*: definiamo quindi il 2—covettore w € A*(V*)

come
n
w= E a; N\ ;.
i=1

Essendo w(a;, a;) = w(b;,b;) = 0 e w(a;,b;) = —w(bj,a;) = d;j, si verifica subito
che w € una forma simplettica.

Gli spazi vettoriali simplettici si distinguono profondamente dagli spazi di
Hilbert per il seguente motivo. Fissato uno spazio vettoriale V, se si restringe un
prodotto scalare su un sottospazio di V/, allora le sue proprieta sono conservate.
Cio non vale per gli spazi simplettici.

DEFINIZIONE 1.9.4. Sia (V,w) uno spazio simplettico di dimensione n, sia
S C V un suo sottospazio vettoriale di dimensione & < n. Diremo complemento
simplettico di S il sottospazio di V

St = m ker(w,(w)).
weS
I complementi simplettici sono definiti in modo analogo ai complementi or-
togonali per i prodotti scalari; usando la mappa lineare

O:veV — wy(v) € 5%,

si pud facilmente verificare che la dimensione di S* & n — k.

Ma si pud dire che S'M S = {0} ? In generale no, poiché dall’antisimmetria
di w discende cheper ogniw € V, w(v,v) = 0, percio se S ha dimensione 1, si ha
SCsh

DEFINIZIONE 1.9.5. Dato uno spazio simplettico (V,w), un sottospazio S C V
e detto:
sinmiplettico se S N S+ = O;
isotropo se S C S+;
coisotropo se S+ C S;
Lagrangiano se S = S*.

Vale allora il seguente fatto, di semplice dimostrazione:

PROPOSIZIONE 1.9.6. Dato uno spazio simplettico (V,w), un sottospazio S C 'V e:
e simplettico se e solo se lo & S;
o simplettico se e solo se w| € non-degenere;
e isotropo se e solo se w| , = 0;
e coisotropo se e solo se S+ ¢ isotropo;
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e Lagrangiano se e solo se w|S =0edim(S) = dim(S*+) = E

2
textdim(V').

A causa del fatto che non tutti i sottospazi di uno spazio simplettico sono sim-
plettici, segue che gli spazi simplettici hanno una struttura rigida, in particolare
hanno dimensione pari:

PROPOSIZIONE 1.9.7. Dato uno spazio simplettico (V,w), necessariamente dim(V') =
2n; in particolare, esiste una base per V' su cui w e la forma simplettica standard di cui
nell’Esempio 3.

DIMOSTRAZIONE. Con l'idea di ripercorrere I'algoritmo di Gram-Schmidt,
vorremmo provare che & possibile costruire una base {as; 0y, ..., a,, b, } tale che
w agisce su di essa come nell’'Esempio 3, ragionando per induzione su m =
dim(V).

Se m = 0, non c’é nulla da provare.

Se m > 1, supponiamo che la nostra tesi & vera per ogni spazio simplettico di
dimensione minore di m. Sia a; € V' \ {0}: per la non-degenerazione di w, deve
esistere b; € V' \ {0} tale che w(a;,b;) # 0: a meno di normalizzazione, suppo-
niamo w(aq, b;) = 1. Dall’antisimmetria di w segue che a1, b; sono linearmente
indipendenti, quindi dim (V') > 2. Sia dunque S C V il sottospazio generato da
{ay,b,}: il suo complemento simplettico S~ ha dimensione m — 2 ed & simplet-
tico, essendolo S per costruzione e valendo quindi la Proposizione 1.9.6. Per
ipotesi induttiva, S+ ha dimensione pari e ha una base {as, bs,...a,,b,} come
nella tesi. La base cercata ¢ allora {ay, by, .. 4, a,,b,}. O

In letteratura, la base costruita in questa dimostrazione e altresi nota come
base simplettica.

OSSERVAZIONE 1.9.8. Dalla Propesizione 1.9.7, si puo provare che w € una

forma simplettica se e solo se w" = /\ w # 0.
=1

Abbiamo ora tutti gli strumenti per descrivere le varieta simplettiche, definite
in modo del tutto naturale come segue:

DEFINIZIONE 1.9.9. Data una varieta liscia M di dimensione 2n e una 2-forma
a € I'(T9M), 1a coppia (M, o) & detta una varieta simplettica se per ognip € M,
o, € una forma simplettica su 7, M e la 2—forma a e chiusa.

Dall’Osservazione 8 segue che le varieta simplettiche sono sempre orientabili,
il che motiva le seguenti due definizioni:

DEFINIZIONE 1.9.10. Data una varieta simplettica (M, «), la forma di volume

= /\ « e detta forma di Liouville.

i=1



1.9. VARIETA SIMPLETTICHE E SISTEMI HAMILTONIANI 36

E” immediato notare che ogni simplettomorfismo da una varieta simplettica
in sé deve conservare la forma di Liouville.

DEFINIZIONE 1.9.11. Date due varieta simplettiche (M, «) e (N, ), un diffeo-
morfismo F': M — N tale che F*5 = a e detto simplettomorfismo.

In modo analogo all’esistenza di una base su cui una forma simplettica su
uno spazio simplettico & in forma standard, vale il seguente importante risultato
dovuto a Gaston Darboux:

TEOREMA 1.9.12 (Darboux). Data una varieta simplettica (M) di dimensione
n, per ogni p € M esiste una carta (x1,y1,...,%n, Yn) centrata in p, tale che o si
rappresenta su di essa come

o= id%‘ A dy;.

i=1

Per una dimostrazione, vedere per esempio Lee [120]. Le carte descritte dal
Teorema di Darboux sono dette carte simplettiche e hanno 1'utilita di semplifi-
care molti calcoli. Come vedremo fra poco, in particolare, saremo in grado di
scrivere localmente le equazioni di Hamilton come si fa su uno spazio Euclideo.

A tal proposito, si consideri la seguente definizione:

DEFINIZIONE 1.9.13. Data una varieta simplettica (1, &) di dimensione 2n,
data una funzione liscia H: M — R (la hamiltoniana), chiamiamo sistema ha-
miltoniano la terna (M, o, H).

Fisicamente, la terna di un sistema hamiltoniano contiene lo spazio delle fasi M,
su cui e definita una forma simplettica « (lo strumento che ci permettera di de-
scrivere 1’evoluzione di osservabili) e un’osservabile H (l'energia, per esempio)
che generi la dinamica di un sistema di n particelle che si muove sulla nostra
varieta ; una generica configurazione del nostro sistema di particelle & descritta
dalle coordinate (1,91, .- ., T, Yn)-

Per descrivere la nostra dinamica, abbiamo bisogno di un campo vettoriale:
disponendo della hamiltoniana #, il suo differenziale puo essere rappresenta-
to univocamente da un opportuno campo liscio X", sfruttando I'Osservazio-
ne 1.9.2:

dH, = o, (X{T) 1), Wpe M.

DEFINIZIONE 1.9.14. Dato un sistema hamiltoniano (M, «, H), il campo liscio
Xy tale che per ognip € M, ap(XI(,H ), ) & detto campo hamiltoniano.

In coordinate di Darboux (z1, 1, ..., Zn, ys), si ha che

Z—de,-—i—i: ——dy; = ZX ) dy; — ZX Vdz;

n
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da cui segue che in queste coordinate, il campo hamiltoniano si rappresenta
come

“90H 0 " 0H 0

xH) — . — . .

Di conseguenza, associando a X (1) 41 gruppo a un parametro {®;}icr, otteniamo
le equazioni di Hamilton

0P,,

Do txy) = O ({1 x,)

oo, _ B _8H .
at (t7x7 Y) - axl ((I)(tﬂx7Y))
o(0;x,y) = (x,y)

dove (x,y¥) = (z1,Y1, -, Ty Yn)-

Come accennavamo appena sopra, l'utilita della forma simplettica sta nel de-
terminare 1’evoluzione di osservabili lungo le equazioni (1.12). Si consideri a tal
fine la seguente definizione:

7

(1.12)

DEFINIZIONE 1.9.15. Dato un sistema hamiltoniano (M, «, H), chiamiamo
parentesi di Poisson la forma bilineare tale che, date due funzioni liscie f,g €
C®(M,R) e detti X, X9 i loro campi hamiltoniani, soddisfa

{f.9}p = ap (X, X19).

Con l'aiuto delle parentesi di Poisson, il Teorema di Darboux puo essere pro-
vato in modo simile alla Proposizione 1.9.7. Si prova con conti diretti il seguente
fatto:

PROPOSIZIONE 1.9.16. Data una varieta simplettica (M, «), valgono le segquenti
proprieta per le parentesi di Poisson:

e antisimmetria: {f, g} =—{g, f}, perogni f,g € C*(M,R);

e identita di Jacobi: {{f, g} h} +{{h, [}, 9} + {{g,h}, f} =0, perogni f,g.h €

C*(M,R);

o regola di Leibnitz: {fg,h} = {f,h}g+ {g,h}f, perogni f,g,h € C=(M,R).
Di conseguenza, la R—algebra delle funzioni C* (M, R), munita delle parentesi di Pois-
son, rende M una varieta di Poisson.

La seguente proposizione ci permette di determinare ’evoluzione di osserva-
bili lungo (1.12) e quindi gli integrali primi per la (1.12):
PROPOSIZIONE 1.9.17. Dato un sistema hamiltoniano (M, v, H), valgono i seguen-
ti fatti:
e Perogni f € C*°(M,R), si ha
0

E(f ®,) ={f oD, Hod}
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d dx; dy;
abbreviando la notazione, d_J; = {f, H}, in particolare, d_xt = {z;,H} e dyt =

{yi, H}, perognii=1,...,n;

o f & un integrale primo per (1.12) se e solo se {f, H} = 0; in particolare, H é un
integrale primo per (1.12);

o (Teorema di Noether) f e un integrale primo per la dinamica di hamiltoniana H se
e solo se H e un integrale primo per la dinamica di hamiltoniana f.

DIMOSTRAZIONE. E’ sufficiente provare il primo punto. Si ha che

2 = Lws
= df[x "]
— {X(f),X(H)}
={/. H}.

O

In queste notazioni, possiamo mostrare una classe importante di simpletto-
morfismi:

PROPOSIZIONE 1.9.18. Dato un sistema hamiltoniano (M, a, H), per ogni t € R il
flusso hamiltoniano al tempo t, &, = ®(t, -),  un simplettomorfismo da M in sa.

DIMOSTRAZIONE. Essendo ®, la mappa identica, & sufficiente mostrare che

d
perognit € R, —®;(w) = 0. Essendo dw =0e d(dH) = 0, si ha, per ognip € M,

dt
S0lp) = B (Lxon ) 0)
= O} (Lym(dw) + d(Lxmw))
— 0} (d(d1)
= 0.

O

Concludiamo questo paragrafo con la costruzione esplicita di una struttu-
ra simplettica sul fibrato cotangente di una generica varieta liscia; nei capitoli
successivi, verra trattato un sistema hamiltoniano speciale, il sistema geodetico.

La questione fondamentale ¢ la seguente: e possibile costruire una struttura
simplettica su una generica varieta liscia? Dalla Proposizione 1.9.7, segue che
cio non e possibile se la nostra varieta ha dimensione dispari. Ci sono pero due
cose di cui bisogna tenere conto.

La prima e che se n & la dimensione della nostra varieta , allora i suoi fibrati
tangente e cotangente hanno dimensione 2n. La seconda e che le equazioni
di Hamilton vogliono descrivere 1’evoluzione delle variabili di stato posizione,



1.9. VARIETA SIMPLETTICHE E SISTEMI HAMILTONIANI 39

legata alle coordinate locali che vengono definite sulla nostra varieta in esame
e momento, che nel caso in cui sia lineare vive sul fibrato tangente, essendo
proporzionale alla velocita.

Cio ci spinge quindi a supporre che in qualche modo, sia possibile costrui-
re una struttura simplettica sul fibrato tangente. In realta , la costruzione di
una struttura simplettica sara realizzata nel seguente modo naturale sul fibrato
cotangente.

Sia M una generica varieta liscia di dimensione n, sia 7"M il'suo fibrato
cotangente e sia 7*: T"M — M la proiezione del cotangente sulla varieta.

Sia dunque w € T"M, sia T, 7*: T,,T*M — Tr«(,)M la mappa tangente a "
in w.

Preso allora n € T,,7*M, si ha che T,,7*(n) & un vettore su 7+, M, mentre
w e un covettore, quindi e lecito considerare, evitando abusi di notazione, la
l—forma 0 € I'(TT*M ) definita come

0(n) =w(T,m*(n), YneT,T°M.
Detto cio, definiamo la 2-forma «* € T'(T5'T* M) sul fibrato cotangente come
ot = —df.

PROPOSIZIONE 1.9.19. La coppia (T* M, &) e una varieta simplettica. Se (U, (z1, . . .

e una carta su M e ((7*) ' (U), (21, ..., Tn, Wiy 0n . ,wy)) & la corrispondente carta su
T*M, su quest’ultima o* é rappresentata come

n
o = Z dax; Ndw;.
i=1

DIMOSTRAZIONE. Se identifichiamo wcon (1, ..., z,, w1, ..., w,) e dunque
n €T, T"Mcon (&1, ...,Tpwi,. .. W X100, Xy, Q1,...,,), allora

T,m5(n) = (x15e . 0, X1, o, X)),

w(T,m*(n)) = Z Xiw;.

n
In altre parole, w = Z w;dz;. La tesi @ dunque immediata. O
i=1

e allora
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