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Osserviamo che la differenza ¢ (t) = B(t) — p(t) soddisfa

¥(0) >0
¥'(0) 20
" (t) > —1(t)nel senso delle barriere

Perturbando un poco I’angolo iniziale possiamo assumere ' (0) > 0.
Prendiamo
x(t) =esin(t +9)
soluzione di

()= —=(t)
(0) = esind
(0) = ecosd
Notiamo che z (¢) > 0in [0, 7 — §).
Prendendo ¢,0 — 0, si ha z (0) < ¢ (0) e 2/ (0) < ¢’ (0).
Quindi, dal confronto con v, segue che ¢ > O pert € [0, — §), nel senso delle
barriere.???...22? Poiché ¢ ¢ arbitrario, siha ¢ > 0 cont € [0, 7]. O

8- 8 8

11.7. Il teorema di splitting

DEFINIZIONE 11.7.1. Una geodetica y : I — M parametrizzata per lunghezza
d’arco e minimale rispetto ogni coppia di suoi punti, cioé tale che | € mini-
male per ogni [t, s] C I, si dice linea se I = R, si dice raggio se I = [0, +00) e si
dice segmento se I = [a, b] € un intervallo chiuso.

Le linee, cosi come i raggi e i segmenti, soddisfano

d(y(t),v(s)) =t—s per s<t,
essendo percorsi a velocita unitaria.

In questa sezione proveremo il seguente teorema, dovuto a J. Cheeger e D.
Gromoll:

TEOREMA 11.7.2 (Teorema di splitting). Sia (M, g) una varieta riemanniana di
dimensione n con Ric > 0. Se M contiene una linea, allora (M, g) é isometrica a un
prodotto cartesiano (R x N, dt ® dt + h). Piit precisamente

g=dt®dt+h,
dove (N, h) e una varieta riemanniana di dimensione n — 1 con tensore di Ricci non
negativo.

Prima di dimostrare questo teorema, facciamo alcune osservazioni:

OSSERVAZIONE 11.7.3. 1l teorema di splitting si presta a essere iterato, nel
senso che la varieta (N, h) potrebbe a sua volta contenere una linea e, essendo
Ric™ > 0 per il teorema di splitting, M sarebbe isometrica a R? x N’ e cosi via.
Notiamo che M non puo essere compatta, dovendo contenere una linea.
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Lo strumento che permette di dimostrare il teorema di splitting & lo studio
delle funzioni di Busemann, che in un certo senso misurano la distanza dall’infinito.
Da qui in avanti (1, g) sara una varieta riemanniana di dimensione n con Ric >
0. Ci saranno utili le seguenti definizioni:

DEFINIZIONE 11.7.4. Sia~y : [0, +00) — M unraggio in M uscente dap = (0),
definiamo per ¢ > 0 la funzione b : M — R tramite

b/ () = d(x,~(t)) —t Vz e M.

DEFINIZIONE 11.7.5. Per una funzione f : M — R non necessariamente C?,
diremo che Af < hvale in q € M nel senso delle barriere, dove h : M — R & una
funzione, se per ogni ¢ > 0 sufficientemente piccolo esistono un intorno U di ¢
e una funzione ¢, : U — R liscia (detta barriera) tali che:

* v.(q) = f(q);
e p. > finU;
o Ap.(q) < h(q) +e.

La disuguaglianza nel senso delle barriere e piti forte della stessa disugua-
glianza dal punto di vista delle distribuzioni dell’ Analisi.
Enunciamo senza dimostrare il seguente lemma

LEMMA 11.7.6 (E. Calabi, 1958). Sia r(z) = d(x,p) per p € M, se R(M,g) > 0,
allora
n—1

Ar(z) < )

VeeM

nel senso delle barriere.

LEMMA 11.7.7. Le funzioni b} soddisfano:

(i) t — b/ (x) e decrescente per ogni x € M fissato;

(i) [b) (v)| < d(z,p);
(ii1) x> b/ (x) e lipschitziana di costante di Lipschitz 1, per t > 0 fissato;
(iv) perognit > 0 fissato, Ab; (z) < #’)ﬂrt nel senso delle barriere.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che
b ()| = |d(z,~(t)) — d(v(t),p)],

quindi per la disuguaglianza triangolare si ha |0/ (z)| < d(x, p), che prova la (iz).
Preso s < t, si ha nuovamente per la disuguaglianza triangolare che
bi(z) — bi(x) = d(y(t),z) —d(v(s),x) + s — 1
= d(y(1), ) = d(v(s),2) = d(7(s),7(1))
p— O,
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da cui la (7). La (7i¢) € immediata: per z,y € M,

b/ (x) = b/ (y)| = |d(z,7(t)) = d(y, 7 (1))] < d(z,y),

sempre per la disuguaglianza triangolare.
Per quanto riguarda il punto (iv) & sufficiente notare che Ab/(-) = Ad(-,7(t)) e
che b/ () +t =d(-,~(t)), perci? la tesi segue dal lemma di Calabi.

O

Riassumendo, abbiamo una famiglia {b/ },>¢ di funzioni su M puntualmente
decrescente e limitata, possiamo perci? considerare la funzione
b'(z) = lim b)(x)

t——+o0

Una tale funzione limite ” : M — R & detta funzione di Busemann relativa a -y e
uscente da p = v(0). Per il passaggio al limite, essa soddisfa

o |b)(z) — b/ (y)| < d(x,y) (lipschitzianita );
o |b(z)| < d(z,p) (limitatezza).
Inoltre, e facile determinare il suo valore lungo il raggio v:

o b(v(1)) = 1,
infatti b/ (v(to)) = d(v(t),v(to)) —t = |t — to| — t tende a —t( per t — +o0.

OSSERVAZIONE 11.7.8. Avevamo anticipato che in un certo senso le funzioni di
Busemann misurano la distanza dall’infinito. Per capire cosa si intende, pensiamo a
R™ con la metrica euclidea e fissiamo un raggio v, ossia una semiretta. Possiamo
scegliere delle coordinate ortonormali in modo tale che (t) = (¢,0,...,0). In
questo modo

bl (a2 = St = 02 4 (22)2 4 ()2 — £ T e = (a),

essendo una quantita asintotica a |¢* —t| —t. La figura mostra il comportamento
geometrico della funzione di Busemann in R" come limite delle b,.
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\Q‘

Gli insiemi di livello della funzione di Busemann sono iperpiani, cioé ipersu-
perfici totalmente geodetiche in R, tra qualche pagina vedremo che questo fat-
to risultera vero in generale. Infine, consideriamo adesso un punto ¢ € R" non
appartenente a vy e, per t > 0, sia l; = d(¢,7(t)). I segmenti o, : [0,{;] = M che
congiungono ¢ a (t) tendono a un raggio ¥ asintotico (parallelo) a v e uscente
da ¢ al crescere di t. Questo fatto suggerisce la seguente costruzione.

Dato un raggio v uscente da p € M e un punto ¢ € M non giacente su v,
poniamo l; = d(q,~(t)) per t > 0. Siano o : [0,[;] — M segmenti con ¢,(0) = g e
o4(l;) = ~(t). Dai versori v; € T,M che individuano i segmenti 0,(s) = exp,(sv;)
estraiamo una sottosuccessione (v, )xen che converge a un certo vettore limite
v € T,M. La curva limite ¥(s) = exp,(sv) € un raggio poiché le o;, convergono
ad essa uniformemente sui compatti e la mappa esponenziale & continua. Percio

d(¥(s),7(s') = lim d(ay,(5), 03, (5)) = [s — &',

che equivale a dire che 7 € un raggio. Tale raggio 7 e detto asintoto di -y uscente
da q.

OSSERVAZIONE 11.7.9. Possono esistere pit1 asintoti di un raggio v uscenti da
uno stesso punto ¢, come nel paraboloide illustrato in figura [NON HO IDEA
DI COME FARE QUESTA FIGURA].

Un paraboloide contiene raggi, ma non puo contenere linee. Infatti non &
isometrico al prodotto di R per una varieta riemanniana unidimensionale.

Stiamo lavorando su un raggio v uscente da p € M, il prossimo obiettivo sara
produrre una stima nel senso delle barriere della funzione di Busemann 7. Per
farlo studieremo le proprieta delle funzioni di Busemann b” relative agli asintoti

~ di .
LEMMA 11.7.10. Sia v un raggio uscente da p € M e sia 5y un suo asintoto uscente
da g € M. Allora~y ammette una funzione di Busemann b" tale che:
(1) b <b7(q) +b7;
(i1) b7 (7(t)) = b7 (q) + b7 (3(t)) = b7(q) — t.
Inoltre AbY < 0 nel senso delle barriere.
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DIMOSTRAZIONE. Per definizione di asintoto, 7 & il limite di opportuni seg-
menti o, da g a y(;). Essendo segmenti,

d(q,(tr)) = d(q, o%(s)) + d(ow(s), v(tr)

per ogni 0 < s < t;. Quindi a meno di estrarre sottosuccessioni si ha

b'(g) = lim d(g,y(t)) —te = lim d(q, ox(s)) +d(ow(s), 7(t)) — t

=d(g,7(s)) + lim _d(ok(s),v(t)) — tu
= S+1i}}1d(0k( ),’7( k) = d(7(s), v (t)) + d(7(s), 7 (tk)) — L
= s+ limd(ax(s),7(t)) = d(¥(s),v(tx)) + bz, (7(5))

(k) — d(5(s),y(tx))

=5+ 07(7(s)) +limd(ok(s),
=5 +b7(3(s)),
che e la (ii). Per ottenere la (i), osserviamo che

)
bi() = d(w,7(s)) — s < d(-,7(1)) + d(3(t),7(s)) — s
=d(-, 7)) +bi(7 (1) +t —t

=07 () +B1(3() + .
quindi passando al limite per s — 400 e usando la (i¢), si ha
D) S0C) + O )+ =] () +(0).

Passando al limite per ¢t — +oo ricaviamo la (7).

Produciamo le barriere ai fini di dimostrare 1'ultimo punto. Poniamo f = b7(q)+
b7, per i punti () e (ii) tale funzione coincide con " su g e la maggiora altrove,
percio la tesi segue provando che Af(q) < 0 nel senso delle barriere, sfruttando
poi l'arbitrarieta di ¢ € M.

Siat > 0 tale che d(¢,7(t)) > =% e scegliamo f. = b?(¢)+b,;. Poiché 7 & minimale
da g a ¥(¢), la funzione f. ¢ liscia in un intorno di ¢, inoltre f.(¢q) = 07(q) = f(q).
Sfruttando la (iv) del lemma 11.7.7 abbiamo

—1 n—1
b+t dCA0)
percio in g abbiamo Af.(¢q) < . Resta solo piu da verificare che f. > f, che e

una conseguenza diretta della crescita monotona delle b in t. In conclusione,
abbiamo provato che Ab” < 0 nel senso delle barriere in ogni ¢ € M che non
giace su v, tuttavia per i punti su v il risultato ¢ ancora pitt immediato, usando
la curva stessa invece dei suoi asintoti e procedendo come sopra. O

Af. = Ab <2

Richiamiamo infine un noto risultato, detto il Principio del minimo forte:
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TEOREMA 11.7.11 (Principio del minimo forte). Sia (M, g) una varieta rieman-
niana connessa ed f : M — R una funzione per cui Af < 0 nel senso delle barriere.
Se f ammette un punto di minimo in p € M, allora f e identicamente costante a f(p).

Questo risultato & ben noto per f € C? superarmonica e si adatta al caso non
regolare in cui la superarmonicita e richiesta nel senso delle barriere. Possiamo
tinalmente passare alla dimostrazione del teorema di splitting;:

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi, ¢ data una linea v in M. Poniamo p = 7(0) e
spezziamo la linea in due raggi:

YE(E) =~(t) e v (t)=~(—t) pert>0.

Sia b* una funzione di Busemann relativa a 7 e, analogamente, sia b~ una fun-

zione di Busemann relativa a 7~; nel disegno le circonferenze sono gli insiemi
di livello di b* poich? b (~(t)) = —t.

Per costruzione, a meno di sottosuccessioni,
—+o00
> lim d(y(—t),7(t)) =2t =0

t——+o00

per ogni x € M, inoltre b* + b~ e nulla in p. Si ha anche che
AT +b7)=AbT +Ab” <0

nel senso delle barriere. Riassumendo, la funzione g = b + b~ @ continua,
soddisfa Ag < 0 nel senso delle barriere e raggiunge il suo minimo in p, di

conseguenza il Principio del minimo afferma che g & costante a g(p), ovvero
bt = —b~. Dal Lemma precedente sappiamo anche

0<—Ab” =Ab" <0
percio le funzioni b* e b~ sono armoniche nel senso delle barriere e, per ellitticita

dell’operatore di Laplace-Beltrami, risultano essere funzioni lisce e armoniche
nel senso forte. Inoltre hanno gradiente unitario, infatti

VO | = |Vd(-,y(t))] = 1

vale quasi ovunque, percid anche |Vb*| = 1 vale quasi ovunque. Essendo b*
una funzione liscia, |Vb*| = 1 & vera su tutto M.
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Sia s = b" € C*°(M). Poiché s ha gradiente unitario (in particolare ha rango
massimo), la varieta M e diffeomorfa al prodotto cartesiano di R per un insieme
di livello di s e in ogni punto possiamo considerare delle coordinate (s, y*) per
le quali la metrica si scrive come

g =ds®ds+ gasdy® ® dy’,
dove le ¢, dipendono a priori sia da s sia dalle y*. Quindi M e diffeomorfa a
R x N, dove N e un insieme di livello di s. Data 'espressione in coordinate di g,

per provare la tesi, cioe che tale diffeomorfismo € un’isometria locale, dobbiamo
provare che le g,3 non dipendono da s. Si deve dunque provare

aga[)’ _

0s
La seconda forma fondamentale i di N in M & data da

g 0 0
(20 2) — 0,9,
Oy’ Oy (O Vi)
Per la compatibilita con la metrica e per I'espressione di quest’ultima in coordi-
nate otteniamo

agag . 0
88 - %Q(@a, aﬂ)

= 9(Vo,00,05) + 9(0a, Vo, 03)

= g(Va,0s, 85) + 9(0a, Vasag) = 2hag
poich? [0y, 0,] = [0s, 05]0.
Cio significa che per provare ag—zﬁ = 0 e sufficiente verificare che la seconda for-
ma fondamentale di V & nulla. Poiché N & un insieme di livello della funzione

s, & sufficiente controllare che s ha hessiano nullo. Applichiamo alla Formula di
Bochner I’'armonicita di b* e la non negativita del Ricci, si ha

1
0= 5A|Vb+\2 = |V2bT |2 + R(VbT, VbY) + (0, VbT) > |V |2 > 0

cioe Vs = 0.
Infine RicY > 0 siccome N & una sottovarieta di M, il che conclude la dimostra-
zione. O
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