Un teorema di classificazione per superfici
minimali stabili

Stefano Gioffre

Lo scopo del seguente seminario & dare un teorema di classificazione per le
superfici minime su 3-varieta che hanno la proprieta di minimizzare il funzio-
nale d’area anche al second’ordine. Tale proprieta viene detta stabilita della
superficie, e puo essere espressa analiticamente mediante una disuguaglianza
variazionale che permette di trasportare lo studio della minimalita da un punto
di vista geometrico ad uno piu analitico, riducendo questo alla determinazio-
ne del segno degli autovalori di un operatore ellittico. Il seminario & diviso in
quattro sezioni. Nella prima sezione sono fissate le notazioni e vengono richia-
mati alcuni fatti sulle ipersuperfici, focalizzando successivamente I’attenzione al
caso di superfici su 3-varieta. La seconda sezione consiste nell’esprimere anali-
ticamente le condizioni di minimalita e stabilita di una superficie, arrivando a
definire 'operatore di stabilita di una superficie. La terza sezione consiste nello
studio analitico di tale operatore, diagonalizzando lo stesso e dando una carat-
terizzazione variazionale del suo primo autovalore. Il teorema di classificazione
viene quindi enunciato e dimostrato nella quarta sezione.

1 Notazioni e preliminari

1.1 Ipersuperfici
Siano (M™, g) una varieta riemanniana, e ¥"~! una varieta liscia. Supporremo

nel seminario che entrambe le varieta siano connesse, e che ¥ sia orientabile.

Definizione 1. Definiamo ¢g: ¥ — M una ipersuperficie se ¢ ¢ un embed-
ding. Di tale ipersuperficie poniamo Yy immagine di 3, che risulta essere una
sottovarieta immersa.

Nel seguito del seminario considereremo sempre lo spazio dei campi vettoriali
I'(T%y) come immerso nello spazio I'(T'M). La metrica di M induce in maniera
naturale delle metriche su ¥ e su ¥ nel seguente modo: su ¥y si considera
semplicemente la restrizione della metrica, definita da

gls, (U, V)|p = g(U, V)|, per ogni U,V in T,,%
Su ¥ consideriamo invece la metrica pullback, definita da

gO(X7Y)‘p = g(d(p[X],dcp[Y])Lp(p) per ogni X,Y in T,%

Fissate su ¥ delle coordinate z!,...,2" ! consideriamo i vettori %7 % e
. N B S .
le loro immagini o = dyg [ az'i]' In queste notazioni, &€ immediato constatare

che vale I'uguaglianza



=: gij|20 per ogni p € X

0, = o, (fj)
20990 ) o)

che rende ¢o: (£, 9%) — (2o, gy, ) un’isometria e permette 'abuso di notazio-
ne (costante del seminario) di identificare le metriche per semplificare i calcoli.
Un altro abuso di notazione che sara necessario nel seguito e I'identificare campi
X in I'(pgT'M) con i campi X[, -1 in I'(TM).

Si puo dimostrare che la connessione di Levi Civita di (¥o,g gly,,) ammette
I’espressione

V&Y = VxY — (VxY,v)
dove v indica la normale esterna all’ipersuperficie.

Definizione 2. Nelle notazioni precedenti, definiamo la seconda forma fonda-
mentale (scalare) di Xy come

h:T(T%)? — C™(Z0), h(X,Y) := —(VxY,v)

Notiamo che in base alla definizione, si hanno le espressioni V&Y = VxY +
hMX,Y)v, h(X,Y) = (Y,Vxv). La seconda forma fondamentale permette una
piu comoda scrittura del tensore di Riemann di .

Teorema 3 (Equazione di Gauf}). Siano X, Y, Z, W in T,%,. Indicando con
Riem il tensore di Riemann di ¥, vale 'uguaglianza

Riem®(X,Y, Z,W) = Riem(X, Y, Z, W) + h(X, Z)h(Y, W)+ (1)
~ (X, W)h(Y, Z)

Dimostrazione. E un semplice calcolo. Ricordando che (Z,v) per ogni Z in
Tp%0 si ha:

Riem’(X,Y,Z,W) = (V9 V% Z - V&V Z — Vv, x 1 Z, V)
(Vyv0 +hVYZ,Y)r —VxVeZ, W)+

+ (=h(VYZ, X)W — Viyx)Z, W)
=(Vy(VxZ + X, Z)w) - Vx(VyZ + LY, Z)v), W)
= (R(X,Y)Z,W) + h(X, Z)W(Y,W) — h(X,W)h(Y, Z)

e la tesi segue immediatamente. O

1.2 La teoria in dimensione 2

Lo studio delle ipersuperfici in dimensione 2 (o pili semplicemente, superfici)
€ un argomento storico della geometria. Richiamiamo in questa sezione alcuni
fatti sulle superfici in dimensione 2 che saranno necessari per la classificazione
successiva. Proveremo in particolare che una superficie Riemanniana ha in realta
una struttura piu ricca, che permette di avere informazioni sul suo rivestimento
universale e sulla sua metrica.

Proposizione 4. Sia (X2, g) una superficie Riemanniana, ossia una 2-varieta
riemanniana. Allora ¥ ammette un atlante (numerabile) isotermo, ossia un
atlante A = ((Ua, ¥a)aen tale che la metrica in carta ammetta la scrittura
g = lhad, con § metrica piatta.



Dimostrazione. Per paracompattezza e sufficiente provare la tesi localmente.
Fissato un punto p, in virtu del teorema d’uniformizzazione e della decompo-
sizione ortogonale del tensore di Riemann in dimensione 2 ¢ sufficente provare
lesistenza di una metrica conforme § = e*?g tale che Rz = 0. Dalle equazioni
per i cambi conformi ricaviamo 1’espressione del curvatura:

Rg = 6_2@ (R —2Ag<p)

e quindi cercare una curvatura conformalmente nulla & equivalente a chiedere la
risolubilita dell’equazione 2A,¢p = Ry, e la tesi segue banalmente. O

Proviamo che la struttura Riemanniana di una superficie & piu ricca in
dimensione bassa.

Definizione 5. Sia ¥ una 2-varieta. Diciamo che 3 ¢ una superficie di Riemann
se ammette un atlante A = (Uy, pa)aca 1 cui cambi di carta sono olomorfi.

Teorema 6. Sia (3, g) una superficie Riemanniana orientabile. Allora ¥ am-
mette una struttura di superficie di Riemann compatibile con la struttura dif-
ferenziabile.

Dimostrazione. Dalla proposizione precedente ¥ ammette un atlante isotermo:
proviamo che se 'atlante € anche orientato i suoi cambi di carta sono in realta
funzioni olomorfe. Fissati (Uy, ¢o), (U, ) carte ad intersezione non vuota
(altrimenti la tesi ¢ banale) poniamo V, 1= ¢o(Us NUgs), Vg := pp(Us N Ug).
Ci chiediamo quindi se F,5 := @50 ¢yt Vo —> Vg sia olomorfa. Per ipotesi
la metrica in U, N Ug ammette le scritture go,3 = fta,30 con i g funzioni
lisce e positive. Considerando le metriche pullback mediante <p;71ﬁ otteniamo
delle metriche (¢;1)*g, (wgl)* g che rendono le carte delle isometrie locali. In
queste notazioni, si ottiene per composizione che Fi,g € un’isometria che preserva
I'orientazione ed in particolare soddisfa

9a(X,Y) = g5(dF,5[X],dF,s[Y]) per ogni X,Y campi in R

dove si ¢ usata con abuso la stessa notazione per le metriche pullback. Dalle
espressioni in carta, si evince quindi

(dFOzB[X]’ dFocﬂ[Y])O = &(X7 Y)O
Hp

dove (+,-)o indica il prodotto scalare standard in R2. Questo significa che in
ogni punto dFa[;|p ¢ un multiplo di una matrice ortogonale con determinante
unitario, e quindi F' soddisfa il sistema Cauchy-Riemann. O

L’importanza della struttura complessa compatibile con quella Riemanniana
per superfici orientabili & chiara dal seguente e profondissimo teorema, di cui
ovviamente non riportiamo la dimostrazione.

Teorema 7 (Uniformizzazione). Una superficie di Riemann connessa, orien-
tata e metrizzabile ¢ quoziente per 1’azione libera di un sottogruppo discreto
di isometrie di uno tre spazi modello (S?, R?, H?) con le rispettive metriche
canoniche.



2 Minimalita e stabilita

Siano (M, g) una varietd Riemanniana, ¢g: ¥ — M un’ipersuperficie. Man-
tenendo le notazioni precedenti, siano ¥y := (X), dove ¢° indica la metrica
pullback. Indichiamo con dV e do le misure canoniche associate a (M, g), (X, go)
rispettivamente, e supponiamo che ¥ abbia misura finita. In analogia con il ca-
so delle curve, vogliamo dare una definizione di minimalita per le superfici:
procediamo quindi allo stesso modo.

Definizione 8. Diciamo che ¥ & un’ipersuperficie minimale se ha variazione
prima dell’area nulla, ossia se per ogni mappa regolare ¢: 3 x [0,T) — M
soddisfacente le condizioni

1. ¢ := p(-,t) & un embedding per ogni ¢.
3. ¢ = o fuori da un compatto indipendente da t

si ha l'uguaglianza

d
%A(t)

=0, dove A(t) := / do*

t=0 2

con do! misura associata alla metrica g' := ¢}g.

Diciamo che un’ipersuperficie minimale ¢ stabile se la variazione seconda del-
I’area € non negativa, ossia per ogni mappa regolare ¢ come sopra si ha la
disuguaglianza

t=0

Vogliamo dare un’espressione esplicita della variazione prima e seconda del
funzionale d’area. Prima di iniziare i calcoli, & utile ricordare una proposizione
tecnica, cui non viene riportata la dimostrazione.

Proposizione 9. Siano (M, g) una varietd Riemanniana, N una varieta liscia
con o senza bordo, e H: N — M una mappa di classe C*°. Allora H induce
una mappa

D:T(TN)xT'(H'TM) —T(H*TM), D: (X,Y) — DxY
con le seguenti proprieta:
1. D ¢ bilineare.
2. Drx(gY) = f[X(9)Y + gDxY] per ogni f,g in C(N).
3. Se Y & un campo in I'(T'M) che estende localmente Y campo in T'(H*T M)
in un intorno di p in N ossia Y/‘H =Y allora vale 'uguaglianza puntuale

Detti X, Y campi vettoriali in I'(T'N) e U,V campi in I'(H*T'M), valgono
le identita:



4. DxdH[Y] - DydH[X] = dH[X,Y].
5. Xg(U,V)=g(DxU,V)+ g(U, DxV).
6. Dy DxU — Dy DxU — Dyx yiU = R(dH[X], dH[Y])U.

Per semplificare i conti, supporremo che la mappa di test ¢ soddisfi la

condizione aggiuntiva
dp

_— = 1% 2
ot (o1) B |<P(p¢t) (2)
dove 8 ¢ una funzione in C*°(M), v; ¢ la normale esterna all’ipersuperficie
Y = ¢(¥). Ricordiamo che data (M, g) varieta Riemanniana, la sua forma di
volume si esprime in carta come dV; = +/det gdx' A - Adx™. Per poter calcolare

la prima variazione e quindi necessario saper calcolare ’evoluzione temporale di

g'

Lemma 10. Vale la formula:

dg '
5 = 28h (3)

dove h' ¢ la seconda forma fondamentale associata all’ipersuperficie ;.

Dimostrazione. Fissiamo preliminarmente le notazioni. Assegnata una carta

2z, ..., 2" 1in ¥, consideriamo il riferimento locale {a?c'i } in I'(TY), e poniamo
o .= dcp[ o ] . Notiamo che queste coordinate permettono la comoda scrittura
Oy ox

della metrica g in X;: si ha infatti la scrittura g = gfjdgaidgoj + dv?, dove vale

I'uguaglianza
Lo g( 2 2 _ (0 O
glj P . g 3<pi’ 8%0-7 Lpt(p) Sotg 8.731’ 81‘]
a

Scriviamo infine g7 := dcp[%}, in modo tale che valga 1'uguaglianza % =
Bv. Calcoliamo quindi ’evoluzione in carta, omettendo le dipendenze spaziali e

temporali per semplicita:

9, _9(08 0
a7 = Aot DI

P

At T
=8(P ) +5(5 D)



Possiamo quindi dare un’espressione piu esplicita della prima variazione.

Teorema 11. Nelle notazioni precedenti, vale I'uguaglianza

% /E do' = /E BH! do (4)

Dimostrazione. A questo punto & sufficiente derivare il determinante. Ponendo
dr :=dz' A--- ANda" ! si ha

d

d 0
a t_ @ — [ 2./
o Zdo’ o /2 \/(?tg dx /E 5 det g dx
:/ 1\/detgtr g_lgg da:z/ lmw(?g_lﬂh)dw
— [ poihu;/detgdo = [ "ot
) )

O

Ponendo f = (o ¢, abbiamo osservato che imporre la minimalita di una
superficie ¥ equivale ad imporre che l'integrale fz fH do sia nullo per ogni f
regolare a supporto compatto: dal lemma fondamentale del calcolo delle varia-
zioni otteniamo quindi che una superficie € minimale se e solo ha ha curvatura
media H identicamente nulla. Esplicitiamo ora la variazione seconda. Dal teo-
rema (?7?) si evince la necessita di dover calcolare ’evoluzione temporale della
curvatura media. Enunciamo e dimostriamo il seguente lemma:

Lemma 12. La curvatura media evolve secondo la legge seguente:

%Ht = —A'B — B(Ric,, + |h|?) (5)

dove A! denota I'operatore di Laplace associato all’ipersuperficie 3;.

Dimostrazione. Calcoliamo preliminarmente %hfj: la tesi seguira subito dopo.
Si ha pertanto

0 0 0 0 0
i — T4, 9 5 =—-——=—|D o)
o = " (Vaii D7 ”) 6t< 5o 91
0 0
_(DgtDail (W)V) — (Daii a(p]'7D§tV>
. 0 0 0 0
= —me(awwy,aw?u) — (Daii D% 3<pj’y> — (Daiia(pj’De?tV)

. 0 0 0 0
= Rlem<w7y7agpj,y) — (Dait Daijaj—',l/) — (Dait a()0],.D08t1/>




Studiamo i termini separatamente.

)
(DaiiDaiJBT7y> - (Dm Do f, y) - (D

<(§I83V+ﬂD,aj 1/),1/)

G S (b ) + S (0 g )
+ (DﬁD&V, V)
2
= g~ (P D)
s~ T (Dag,,, o)
2
= 5?"5‘6@ _5 r h?,k:

dove sono state utilizzate le utili identita

(DL_V,Z/>:0, (DaVD@I/)Z—(Di_DLZ/,I/>

ozl oxd ozt oxd
Esplicitiamo ora F?V: dalla formula di Levi Civita si evince
ks

g 0 0 0 g’“S 0 &
Fk = a iJdsv A Yis — 5 YGkv | = s = sh's
w2 (&pJg T 5% aps " ) 2 gutis =9 M

dove abbiamo utilizzato la scrittura della metrica g = g;;d¢'dy? +dv?. In sintesi
abbiamo trovato la formula

0 825 ks
<Daii DaijaT,I/) = FEL — B9 hirhjs

Scriviamo meglio il terzo elemento. Notiamo che se Y ¢ tangente a v si ha

(Y,D%u) - f(D%Y,y) - <DY£F > — —(DyfBv,v)
—(VyBr,v) = =Y (B)

trovando quindi la scrittura D 2, = —V*8, e quindi
D, 2 ,Dov)=-TH = ob
57 D’ 7 Ok

Mettendo quanto visto assieme troviamo:

0 . 0 0 0 0
ath” _Rlem(W’V’W’V) — (D(;;Dafj M,V) — (Ddizagp‘]’Daaty>

0 0 26 ks k aﬁ
= —R1em(a .V, 5‘§0j’y) 950 + B9 hikhjs + 15— B
0 0 0%3 & 8,3 &
— —Riem|{ -2 v, L )22 4k $hirhs
RIem(@W ,V, 95 ,V) 950 ij 8 —Bg" hirhjs
—vivis



Possiamo quindi finalmente calcolare la derivata della curvatura media. Dall’u-
guaglianza ¢** grj = 0} ricaviamo l'ultimo ingrediente necessario:

o . o
ag” = —28g" " hyy

Calcoliamo ’evoluzione di H.

0 0 o o | .

EH 57 9" hij = ¢"Fg" hjkhi; — g Riemyy 5, — g7 VINVEB+8 g7 g" hinhy

~— e —_———
—2p|h|? Ricy, Atg [h|2

trovando infine la tesi. O

Calcoliamo infine la seconda variazione.

O [ =& [ oaar
/?ﬁth Jr/ﬂathdo /ﬂHt (BH') do

0

8fod +/52Ht2da /m B+ B (Ricys +|h|?) do
Osserviamo ora che si puo dare una scrittura di Ric,, in termini delle

curvature di ¥ e M: tracciando due volte 'equazione (??) troviamo la formula

R* = RM — 2Ric,, +H? — |h|?

Se implementiamo quest’ultima formula nei calcoli fatti, possiamo riassume-
re quanto calcolato per dare la seguente definizione di ipersuperficie minimale
stabile, equivalente alla precedente nel caso questa abbia area finita.

Definizione 13. Sia ¢q: ¥ — M un’ipersuperficie in (M, g) varietd Rieman-
niana. Diciamo che ¥ & un’ipersuperficie minimale se la curvatura media e nulla,
ossia se
—JYp.. —
H=g"hi; =0 (6)
Diciamo invece che ¥ & minimale stabile se € minimale e soddisfa la seguente
disuguaglianza:

1
[V 0P 4 S8~ RY )2 do = 0 per ogni f € CF(D) (1)
)

per ogni D C ¥ e un aperto regolare e limitato.

3 Analisi dell’operatore di stabilita

La seconda definizione permette di dare un significato analitico al concetto di
stabilita per ipersuperfici. Se consideriamo infatti l'operatore ellittico L :=
—A¥ + Z(R¥ — RM — |h|?), possiamo notare come la forma bilineare associata
in H}(D) coincida con la quantita integrale che esprime la stabilita. In questa
sezione studiamo le proprieta dell’operatore L, che saranno importanti ai fini
del teorema di classificazione che vogliamo esporre. Riportiamo quindi senza
dimostrazione alcuni risultati preliminari ai fini dello studio successivo.



Teorema 14 (Teoria dell’operatore di Laplace). Sia D C ¥ aperto regolare e
limitato. Consideriamo il problema di Dirichlet

—Au=f inD
u =0 in 9D

con dato f € L?*(D). Allora il problema ammette un’unica soluzione u €
H}(D) N H?(D) che soddisfa la stima

ull22 < cllfllz c=c(D)

Se inoltre f € CF*(D) allora u € C*¥*%%(D) e vale la stessa stima con le norme
dei rispettivi spazi di Holder. Inoltre 'operatore (—A)~1: L?(D) — L?(D) che
associa ad una funzione f la soluzione u del problema & un operatore simmetrico,
positivo e compatto, quindi diagonalizzabile.

Teorema 15 (Fredholm). Sia X uno spazio di Banach, T: X — X un opera-
tore compatto. Allora I'operatore I — T detto operatore di Fredholm ha dimen-
sione del nucleo finita ed uguale alla codimensione dell’immagine. In particolare
I — T e iniettivo se e solo se e surgettivo.

Con questi due ingredienti, diagonalizziamo ’operatore di stabilita.

Proposizione 16. Sia ¢ € C°°(X) una funzione liscia; allora 'operatore —A+¢g
¢ localmente diagonalizzabile, ossia per ogni aperto limitato e regolare D C X
esistono una successione crescente (Ap)neny € R di numeri ed una successione di
funzioni (e,)neny € C§°(D) che risolvono il problema

—Au+qu=>Mu inD
u=0 in 9D

Inoltre (e,)nen € un sistema Hilbertiano in L?(D).

Dimostrazione. Notiamo che I'operatore (—A)~tq: f € L?(D) — (—=A)"(qf)
¢ ben definito e compatto. Consideriamo dunque 'operatore di Fredholm I +
(—A)~1q e distinguiamo due casi:

1. T+ (—=A)"1q ¢ iniettivo
2. dimker I + (—A)"1¢g >0

Nel primo caso, segue dal teorema di Fredholm che ’operatore ¢ anche surget-
tivo, e quindi possiamo invertirlo e studiare (—A + ¢)~': L? — L?. Notiamo
pertanto come questo sia lineare e simmetrico, e quindi continuo perché definito
su tutto lo spazio in virtu del teorema del grafico chiuso. E sufficiente provare
esso che e compatto; la tesi segue combinando il teorema spettrale con la teoria
di regolarita del laplaciano. Consideriamo quindi le successioni (fy,)nen limita-
ta in L%, e (un)nen in HE(D) che risolve —Au, + qu, = f, in senso debole.
Moltiplicando per w,, ed integrando troviamo la relazione

/|Vun|2d0:/ _qui"’_unfnda
D D



Per continuita esiste una costante ¢ per la quale |ju,|| < ¢||fn||. Combinando
questo fatto con la disuguaglianza di Holder e la limitatezza di ¢ in D si evince
che (up)nen & limitata in HE(D) e la tesi segue dal teorema di Rellich.

Nel secondo caso basta provare che esiste un numero A per il quale —A + ¢+ A
¢ iniettivo e ricondursi quindi al caso precedente. Se per assurdo ogni A avesse
almeno un autofunzione allora a meno di normalizzazione avremmo trovato una
famiglia (ux)xer di norma unitaria ed a due a due ortogonali per una banale
verifica diretta: questo contraddice la separabilita di L?(D) e prova la tesi. [

In analogia con il caso del laplaciano vogliamo dare una caratterizzazione
variazionale del primo autovalore di —A + ¢. Richiamiamo quindi I’enunciato
della disuguaglianza di Harnack.

Teorema 17 (Harnack). Consideriamo u che soddisfa le condizioni

—Lu>0 inD
u >0, u € H}

con L = a"V,;V j+b'V;+-c operatore strettamente ellittico a coefficienti limitati.
Allora per ogni palla By, contenuta in D vale la stima

esssupu < C’essi}s}f u, C=C(L,r) (8)
B, N

Possiamo ora provare la seguente proposizione.

Proposizione 18. Sia A{(D) il primo autovalore di —A + ¢ nel dominio D.
Vale dunque la seguente caratterizzazione variazionale

M (D) = inf{/ |Vul|? — qu*do | v € H}(D), /
D

D

u?do = 1} (9)

Inoltre dimker Ay — (—A + ¢) = 1 e 'autofunzione associata ha segno costante
in D.

Dimostrazione. La dimostrazione della caratterizzazione ¢ identica a quella del-
la caratterizzazione del primo autovalore del laplaciano e non viene riportata.
Notiamo ora che se e raggiunge l'estremo inferiore in (??) allora anche |e| lo
raggiunge e quindi possiamo supporre ¢ > 0. Il teorema (??) rende la maggio-
razione stretta, in quanto 'insieme {x € D | e(x) = 0} & aperto e chiuso, quindi
deve essere necessariamente vuoto in quanto e soddisfa ||e|]|s = 1. Proviamo ora
che la dimensione dell’autospazio associato a A; ¢ 1. Dati dunque e, € auto-
funzioni per A1, consideriamo la combinazione lineare e + té che al variare di ¢
resta autofunzione: fissato xg in D, troviamo quindi un tempo ¢ per il quale
si ha e1(xg) + toé(xp) = 0 e ripetendo il ragionamento precedente e; = —tgé,
trovando quindi dipendenza lineare. O

Quanto provato sopra ci permette di dare una caratterizzazione alternativa
della stabilita: possiamo anche dire che un’ipersuperficie ¢ minimale stabile se
ha curvatura media nulla e soddisfa la condizione A\¥(D) > 0 per ogni dominio
limitato e regolare D € %, dove L = —A + 1(R¥ — RM — |n|?). Concludia-
mo la sezione con un’importante proposizione, che verra utilizzata nel capitolo
successivo.

10



Proposizione 19. Sia 3 una varieta completa, illimitata. Mantenendo la
notazione precedente, sono fatti equivalenti:

1. A1(D) > 0 per ogni D
2. A (D) > 0 per ogni D
3. Esiste una funzione positiva f € C*°(X) che risolve —Af 4+ qf =0

Dimostrazione. 1. = 2. Per illimitatezza esiste una palla Br per la quale vale
Pinclusione D € Br. Banalmente si evince dunque 0 < A\1(Bgr) < A1(D), e per
provare la tesi basta dire che la seconda maggiorazione e stretta. Questo € ovvio
dopo quanto osservato, perché se valesse I'uguaglianza e; (D) sarebbe soluzione
del problema

—A€1<D) + qel(D) = Al(BR)el(D) in BR
u = 0, in 8BR

e quindi sarebbe di segno costante in Bg, ma per costruzione e; (D) = 0 fuori
da D, assurdo.
2. = 3. Dalla positivita di A1(D) si evince che il problema di Dirichlet
—Au+qu=0 inD
u =0, in 0D
ammette solo la soluzione nulla. Ne consegue per Fredholm che I + (—)\)"!q
¢ bigettivo. Consideriamo dunque la funzione wg, unica soluzione (liscia) del
problema

—Augp +qur =0 in Bg
u=1, in 0BR

e notiamo che ugr deve essere non negativa, altrimenti ponendo Qp = {ug < 0}
avremmo trovato una soluzione non nulla per il problema

—Aur +qur =0 in Qg
’LL:O, in 8QR

La disuguaglianza di Harnack rende la maggiorazione stretta. Fissiamo x( e
poniamo fr := %, soluzione di —Au + qu = 0 soddisfacente fr(z¢) = 1.
Fissato p > 0, osserviamo che per ogni R > 0 che soddisfa 4p < R troviamo la
stima

sup fr < C con C = C(q,n,p)
B,

E cruciale osservare come la costante C' sia indipendente da R. Unendo questo
fatto con le stime di Schauder (che continuano a valere) troviamo per argomento
diagonale 'esistenza di una funzione f liscia e positiva per la quale fr — f in
Cllzca per ogni k € N, o € (0,1) e quindi la tesi.

3. = 1. Sia f una funzione liscia e positiva che realizza —A f + ¢ f = 0. Ponendo

w = log f & immediato constatare che vale I'uguaglianza

—Aw = —q+ |Vwl|?
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Presa una generica ¢ € C§°(D) , moltiplichiamo per ¢? ed integriamo in D.
Applicando la disuguaglianza di Young con p = 2, ¢ = 2 troviamo

/—q<p2d0—|—/ <p2|Vw2|dU=2/ »(Vp, Vw) do
D D D
S/ 902|Vw|2da+/|V<p|2da
D D

e arbitrarieta di ¢ e D conclude la proposizione. O

4 1l teorema di classificazione

Dopo lunghi preliminari, possiamo finalmente enunciare e dimostrare il teorema
preannunciato.

Teorema 20 (Fischer-Colbrie, Schoen). Siano (M3, g) una 3-varieta completa
con curvatura RM > 0, e ¢g: ¥? — M? un’ipersuperficie orientabile, senza
bordo, completa e minimale stabile. Distinguiamo due casi:

1. Se ¥ & compatta, allora ¢ conformalmente equivalente alla sfera S? oppure
Y. € un toro piatto completamente geodetico.

2. Se ¥ non ¢ compatta, allora & conformalmente equivalente al piano R? con
la metrica standard o al cilindro piatto R x S!

Ricordiamo che due superfici (X1, 1), (Z2,92) si dicono conformalmente
equivalenti se esiste un diffeomorfismo F': 31 — X5 tra le due e le metriche
F*go, g1 sono conformi.

Dimostrazione. 1. Per compattezza possiamo considerare la funzione f = 1
come funzione test, trovando dalla disuguaglianza (?7)

OS/RM+|h|2dJ§/dea:QWX(E)
z 2

dove abbiamo utilizzato il teorema di Gauf3-Bonnet per calcolare il secondo in-
tegrale. Qui y indica ovviamente la caratteristica di Eulero della superficie. Dal
teorema di classificazione per superfici di Riemann compatte troviamo quindi che
puo realizzarsi o y = 2 o x = 0. Nel primo caso dal teorema di uniformizzazione
segue che ¥ & conformalmente equivalente alla sfera. Nel secondo caso troviamo
che deve valere I’esistenza di un toro in M va ad implicare che h =0 e R™ =0
in ¥. Dalla prima uguaglianza si evince che il toro & totalmente geodetico in
quanto VY coincide con V nei campi tangenti e le due connessioni inducono
quindi le stesse equazioni del trasporto per curve v: I — ¥3. La seconda
uguaglianza permette di scrivere 'operatore di stabilita come L = —A* 4 %RZ.
Osserviamo pertanto che utilizzando f = 1 come test si evince dalla caratteriz-
zazione variazionale del primo autovalore che A;(X) =0 e f & un autofunzione,
facendo degenerare I’equazione differenziale associata ad L in R* = 0, che prova
la piattezza di X.

2. La dimostrazione in questo caso € piu ostica. A causa della proposizione
(?7) la stabilita della superficie & equivalente all’esistenza di una funzione liscia
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e positiva per la quale si ha —A* f +¢f = 0. Essendo ¥ una superficie Rieman-
niana si evince che il suo rivestimento universale Riemanniano 3 deve essere
conformalmente equivalente a R? con la metrica piatta o al disco B? con la me-
trica iperbolica. Proviamo dunque che ¥ non pud essere il disco. Supponiamo
dunque che valga m: B2 — 3. Essendo 7 un’isometria locale, ’esistenza di una
funzione positiva che soddisfa —Af + qf = 0 si solleva nel disco, che dunque
soddisfa la condizione A; (D) > 0 in ogni dominio regolare e limitato. Proveremo
Pesistenza di un raggio R per cui Aj(Bg) < 0, trovando quindi Passurdo. La
metrica di X trasportata sul disco risulta essere conforme alla metrica standard:
definendo tale metrica come g con abuso di notazione, si ha infatti g;; = pd;;
per pn > 0. (B2, g) risulta essere inoltre completa per la locale isometria con .
Ponendo p = ﬁ7 dalle formule per i cambi conformi troviamo le uguaglianze

2 1
Ay = w?Ay, Ry =2A4logw = EAgw — E|ng\2

Scriviamo in particolare la seconda uguaglianza come

w
—“Agw =——

1
2 R(] _Elv‘]w|2

L’idea & di considerare come funzione test la funzione Cw, con ( cut-off nella
palla Br € B?; per far cid & necessaria una considerazione preliminare. Detta
r(q) := d(0, q) la distanza dall’origine del disco, notiamo che r & liscia fuori dal-
Porigine: la condizione H = 0 in ¥ implica R* < 0 e quindi R4, < 0. Siccome
in dimensione 2 la curvatura scalare governa il tensore di Riemann, troviamo
Riem™, Riem, < 0. Essendo il disco semplicemente connesso e la metrica com-
pleta dal teorema di Cartan-Hadamard troviamo che exp,: ToB?> — B? ¢ un
diffeomorfismo, da cui si evince la considerazione. Consideriamo quindi come
cut-off ¢ = ((r), con ¢ che soddisfa le seguenti proprieta:

L, B, _ ¢
0, inBR “R-—r

¢: [0,400) — [0,1], C:{

Utilizziamo (w come funzione di test. Avendo noi assunto per ipotesi di assurdo
A1(D) > 0 per ogni D, deve valere

0< /\1(BR)/ (Cw)? doy

Br

< [ VG0 + 5 Ry(Guw)? = S (BY + W) Cw)? do,
Br

< /;R|Vg(<w)2—|—;Rg(Cw)2 dog :/ —(wAg(Cw)+%Rg(Cw)2dag

Br

Sviluppiamo il laplaciano tenendo a mente l’espressione per Ajw:

—Ag((w) = —tr(wVaC + (Viw + 2V w @ Vy()
= —wAL — (Ayw +2(V,w, V()
—wac-
+2(Vaw, V()

Rg—é‘vgwﬁ"‘
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ed implementandola nella precedente disuguaglianza integrale troviamo

0< Al(BR)/ —CwAg4(Cw) + %Rg(Cw)Q dog

Br

(Cw)? doy < /

Br

< : Cw(—wAyC —2(V4(, Vow) — (Aqw) + %(Cw)2 Ry doy
= / —Cw?Ayw — 2¢w(V ¢, Vow) + %(Cw)zRg dog+
Br

1 1
Jr/B Cw (2 Ryw — w|ng|2> dog

= /B —Cw? — 2Cw(V4(, Vyaw) —C2|V9w|2 doy
=w?|V (|2 —div((w?V4()

=/ w? |V ¢? = (| Vyw|do,
Br

Utilizziamo ora le proprieta di completezza e la cut-off scelta per concludere la
dimostrazione. Poiché (B2, ﬁé) e completo w non puod essere costante: deve
dunque esistere un r per il quale |V w| # 0 in B,. Scelto tale r, & quindi valida
la stima

Og)\l(BR)/ w? doy < %/ w? dag—/ |V gw|? doy
B, (R—T) Br B,

Concludiamo la stima osservando che per costruzione si ha do, = #dm, che ci
da )
cR 1 |V w]|

r2(R—71)2 w2 |p  w?

0< /\1(BR) < dx

Troviamo quindi ’assurdo per R sufficientemente grande. Ne consegue che il
rivestimento universale di ¥ & necessariamente R2. Piu precisamente, dal teo-
rema d’uniformizzazione segue che ¥ & diffeomorfo al quoziente di R? per un
sottogruppo discreto di isometrie prive di punti fissi. Le uniche superfici di
Riemann connesse, orientabili, senza bordo e non compatte che possono esse-
re un tale quoziente di R? sono il piano ed il cilindro, e questo conclude la
dimostrazione. O
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