CAPITOLO 9

Varieta a curvatura costante e LCF

Le varieta riemanniane complete a curvatura costante K, chiamate anche spa-

ce forms, si possono caratterizzare in modo molto preciso dal punto di vista to-
pologico/differenziale. A meno di riscalare la metrica per un fattore positivo, si
puo assumere che K valga 0, 1 oppure —1. Fatta questa assunzione, tutte le spa-
ce forms sono quozienti riemanniani di R" (se K = 0), S" (se K = 1) oppure H"
(K = —1), con la loro metrica canonica, tramite 1’azione libera e propriamente
discontinua di un opportuno gruppo di isometrie. Questo risultato & un’imme-
diata conseguenza del Teorema 9.1.1 che segue.
Nella seconda sezione discuteremo poi le varieta localmente conformalmente
flat, o LCF, cioe tali che localmente, con un cambio conforme della metrica, di-
ventano flat. Vedremo come tali varieta sono caratterizzate dall’avere tensore
di Weyl (di Cotton in dimensione 3) nullo.

9.1. Varieta a curvatura costante

TEOREMA 9.1.1. Sia (M, g) una varieta riemanniana completa con curvatura sezio-
nale costante uguale a k € {0, 1, —1}. Allora il rivestimento universale riemanniano di
M e

o R"™ con la metrica canonica, se k = 0,
o S™ con la metrica canonica, se k = 1,
o H" con la metrica canonica, se k = —1.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo M semplicemente connessa, se dimostria-
mo che (M, g) & isometrica allo spazio corrispondente, la tesi segue.

e Caso k = 0.

Sia p € M e consideriamo la varieta riemanniana flat (7,1, g,) che e isometri-
ca a R", con la metrica canonica. Per il Corollario 8.3.2 al teorema di Cartan—
Hadamard, la mappa exp,, : T,M — M & un diffeomorfismo, se mostriamo che
¢ un’isometria locale abbiamo la tesi, per il Lemma 8.0.1.

Siav € T,M esia~ : [0,1] — M la geodetica uscente da p con velocita iniziale
v e come al solito, identifichiamo nel modo canonico gli spazi tangenti 7,7, M
con T,M, per ogni t € R. Dato v € T,,M e detto U il campo vettoriale lungo
ottenuto trasportando parallelamente u, definiamo un campo Y lungo - ponen-
do Y (t) = tU(t). Allora Y & un campo di Jacobi, che in questo caso si riduce a
Y” = 0, essendo il tensore di Riemann identicamente nullo, inoltre Y (0) = 0 e
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Y’(0) = U(0) = u, quindi, per il Corollario 6.4.11, abbiamo
(dexp,)v(u) = U(1).

Analogamente, per un altro vettore w € T),M con estensione parallela W lungo
v, abbiamo

(dexp,)o(w) = W(1).

Verifichiamo dunque che (dexp,), & un’isometria lineare tra T,7,M ~ T,M e
T. (U)M ,

exp,,

Gexp(v) ((dexpy ) (u), (dexp, ) (w)) =g,y (U(1), W(1))
w

= gp(u, w),

dove, nella penultima uguaglianza, abbiamo usato il fatto che U e W sono
ottenuti per trasporto parallelo.

e Caso k= —1.

Siano p € M e ¢ € H". Sia g la metrica canonica su H", e sia L : (T,H",g,) —

(T,M, g,) una qualunque isometria lineare. Osserviamo che per il Corollario 8.3.2
al teorema di Cartan-Hadamard, la mappa exp, : T,H" — H" & un diffeomor-

tismo. Definiamo allora ¢ : H" — M in modo che il seguente diagramma

commuti,

TH —2 M

exp, | | exp,,

H" M

ciog ¢ = exp, oL o exp, .

Vogliamo dimostrare che ¢ € un’isometria locale, per poi concludere con il Lem-
ma 8.0.1.

L'equazione per i campi di Jacobi su M e Y = Y. Data una geodetica v(t) =
exp,(tv) su M e un vettore u € T,M, il campo di Jacobi lungo v che verifica
Y (0) =0e Y’(0) = u e pertanto dato da

Y () = sinh(t) U(t)

dove U(t) & I'estensione parallela di v lungo +. Quindi, per il Corollario 6.4.11,
si ha

(dexp,),(u) = sinh(1) U(1).
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Di conseguenza, dati u,w € T,M,
Gexp, (v) ((dexpy)o(u), (dexp, )y (w)) = gya)(sinh(1) U(1), sinh(1) W(1))
= g (0 ( sinh(1) U(0), sinh(1) W(0))
= sinh?(1) g,(u, w).

Un calcolo analogo vale per lo spazio iperbolico H", che ha a sua volta curvatura
sezionale costante uguale a —1. Si ottiene quindi che, per ogni v,u,w € T,H",

Jexp, (@) ((d exp, )w(t), (d equ)g(@)) — sinh?(1) 9,(w, W)

Possiamo allora verificare che ¢ & un’isometria locale, ossia che per ogni 7 =
@

PN

exp, () (ricordando che exp, : T,H" — H" & un diffeomorfismo),
dpr = dpexp, v) = (dexp,)y 0 dLz o (d exp,)y : TH" — T,M
¢ un’isometria lineare, dove v = L(7) e 1 = exp,(v) = ¢(T)
Jr (dSOF(ﬂ) adQDF(w))
= Gexp, () (dpr (W), dipr(W))
= Jexp, (v ((d exp,)y © dLz o (d equ)gl(ﬂ), (dexp,)y 0 dLzo (d equ)gl(m))
sinh?®(1) g, (dLy o (dexp,)y' (W), dLy o (dexp,); " (W)

— sinl?(1) g, ((dexp,); ' (@), (dexp,);' (@)
o @)

e Caso k = 1.
Procediamo come nel caso £ = —1. La principale differenza sta nel fatto che
exp, : T,S" = S" C R"™*! non & un diffeomorfismo, mentre lo ¢ la restrizione

exp, |B,(0,) : Bx(Og) = S"\ {—q}.

Definiamo allora la mappa ¢ come quella che rende commutativo il seguente
diagramma,

Ll (04
B(0,) M

exp, | { exp,,

S"N{=¢} —— M,

dove L : (158", 9,) — (T,M, g,) € una qualsiasi isometria lineare. La verifica che
¢ sia un’isometria locale e allora analoga al caso £ = —1. Cambiano solo 1'equa-
zione per i campi di Jacobi, che in questo caso € Y” = —Y e le corrispondenti
soluzioni, date da Y'(t) = sin(t) U(t).
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Vorremmo ora estendere ¢ a un’isometria su tutto S”, per fare cio, scegliamo un
qualsiasi punto ¢’ € S™ \ {¢, —¢q}, poniamo p’ = ¢(¢’) e definiamo la mappa ¢’
come quella che fa commutare il seguente diagramma,

dPq [B(0,)
B:(0y) Ty M
€Xp,y/ CXPyy
S\ (¢} —— M

Essendo ¢’ costruita in modo analogo a ¢, a sua volta risulta essere un’isometria
locale. Facciamo infine vedere che ¢ e ¢’ coincidono dove sono entrambe defi-
nite, e quindi si incollano dando luogo a un’isometria ¢ : S* — M. E semplice
verificare che il punto ¢’ viene mandato in p’ tramite ¢’. Inoltre, dove le mappe
sono definite, si ha

deyy = (dexpy)o,, o dpy o (d equ,)gi, = ldr, o dpy o ldr 50 = dipy -

Applicando il Lemma 8.0.2, si ottiene allora che ¢ e ¢’ coincidono sull’interse-
zione dei loro domini. O

OSSERVAZIONE 9.1.2. La completezza di (M, g) € fondamentale in questo teo-
rema, la metrica warped non completa g = e*dt> + ¢* ¢S, sulla varieta sempli-
cemente connessa R x S? ~ R3 \ {0} e flat (Osservazione 8.3.6).

Analizzando la dimostrazione, possiamo vedere che la conclusione puo esse-
re facilmente “localizzata”, come espresso dalla seguente proposizione. L'unica
accortezza € notare, nel caso k = 1, che per il teorema di Bonnet-Myers 8.1.1, si
ha inj(p) < 7, per ogni punto della varieta.

PROPOSIZIONE 9.1.3. Sia (M, g) una varieta riemanniana e p € M tale che in un
suo intorno U si abbia curvatura sezionale costante uguale a k € {0,1,—1}. Allora
ogni palla geodetica B, (p) C U, centrata in p, con r < inj(p), e isometrica alla palla di
stesso raggio centrata in un qualunque punto di

e R" con la metrica canonica, se k = 0,
o S™ con la metrica canonica, se k = 1,
o H" con la metrica canonica, se k = —1.

Se n e pari, 'unico quoziente non banale di S" (cioé oltre alla sfera stessa), e lo
spazio proiettivo RPP". Se n e dispari, la classificazione degli spazi a curvatura
costante 1 € completa, ottenuta da J. A. Wolf [224]. T quozienti riemanniani di
R" (cioe gli spazi flat) sono stati classificati nel 1911-12 da L. Bieberbach [30, 31]
(si vedano [224] e [85, Sezioni 2.22-2.25], per il caso n = 2). Lo studio degli
spazi a curvatura costante uguale a —1 (cioe quozienti di H", detti spazi iper-
bolici) € un campo molto attivo della matematica (detto geometria iperbolica). Se
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n = 2, tra le superfici compatte e orientate, tutte e sole quelle di genere mag-
giore o uguale a due ammettono una metrica con curvatura (scalare) costante
—1 (non la sfera, né il toro che invece 'ammettono di curvatura rispettivamen-
te positiva e nulla). Ricordiamo che per il teorema di uniformizzazione 7.5.8,
ogni superficie compatta ammette una metrica di curvatura costante. Se n = 3,
esiste una “caratterizzazione” ma non una vera e propria classificazione, mal-
grado la dimostrazione della congettura di geometrizzazione di Thurston [182, 193]
che “descrive” la struttura delle 3—varieta (ora un teorema grazie al lavoro di
Richard Hamilton e Grisha Perelman sul flusso di Ricci [215] - si veda [25]).

Concludiamo questa sezione, dando delle caratterizzazioni equivalenti degli
spazi flat, cioe con tensore di Riemann identicamente nullo.

PROPOSIZIONE 9.1.4. Per una varieta riemanniana (M, g), le sequenti condizioni
sono equivalenti:

(1) M éflat.

(2) Per ogni punto p € M, esiste un intorno U di p isometrico a un aperto di R™.

(3) Per ogni puntop € M, esiste una carta coordinata attorno a p nella quale la metrica
si scrive come g;; = 0;;.

(4) Per ogni punto p € M, esiste una carta coordinata attorno a p nella quale i campi
9 formano una base ortonormale in ogni punto.

(6) Per ogni punto p € M, esiste una carta coordinata attorno a p nella quale i simboli
di Christoffel T'}; sono identicamente nulli.

(6) Per ognipuntop € M, esistono in un intorno U di p dei campi vettoriali £, . . ., E,
ortonormali in ogni punto, tali che si abbia Vg, E; = 0 per ogni i,5 € {1,...,n}
(cioé sono campi paralleli in U).

(7) Per ogni puntop € M, esiste una carta coordinata attorno a p nella quale la metrica
ha coefficienti g;; costanti.

(8) Per ogni punto p € M, esiste un intorno U di p tale che il trasporto parallelo lungo
tutte le curve chiuse in U uscenti da p sia l'identita di T, M (il gruppo di olonomia
locale in p e banale).

(9) Per ogni punto p € M, esiste un intorno U di p tale che il trasporto parallelo
all'interno di U non dipenda dalla scelta del cammino.

(10) Per ogni punto p € M, esiste un intorno U di p tale che ogni vettore v € T, M si
puo estendere a un campo parallelo in U.

DIMOSTRAZIONE. L'equivalenza tra le condizioni (2), (3) e (4) € ovvia. Tutte
queste implicano la condizione (1) perché R™ ha curvatura nulla e quest'ultima
implica ciascuna di esse per il Teorema 9.1.1, quindi le prime quattro condizioni
sono equivalenti.

La condizione (2) implica la (5) perché i simboli di Christoffel di R™ sono tutti
nulli e la condizione (5) implica la (1) per come si ottiene in coordinate il tensore
di Riemann dai simboli di Christoffel.

La condizione (5) implica la (6), infatti segue che i campi coordinati 0

Ozt

sono
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paralleli in un intorno U di p € M, se dunque “produciamo” una base ortonor-
male e; = \) 2 ]p di T, M con l'algoritmo di Gram—Schmidt, per dei numeri reali

i OxJ
X!, siha che i campi E; = X! ;2 sono paralleli e sono una base ortonormale dello
spazio tangente in ogni punto di U. La condizione (6) implica la (4), se infatti
Vg, E; = 0allora [E;, E;] = 0 perogni i, j € {1,...,n}, dunque esiste una carta
coordinata attorno a p per cui si ha 3‘11. = L, per la Proposizione 1.7.1.
La condizione (3) implica ovviamente la (7), mentre la condizione (7) implica
la (5) grazie alla formula che lega i simboli di Christoffel della connessione di
Levi—Civita ai coefficienti della metrica.

La condizione (2) implica la (8), perché su R" il trasporto parallelo e l'identita.
La condizione (8) implica la (9), in quanto il trasporto parallelo da p a ¢ lungo
una curva in U, composto con il trasporto parallelo da ¢ a p lungo un’altra curva
in U, deve essere l'identita.

La condizione (9) implica la (10), infatti, non dipendendo il trasporto parallelo
dal cammino, possiamo trasportare parallelamente v in tutti i punti di U lungo
un cammino arbitrario ottenendo un campo V. Tale campo & allora paralle-
lo, per le proprieta della derivata covariante lungo le curve nella Proposizio-
ne 3.5.5.

Verifichiamo infine che la condizione (10) implica la (6). Fissata una qualsiasi
base ortonormale di 7,M, estendiamo parallelamente gli elementi di tale base

in U, ottenendo dei campi vettoriali paralleli £, ..., E, che soddisfano la con-
dizione (6), in quanto sono ortonormali in ogni punto per la compatibilita della
connessione di Levi-Civita con la metrica. O

9.2. Varieta localmente conformalmente flat

Ricordiamo brevemente alcuni fatti visti in capitoli precedenti. Data una va-
rieta riemanniana (//, g) e una funzione positiva u : M — (0, 4o00) di classe C*°,
I'operazione di “passare” da g alla nuova metrica riemanniana g = ug conforme
a g si dice cambio conforme della metrica di M.

Per comodita nei conti che seguono, si preferisce usualmente indicare una me-
trica g conforme a g come g = ¢*?g, per una funzione ¢ € C>(M).

DEFINIZIONE 9.2.1. Una varieta riemanniana (M, g) si dice localmente confor-
malmente flat (LCF) se per ogni p € M esiste un intorno di p e un cambio confor-
me della metrica tale che la varieta risultante sia flat in tale intorno.
Equivalentemente, per ogni punto p € M esiste una carta coordinata (U, )
attorno a p e una funzione ¢ € C*(U), tale che

eV gi(q) = &y

per ogni punto g € U.
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Ovviamente tutti gli spazi flat, ma anche le sfere e gli spazi iperbolici, so-
no LCEF, per i calcoli della Sezione 2.3, dunque anche ogni varieta a curvatura
costante, per la sezione precedente.

Abbiamo calcolato nell’Esempio 5.8.1 come cambiano le quantita geometriche
con il cambio conforme § = e*?g della metrica g di una varieta, notando che
§¥ = e %4, Siha

= Oy 0 Oy
k 1k 4 sk9P  kOP  m9¥
Iy =10+ 5j pps +0; 5 g 9l Gij
Riem =e*(Riem — A® g) con A = V3¢ —dp ® dp + |Ve|’q/2 (9.1)
Ry = Ry, — (n—2)Vyp+ (n—2)V,pVip — (Agp + (n— 2)|Vg0|2)g,~k (9.2)
R=e2(R—2(n—1)Ap— (n—2)(n—1)|Veg|?). (9.3)
Infine, il tensore di Weyl e conformalmente invariante,

Weyl = ¢?*Weyl e W =W,

ESERCIZIO 9.2.2. Se esiste una base ortonormale {e;} di 7),M tale che {e; Ae;}

sia una base di autovettori dell’operatore di Weyl #,, : A*T,M — A*T,M, definito

a partire dal tensore di Weyl analogamente a come %, ¢ ottenuto dal tensore

di Riemann (Definizione 5.3.11), diciamo che %, & puro. Diciamo che (M, g)

ha operatore di Weyl puro, se %, & puro per ogni p € M. Si mostri che questa
proprieta & invariante per cambio conforme della metrica.

Ricordiamo la definizione del tensore di Schouten di una varieta riemanniana

(M, g),

1
S:

o)

la formula che lo coinvolge nella decomposizione del tensore di Riemann

(Ric —

Riem =S ® g + Weyl
e la definizione del tensore di Cotton

1
Cijk = Vls]k - VJSm = m (viRjk - VJle - (VleJk - VJRglk)) .

1
2(n—1)

PROPOSIZIONE 9.2.3. Se (M, g) é una varieta riemanniana di dimensione n > 3 e
g = e*?g, allora il tensore di Schouten soddisfa

S=S-4,
dove il tensore A e definito nella formula (9.1), dunque, in coordinate,

gm’ =Sy — V?ﬂ’ + VieVip — [Vol?gi/2.
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DIMOSTRAZIONE. Si ha

e‘wﬁi\eB:Riem—A@g:S®g—|—Weyl—A®g,

dunque

e S g =e 2 (Riem — Weyl) =S®g—Adg=(S—A) 0y,

da cui

Sog=(S-4) 0y,

cioe

T,(S—S+A)=0,

dove U, ¢ la mappa lineare datada i — ¥ ,(h) = h ® g, che sappiamo dall’Eser-
cizio 5.6.10 essere iniettiva per n > 3, dunque la tesi segue. U

PROPOSIZIONE 9.2.4. Se (M, g) é una varieta riemanniana di dimensione n = 3 e
g = e*g, allora

Ciji = Cij

dunque, in dimensione 3, il tensore di Cotton e conformalmente invariante.
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DIMOSTRAZIONE. Calcoliamo

Cup = Vil — VR — (G V.R — 5 R)
=ViRji — Ruk(67"9;0 + 67010 — 995V )
— Rjn(0"Vip + 67V — 99V pp)
— V;Rit + Rute(0'Viip + 67"V 0 — g™ 91,V pp)
§ a5 Vip + 0V 30— 0705 V,0) — 16 (ViR — V)
=V,Rj, — VipRij — VioRjk + 9" 9 Rjm Vo
— YV, Rip + VipRi; + VR — 0" g Rim V0
+ %vm(ﬁ —4Ap — 2|V o|*) g — }lgjkviR + %vi(Mw +[Vel) gji

1 1 1
— §Vj(,0(R, —4Ap — 2|V90|2)9¢1c + Zgikij - §Vj (QASD + |V‘P|2)9i’C

= Cijr + Vi(= V30 + VoV — (Ap + [Vol*)g;r)
— Vi(Rji — Vi + VioVip — (A + [Vo|*) gji)
+ 9™ 9k Vpo (Rjm — V?m@ — gikVjpAp
- Vj(_vzzk@ + VioVip — (Ap + |V90|2)97;k)
+ VjSD(Rik — Vi + VipVip — (Ap + ’V90|2)9ik)
— 9™ 95tV pp (Rim — Vi,0) + 951 Vip A

1 1
+ évi@(R —4Ap — 2|Vgo|2)gjk + §vi(2A¢ + |V<p|2)gjk

1 1
- §Vj90(R —40p — 2|V o|?) gir — §Vj (280 + |Vel*) gir -
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Si tratta dunque di stabilire che la quantita
= Vi(Vie = VioVip + (A + [Vl gj)
— Vio(Rjk — Vi + VioVip — (Ap + [Vol*)gi)
+ gmpgikvp<ﬁ(ij - V?MP) — gtV jpAp
+ V,; (Ve = VioVie + (Ap + |[Vol*) gir)
+ Vip(Rix = Vige + VipVip — (Ap + [V ga)
= 9" ik Vpp (Rim — Vi) + gixVipAgp
+ %V%P(R — 40 = 2|Vol?) g5 + %Vi(QASO +[Vel?) g

1 1
— 5ngo(R — 47 — 2|Vo]*) gir. — 5vj(zAgo + |Vol?) gin

= — Vi — VilVolgie/2 — VieRji + 9" 9V po (Rjm — V5,0)
+ V30 + Vi|IVolgi/2 + VioRi — 9" 95V o (Rim — Vi)

R R
+ §Vz‘§09jk - Evj%’gik

é nulla. Si ha
— Vi — VilVelgin/2 = VioRj + 9™ 9V po (Rjm — Vi 0)
+ Voo + VjIVelgi/2+ VieRi — g™ 9k Voo (Rim — Vi9)

R R
+ 5 Viegik = 5 Viegin

= V?ik%" - V?jk@
mp R
— VioRjr + 9" g VpoRjm + Eviﬂpgjk

R
+ VR — 9" 9ix Vo Rim — §Vj@9ik
= (=Rijkm + it Rjm — GjxRim + RikGim — RjxGim + ROjkGim/2 — RGikgim/2) 9"V pip

= (—Riem + Ric® g — Rg ® g/4)ijkmg™" Vi

=0,
per la formula (5.19) di decomposizione del tensore di Riemann in dimensione
3. La tesi dunque segue. O

ESERCIZIO 9.2.5. Usando la formula della Proposizione 5.7.18, si mostri che
se (M, g) € una varieta riemanniana di dimensione n > 4 e g = ¢*#¢, allora

aijk = Ciji + 9"Wiki; Vo -

ESERCIZIO 9.2.6. Si mostri che se (M, g) € una varieta riemanniana di dimen-
sione n = 4, il tensore di Bach definito dall’equazione (5.24), € conformalmente
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invariante.

Usando la formula (5.25), se (M, g) & una varieta riemanniana di dimensione
n > 4, si calcoli come si trasforma il tensore di Bach per il cambio conforme
della metrica g = e?#g.

Discutiamo ora quando una varieta riemanniana (/, g) € localmente confor-
malmente flat, cominciando dal seguente risultato per le superfici, gia menzio-
nato in precedenza.

PROPOSIZIONE 9.2.7. Ogni varietd riemanniana 2—dimensionale e localmente con-
formalmente flat.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che se una superficie ha R = 0, allora Riem =
0 la superficie & localmente isometrica a R%. E dunque sufficiente dimostrare che
localmente esiste un cambio conforme § = ¢?#g della metrica g sulla superficie

M tale che R = 0. B

Dalle formule viste sopra si ha R = e %? (R — 2A¢), quindi si tratta di trovare
una soluzione della PDE Ay = R/2 in un aperto U C M. Cio si puo fare, per
esempio risolvendo il problema

Ap=R/2 inU
w=0 su oU
di cui esiste una (unica) soluzione, se U ¢ limitato e ha bordo C*. Infatti, sce-

gliendo U con chiusura compatta contenuta in una singola carta coordinata, il
problema diventa in coordinate

g7 ag?fafcj = gijri‘cj% +R/2 inV
Y= 0 su oV

dove V & un aperto limitato con bordo O di R%. E ben noto che questo pro-
blema ha una soluzione (per 1'uniforme ellitticita dell’operatore differenziale

gl Bx?—;xj) unica e O, si veda [89]. O

Vediamo invece che se n > 3, la nullita dei tensori di Cotton e Weyl & condi-
zione necessaria e sufficiente affinché una varieta riemanniana di dimensione n
sia localmente conformalmente flat.

TEOREMA 9.2.8 (Weyl-Schouten). Una varieta riemanniana (M, g) di dimensione
n = 3 e localmente conformalmente flat se e solo se
C=0 sen =3
Weyl =0 sen >4

Nella dimostrazione utilizzeremo il seguente risultato che € una versione
riemanniana della Proposizione 1.7.12, legata al teorema di Frobenius.
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PROPOSIZIONE 9.2.9. Sia U C TM* aperto, U = =(U) dove = : TM* — M

e la proiezione sulla base del fibrato TM* e U, = U N T, M*, per ogni ¢ € U. Sia

c: U — T9M tale che (U, 2) C T9 M, per ogni g € U, allora per ognip € U e w, € U,
esiste unica una 1—forma w in un intorno W di p tale che

w(p) = wp
{Vw = ¢(w) in W ©4)

se e solo se nella banalizzazione del fibrato T'M* attorno a ogni punto di U data da una
carta locale, ponendo

c=cla,y) = clay'e .y oo c(w)(@) = cle,wi(@), ... w(2)),
vale la condizione di integrabilita

= = c; dc;
V-cim—Vic-erc R — C; S — —Rz“m kl l, 9.5
J J jk OyF k OyF gmlg Y (9.5)
perognii,j,m € {1,...,n}, dove abbiamo posto
= OCim l lacim k k
Vjcim = W kY Dk - Cikrjm Ckmrji

(si veda I’Osservazione 9.2.10).
L'unicita di w é nel senso che se i é un’altra soluzione del Problema (1.6) in un intorno
W di p, allora w e & coincidono sulla componente connessa di W N W che contiene p.

DIMOSTRAZIONE. Scegliendo una carta coordinata (V, z) attorno a un punto

p € U tale che z(p) = 0 € R", risolvere localmente il Problema (9.4) & equivalente
a risolvere il sistema di PDE del prim’ordine

Ow; ,
7o (@) = Viw;(2) + T (@)an(@) = ez, w(@) + Ty ()wr(z) = X (7, w(x))
per una funzione w = (wy, . ..,w,) definita in un intorno di 0 in R" con w;(0) =

(wp)i, dove X7 : V' x R™ — R sono funzioni date da
X (z,y) = cij(2,y) + Féj(x)yl

definite in un intorno di (O, oo 0y (wWp)1s - (wp)n) € R" x R™.
Per la Proposizione 1.7.12, abbiamo allora una soluzione (unica) di

wi(0) = (wp)s
(%Jj

i (L) = X (2, w(x)) = ey, w(x)) + Tfj(2)wr(x)
se e solo se localmente in un intorno di (O, oo 0y (wp)1y - (wp)n) € R"xR" vale
OXPOXP ., OXp OXP .,

- — X = - X
O’ oyk Y ox? oyt
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perognii,j,m e {1,...,n}. Essendo

009 o 0w ! gk ay im>

si ha
OXP OXT' L OXp OXT .,
dxd — Oyk I ox? oyk =
8cim afim I 11 8czm L
_<8xj T o /) +(Cﬂ"“+rﬂfy)(ay +1%)
I¢jm 8F§-m ! N k
- ( O + i ZJ) — (cin +Fiky)( 8y’€ +ij)

axj - Cszjm + (C]k + F]ky ) ayk + = O + F F]ky

8ij N
]kF - (Czk + szy )a—yk - Ori Yy jm* i

ox?
aczm k (‘3cim
N a.rJ N ClkF CkmF]z + (Cjk + ijy ) ayk
OCim e,
_ 8;i + cjkffm + ckmei — (cix + Fék ) aﬂk + szmy
aC'Lm aij

_v N !
—vjcim — viij + R]my +c Cik a % — Cik ayk ,
da cui la condizione di integrabilita nell’enunciato della proposizione. O

OSSERVAZIONE 9.2.10. L'operatore V nell’enunciato della proposizione, & da-
to dalla derivata covariante considerando la variabile y come una 1-forma pa-

rallela (dunque V;y* = 0), infatti, con tale assunzione si ha

OCim  OCim OY" i i

(9cz-m @C,m

_ l k k
R
= Vj Cim, -

Si noti che se abbiamo una soluzione locale w del Problema (9.4), ponendo y

w; si ha
m k k
— cl-kl“jm — Ckmrji
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ed essendo

Ow; __ l _ l
8;1' = iji + Fijwl = Cjj —+ Fijwl, segue

—~ —~ OCim OCim
v]’Cim — Viij‘i' Cjka_yk — Cika—;k

= ' - — clka - ckmei + (Cjk: + ngwl)—

;L"i + cjkffm + Ckml—‘fz - (Cik + Fik“”)

_ 8Cim acim 8wk
C0xd Oyk Oxd
— — — -+ cjpl; ml
ox’ oyF Ox' + Gkl am T Chm s

=VjCim — ViCjm

k k

dove con V¢ abbiamo indicato la derivata covariante della 2—forma x — ¢(x, w(x)).
Dunque la condizione di integrabilita (9.5), si scrive

ki
VjCim — ViCjm = —Rijm1g" wi
e coincide con quella che si ottiene considerando che V,w; = ¢;;, quindi
Kl
Vjcim — Viij = VjV,wm — Viijm = —Rijmlg Wy .

OSSERVAZIONE 9.2.11. Per il punto (10) della Proposizione 9.1.4, una varieta
(M, g) e localmente isometrica a R™ se e solo se per ogni punto p € M, ogni
vettore v € T,,M si estende localmente a un campo parallelo. Cio e chiaramente
equivalente alla possibilita di estendere localmente in modo parallelo ogni 1-
forma w, € T,M*, cioe di poter risolvere in un intorno W di p il problema

w(p) = wp

Vw =10 in W
La condizione di integrabilita (9.5) nella proposizione diventa allora semplice-
mente Riem = 0, essendo ¢ = ¢;; = 0, il che mostra che in tensore di Rie-

mann puo essere interpretato analiticamente come un’ostruzione differenziale
all’esistenza di un’isometria locale con R".

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 9.2.8. Se (M, g) & LCF, si ha che Riem = 0
da cui Weyl =0e C= 0, dunque sen = 3anche C = 0 esen > 4 anche Weyl = 0,
per l'invarianza conforme di Weyl, per ogni n > 4 e di C in dimensione n = 3.
Per avere 'altra implicazione dobbiamo poter risolvere localmente I'equazione
Riem = 0 dove g = e??g. Per l'ipotesi Weyl = 0, oppure se siamo in dimensione
3, abbiamo
SO g
n—2

Riem =
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(ricordiamo che S ¢ il tensore di Schouten) e ponendo A = VZp — dp ® dp +
|Vl2g/2, dall’equazione (9.1) si ha

e >Riem = Riem—A®g

= SOg—ADyg
= (S-A4)0yg
= U, (S—-A4)

dove, come sopra nella Proposizione 9.2.3, ¥, ¢ la mappa lineare dallo spazio
delle forme bilineari simmetriche allo spazio dei tensori di curvatura algebrici,
datada h+— ¥, (h) =h DO g.

Sappiamo dall’Esercizio 5.6.10 che ¥, & iniettiva per n > 3, dunque

Riem =0 = S=A

cioe
V 2
Sij = V?ﬂ’ — VoV p + %gij‘ : (9.6)

Mostriamo ora che, sotto 'ipotesi C = 0 (in dimensione n > 4, C = 0 segue dalla
Proposizione 5.7.18), ovvero V;S;, = V;S;;, questa equazione ha localmente
una soluzione ¢ : U — R di classe C*°. Cio0 e equivalente a trovare localmente
una 1-forma w = w;dz’ soluzione di
jw]”

Viw]' = Sij + wiw; — 7«%] s (97)
infatti, se ¢ € una soluzione dell’equazione (9.6), allora w = dy € soluzione di
questa. Viceversa, se w € soluzione dell’equazione (9.7), notiamo che

dwij = (Viwj — iji) = O, (98)

per la formula (3.19). Quindi, per il lemma di Poincaré w e localmente esatta,
dunque esiste ¢ tale che dy = w e ¢ & soluzione dell’equazione (9.6).

Per la Proposizione 9.2.9, abbiamo una soluzione unica, fissata w,, se in una carta
coordinata attorno a p vale la condizione di integrabilita

—~ oc; —~ oc;
V'Cim+c‘ lm_vic’m_ci ﬂ:_Rzm M la
J ik OyF J k dyF imlg Y
dove
ht(x)yhyt
Cij (ZE, y) SZJ(x) + yzy] 2 gZJ( ) :
e
= OCim k k 1 19Cim
vjczm = i - Cikrjm - Ckmrji + F]ky (?yk .
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Si ha

acim m %
gy (@) = O+ iy —y" " () gim () = (6ikGrmt () +Omit () =Okegim () ) " g™ (1) ,

dunque,

S i m_ 09"(2) y"y'
¥ can(x) =V, Su(a) ~ Do ()’ — i)ty — 22 Oy o

o)

+ Fé’k(x)y
= S (0) — Dh )y — ity + 2o SO

+ T (@) (0ir™ + iy’ — 4" 9™ () gim () ¢/
=V ;Sim() = Ty (2) () gim (2) 9" (2)y"y'

sh )" (x h,t

(T @) (@) + Ty g (2) ST WL )
=V;Sim(t) = Ty () () gim (2)g"* (2)y"y'

+ T () gim () g™ (2)y"y'"

sh(

Gim (T)

acim
cjk(:v)a—yk(x) = (@) (Oingme (%) + Opnegit(2) — Opegim () y" g™ ()
= (Cji(x)gmt(x) + ij(x)git(x) - Cjt(x)gim<x))yhght(‘r> .
Abbiamo allora,
= = aCim aij
Vjcim — Viij+ Cjk;a—yk — Cik ayk
=V,;Sim — ViSjm + (ijgit — CjtGim — CimGjt t+ Citgjm)yhght
|?J|2 h ht

=Cjim + (Sjmgit + Yy gi — ngmgit)y g

» lyl?
— (Sjtgim + Y Gim — 5 gthz’m) y"g"
i m |?/|2 h _ht
— (Simgje + ¥y g5 — o 9im3it JY9
it |?/|2 h _ht
+ (SitGim + Y'Y Gjm — 5 Gitdim Y9

=So g)ijtmghtyh

= - Rijmtghtyh )
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quindi la condizione di integrabilita & soddisfatta e la tesi segue. O

COROLLARIO 9.2.12. Se (M, g) di dimensione n > 3 e localmente conformalmente
flat, per ogni puntop € M, o € Rew, € T,M*, esiste una funzione ¢ : U — R in un
intorno U di p tale che ¢(p) = «, dp, = w, e § = €*g & una metrica flat su U. Inoltre,
@ e unica, nel senso che un’altra funzione con le stesse proprieta definita in un intorno
V' di p, coincide con ¢ nella componente connessa di U N'V che contiene p.

DIMOSTRAZIONE. Per la dimostrazione del teorema precedente la soluzio-
ne w dell’equazione (9.7) (che & equivalente al fatto che § = ¢*?g sia una metrica
flat, se dp = w) che prende il valore w, in p € M, esiste ed e unica, nel senso
precisato dall’enunciato, inoltre € una 1-forma chiusa (equazione (9.8)). Local-
mente attorno a p, per il lemma di Poincaré, esiste allora un’unica (nel senso
detto sopra) funzione ¢ tale che dy = w (in particolare dy, = w,) e p(p) = a. O

ESERCIZIO 9.2.13. Nel caso speciale delle superfici (n = 2), la parte di unicita
di questo corollario non vale. Vi sono infatti infinite funzioni ¢ tali che local-
mente la metrica g = €?#g & flat (si veda la Proposizione 9.2.7), anche fissando
¢o(p) € Redyp, € T,M*. Sispieghi il motivo, ripercorrendo I’analisi del caso
n > 3.

Segue da questo corollario che vi sono varie funzioni ¢ non costanti tali che
localmente la metrica g = €*#¢ sia flat, anche se lo & gia la metrica originale g. Per
esempio, su R” vi sono infinite soluzioni locali attorno a 0 dell’equazione (9.6),
che diventa

¢ _ 0p 0p |Vel’,
Oridxi — Ozt Oxd 2
per ogni i,j € {1,...,n}, che sono unicamente determinate dal valore di ¢ e
Vyin 0 € R". Non é difficile mostrare (ragionando come nella discussione che
segue) che sono tutte e sole date dalle costanti e dalla famiglia di funzioni

o(x) = —log |z — zo|* + a

perzo #0ea € R.
Non vi sono invece soluzioni globali ¢ non costanti, cioe definite su tutto R",

di questa equazione. Infatti, consideriamo la funzione positiva f = e™¥, che
soddisfa

f (_ Po | Op 8_so>€_¢ _ Vel s VP
Ozt Ox Oridxi  Ox' Oxd 2 “ 2f
Dunque f : R" — R ha hessiano proporzionale alla metrica in ogni punto, in
particolare % = 0 sei # j, segue allora che

of ;
(@) = Ai(a)

5
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per delle funzioni 4, : R — R, quindi
82f / 7
0xtox’ (z) = Aile’) = 2f(x)
per ogni x € R”, che implica

VS (@)

v 2
Aty = = A (a") = % = costante = a,
quindi le funzioni A; sono lineari. Allora, o almeno una di esse ha derivata
nulla, quindi @ = 0, oppure sono tutte della forma Ai(z%) = az' + b; con a # 0,

perognii € {1,...,n} maallora A;(—b;/a) =0, da cui

of
O (_bl/a7 BRI _bn/a) - Az(_bz/a> - 07
perognii € {1,...,n}, cioe Vf(—bi/a,...,—b,/a) = 0, che implica la contrad-

dizione a = 0. Dunque, Vf = a & allora identicamente nullo e f e costante, di
conseguenza anche .

Questo implica che se n > 3, i soli cambi conformi (globali) della metrica cano-
nica di R” che lo mantengano flat sono dati dai riscalamenti della metrica per
un fattore positivo.

Notiamo che invece nel cason = 2, se Ap = 0, cioe ¢ : R* — R & una qualunque
funzione armonica, la metrica § = €?#g.,q € flat (e viceversa), di nuovo per la
discussione nella dimostrazione della Proposizione 9.2.7.

OSSERVAZIONE 9.2.14. Se ¢ : R? — R @ una funzione armonica non costante,
la metrica § = €2#geyq su R? & flat ma potrebbe non essere completa, per esempio
se o(z,y) = 2% — y?, lo si provi per esercizio.

Dimostriamo la seguente proposizione riguardante le varieta (M, g) (global-
mente) conformalmente flat (CF), cioe tali che esista una funzione ¢ : M — R
con la metrica g = e*#¢ flat.

PROPOSIZIONE 9.2.15. Se (M, g) e conformalmente flat e ha dimensione n > 3,
esiste un’unica funzione ¢ : M — R, a meno di somma di costanti, tale che la metrica
g = e*?g sia una metrica flat su M.

DIMOSTRAZIONE. Se avessimo due funzioni ¢, : M — R tali che le metri-
che § = €?¥g e § = ¢?¥g sono entrambe flat, avremmo che la varieta flat (M, g)
ha un cambio conforme della metrica dato da § = €2¥~%)g che la mantiene flat.
Possiamo dunque assumere che g e § = €2?g siano entrambe flat e provare che
allora ¢ deve essere costante.

Essendo (M, g) flat, il suo rivestimento universale riemanniano € R" con la sua
metrica canonica geyq per il Teorema 9.1.1, dunque la funzione ¢ = pom : R" —
R, dove 7 : R" — M é l'isometria locale di rivestimento, ha la proprieta che la
metrica nggeud su R" e flat. Questo, per la discussione precedente, implica che
e costante. U
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OSSERVAZIONE 9.2.16. Se (.5, g) & una superficie conformalmente flat tale che
S con la metrica g = e*?g & completa e flat, allora (5, §) & un quoziente rieman-
niano di R?, dunque & isometrica a R?, 0 a un cilindro R x S' 0 a un toro flat, se
orientata, a un nastro di Mobius o a una bottiglia di Klein (anch’essi flat, rivestiti
riemannianamente a due fogli rispettivamente da un cilindro o da un toro flat),
se non orientata, si veda [85, Sezioni 2.22-2.25].

OSSERVAZIONE 9.2.17. Analogamente allo studio delle condizioni sotto le
quali una varieta sia localmente conformalmente flat, ci si puo6 chiedere quando
sia possibile avere localmente un cambio conforme della metrica tale che la va-
rieta risultante sia (localmente) Ricci—flat, cioeé Einstein di costante zero, oppure
pitt in generale che sia di Einstein. Chiamiamo le varieta per cui esiste un cam-
bio conforme nell’intorno di ogni loro punto che le renda Ricci—flat, localmente
conformalmente Ricci—flat o LCRF e quelle localmente conformalmente equiva-
lenti a varieta di Einstein, localmente conformalmente Einstein o LCE. Per quanto
detto nella Sezione 5.6, le varieta LCRF in dimensione n = 3 coincidono con le
varieta LCF e le LCE sono localmente conformalmente equivalenti a varieta a
curvatura costante. In dimensione maggiore di tre, le condizioni necessarie e
sufficienti (che coinvolgono i tensori di Weyl, Cotton e Bach, definiti nelle Se-
zioni 5.6 e 5.7) affinché una varieta sia LCRF o LCE sono state determinate e
discusse da Gover e Nurowski [92], che hanno generalizzato il precedente lavo-
ro di Kozameh, Newman e Tod [121] nel caso di dimensione n = 4, articoli ai
quali rimandiamo il lettore interessato.

9.3. Esempi

Metriche warped e LCF

Consideriamo una varieta riemanniana (N, o) di dimensionen — 1, conn > 4 e
la metrica data da g ) = dt* + h*(t, p)o, sulla varieta prodotto n—dimensionale
M =1x N,dove h : I x M — RT. Se h*(t,-)o & una metrica a curvatura

costante per ogni t € I, dunque g & una metrica warped geuq X’ ‘o data da Iitp) =
dt* + f*(t)g}* con g* a curvatura costante K = 0,1 e f : I — R*, allora (M, g)
e LCF. Infatti, facendo riferimento ai calcoli dell’Esempio 5.8.4, si ha in generale

ge=g"=1 Git = git =0 9ij = h?o" gij = h 20"

Rtttt = Rittt =0

Risge = — h}ho, ©9)
2 H 3 h — 4 Hess.h
Rijie = — Riju, = G5Bt h Jih gt
dh? @ dh?
Riji =h2R% — [[V7h)2 + B2 (0:h)?] (0 ® 0)ija/2 — h [(HGSS“’Z - 2—(§ )@"} "
ij
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In particolare, se (IV, o) ha curvatura costante &, si ha Riem? = K(c ® 0)/2 e
dh’ ® dh°
Rijia = [KW*—|V7h[z —h*(0:h)?] (0 ©0)ijur/2—h [(Hess"h— 2%) @U] -
ij

Tornando al caso generale, contraendo otteniamo il tensore di Ricci e la curva-
tura scalare,

0%h
Rtt = — (n - 1)#

Hess;:h
Ry = — (n—2) ejlsn

0?h Vhl|? A%h
Rik == ;-Tk - tTgik - (n - 2)(8th>20'1k — (TL — 4>|h—2|00'ik - TO'“C (911)

. 3)<Hes;ikh B 2dh;;2lhk>
" Oih Oih)?
R=R —2(n—1)t7—(n—1)(n—2)( 22)
V2 Ah
—(n—2)(n—5)| h4| —2(n—2)F.

Se h(t,p) = f(t) e 0 = ¢, cioe g & la metrica warped geudeZgK suM =1 x
N, usando l'equazione sopra per Riem quando (/V, ¢) ha curvatura costante X,
abbiamo

Ry = Ry = 0

Ry = — ffHUik:

Rijkt = — Rijtk =0

Riji = { [K - (f/)z]fz}(a @) U)z’jkl/Q
f//

Rtt = — (77/— 1)7

Rit — O
Ry = {(n = 2)[K — (/)] = f["}ou
(n—2)[K — (f)* —2ff"
R=(n—1)| 7 J.
Calcoliamo quindi il tensore di Weyl con la formula (5.18), tenendo presente che
gu=9"=1,94=9"=0,9;; =h%" eg”? =h"?0",
Ry

2(n—1)

1
Weyl = Riem — —— <Ric — > Dg.

n—2
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Sih
. Ry Al 0
2(n — 1) [( -2 22 _7]’
da cui
. Ry _ (f)? — K —2ff"
<R1C_2(n—1)>tt_("_2> 2f?
. Rg B
(Rlc STy
Ry K —(f)?
(RIC T n - 1)>zk (n=2)——"0ou
Dunque

thtt = I/I/ittt =0

Wikt = — [ "o — L [(Ric - %)ik%t + <RiC - #)ttgik]

n—2 n—1)
_ N2 N2 _ _ "
S SV R T
Wikt = — Wiju. = 0
- 1\2
Wi ={[K = (f")?] [} (o ® 0)iju/2 — fQW(U ®o)yu =0,

cioe Weyl = 0 e (M, g) & LCF, come detto all’inizio.
Vogliamo ora mostrare anche l'inverso, nella seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 9.3.1. Se (M, g) é come sopra e inoltre ¢ LCF allora g é una metrica
warped g X" o data da Yp) = dt* + f2(t)g) con K = 0,1, per una metrica g
su N a curvatura costante K e una funzione f : [ — R™.

DIMOSTRAZIONE. Essendo Weyl = 0 si ha che Riem = S® g dove S ¢ il
tensore di Schouten, da cui

Rijr = hQ(S O 0)ijkl

e per I'equazione (9.10) si ha

oz T T T 2

che implica, per la formula di decomposizione ortogonale (5.18) del tensore di
Riemann, Weyl” = 0, segue dunque anche (N, o) e LCE

Se ora calcoliamo il tensore di Ricci della metrica conforme h?o su N, per mezzo

Thl|? h)? Hess”h dh® ® dh°
Riem”:(S—i—|v |U<7 (O:h) + Ry ® >®0,
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della formula (9.2),
dh? dh{

R =RJ — (n—3) (Hessfk log h — lh2 k) — (A%log h + (n — 3)|V7 log h|?)oi
. Hessj.h  _dh{ dh A%h |Voh|2
_R“f_(”_?’)( ot R )‘( po T ) e

concludiamo, con la formula (9.11), che

Ryx = —[hOPh + (n — 2)(8;h)?] oy + R
e contraendo di nuovo per ottenere la curvatura scalare
R = Rtt — ng{ [h@zh + (n - 2)(0th)2] Oik — R0h2}
2, 2
= —2(n— 1)‘9 —(n—1)(n—2) (Ouh)” + R (9.12)
h h?
Consideriamo che R;; = —hd?hoyy, (dall’equazione (9.9)), tenendo presente che

Wik = 0, per la decomposizione del tensore di Riemann, abbiamo

—hatz hoir, = Rt

1 R
1
:m [hth—i- n—2 )Q]JZk—l—R ( — 1)h8tzh0'lk}
Jik % h (G:h)? o
2 1 -1 -2 —
+(n—1)(n—2)[<n )T (=Dl =25 R
nhd2h R 292h
= — _t2 Oik — (8th)20ik + n f 9 + n _t 20ik -+ (ﬁth)Qaik
Rah2
=D —2)*"
oh? oh?
= — hd;hoy, + R _ R oxh?,

che dunque implica

Dunque, essendo n > 4, per ogni ¢t € I, la varieta riemanniana (N, 0;) con
oy = h*(t,-)o & una varieta di Einstein ed essendo anche LCEF, segue che deve
avere curvatura costante.

Supponiamo che per un qualche t, € [ la varieta (N, oy,) ha curvatura co-
stante positiva K (¢,), allora, per la formula (9.12), la curvatura K (¢) di (IV, oy)
e continua in / e non nulla in un intervallo aperto massimale I’ C [ attorno a
to, inoltre h*(t, p)o, = g, /K (t) dove g' & una metrica su N a curvatura costante
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uguale a 1. Segue (fissando p € N e calcolando la curvatura sezionale di un
piano m C T,,M per le metriche K (¢)h?(t, p)o,) che la funzione K (t)h?(t,p) & in-
dipendente da ¢ in I’, da cui 22(t, p) = o*(p)/K (t), per una funzione o : N — R.
Se non fosse I’ = I, si avrebbe che in almeno uno dei due bordi di I’ 1a curvatu-
ra K (t) tende a zero, per t che tende a tale bordo, ma allora avremmo che h?(¢)
tenderebbe a +o0o, il che & una contraddizione, dunque I’ = /. Con un’analisi
analoga se K (t;) < 0, concludiamo che la funzione ¢t — K (t) & identicamente
nulla o ha segno costante in [ e in tal caso si ha g, = dt* + o*(p)o,/|K(t)| da
cui la tesi ponendo f(t) = 1/4/]K(t)], in quanto la metrica o*(p)o, (conforme a
o) su N ha curvatura costante (1 o —1, a seconda del segno costante di K (¢)). Se
K (t) & identicamente nulla, abbiamo che per ogni ¢t € I la metrica o, = h%(t, p)o,
su N e flat, dunque tutte queste metriche differiscono solo per un fattore di
riscalamento (che dipende solo da t), per la Proposizione 9.2.15 (si noti che la
dimensione di /V & almeno 3) e la tesi segue anche in questo caso. O

ESERCIZIO 9.3.2. Si discuta il caso di dimensione n = 3.

Ipersuperfici LCF in R”
Sia S un’ipersuperficie n-dimensionale in R"™!, localmente conformalmente
piatta, con n > 4. Per la formula (5.16), abbiamo

R 1 R
l: 1 _——_— —_—— 1 _—
Weyl = Riem 2n(n_1)g®g — <RIC ng)@g
H? — |h|?

_hoh  H—|h?
2 2n(n — 1)

1
g@g—m(Hh—hQ— g) .

Se dunque Weyl = 0 e diagonalizziamo h in una base ortonormale, si ha
H? —|n)? 1 H? — |h)? 1 H? — |h[?

— — Hh~—h2--——)
nn—1) n-—2 n ) n—2( T n ’
per ogni i # j, cioe

H? — |h[? 1 H? — |h)? 1
AAj = (H)\i N2 )
! n(n—1)+n—2 ! +n—2

ponendo A\, = h;. Si ha allora, per i,j, k diversi tra loro (considerando la
differenza \;\; — A\ Ag),

(A _)\k)[(n—2)>\i+>\j+)\k —H)] =0,
dunque, se ci fossero tre autovalori distinti A;, A; e A, si avrebbe
(n—2)A + X+ A\, =H
(n—=2)\;+ X\, + X =H
(n—2)A\s+ X+, =H

0 - hiihjj_

(Fthii—n2 -

H? — |h|2)

n

(12— 22~

n
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che per n > 4 implica una contraddizione. Se gli autovalori non sono tutti
uguali, scelti due diversi \; # )i, si ha che ogni altro autovalore ); & uguale
a (H — X\ — M\y)/(n — 2), che deve essere uguale a uno dei due. Concludiamo
allora che in ogni punto di S gli autovalori della seconda forma fondamentale
sono tutti uguali, oppure sono solo due distinti, uno di molteplicita uno e I'altro
di molteplicita n — 1 (risultato ottenuto da Cartan in [45]).

ESERCIZIO 9.3.3. Si mostri che vale il viceversa di questa conclusione sugli
autovalori della seconda forma fondamentale.

Questo fatto permette una classificazione locale e globale, se S & compatta,
delle ipersuperfici LCF in R"*!, se n > 4, si veda [68, 152].
Mentre il caso n = 2 & banale, in quanto tutte le superfici in R? sono LCF, il caso
n = 3 é aperto, non valendo il fatto che in ogni punto dell’ipersuperficie gli auto-
valori della seconda forma fondamentale sono soltanto due, si veda [86] per un
risultato di classificazione parziale (e per un’ottima introduzione al problema).



