
CAPITOLO 3

La connessione di Levi–Civita

In questo capitolo introduciamo la nozione di connessione che fornisce un mo-
do di derivare le sezioni di un fibrato vettoriale lungo la direzione data da un
campo vettoriale sulla varietà.

3.1. Connessioni affini

DEFINIZIONE 3.1.1. Sia M una varietà differenziabile e π : E →M un fibrato
vettoriale su di essa. Una connessione sul fibrato E è un’applicazione

∇ : Γ(TM)× Γ(E) → Γ(E)

(X, η) 7→ ∇Xη

tale che,
• ∇ è C∞(M)–lineare in X ,
• ∇ è R–lineare in η,
• per ogni X ∈ Γ(TM), η ∈ Γ(E) e ogni f ∈ C∞(M) vale la formula

∇X(fη) = X(f)η + f∇Xη,

Chiamiamo la sezione ∇Xη derivata covariante di η rispetto a X .
Se E è il fibrato tangente TM alla varietà M , diremo che ∇ è una connessione
affine su M .

OSSERVAZIONE 3.1.2. Si noti che la derivata di Lie (X,Y ) 7→ LXY = [X,Y ]
non è una connessione affine, non essendo C∞(M)–lineare in X .

Per ogni connessione ∇, il valore della sezione ∇Xη in un punto p ∈ M di-
pende solo dal comportamento locale della sezione η e dal valore del campo
vettoriale X nel punto p. Si provi per esercizio la seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 3.1.3. Sia ∇ una connessione su E. Presi X1, X2 ∈ Γ(TM),
η1, η2 ∈ Γ(E) e p ∈M , se

X1(p) = X2(p) e η1 = η2 in un intorno di p,

allora
(∇X1η1)p = (∇X2η2)p .
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In particolare, se ∇ è una connessione la scrittura (∇Xη)p ha senso anche se
η è definito solo localmente e X solo nel punto p ∈ M . Segue che se ∇ è una
connessione affine su M e Y un campo vettoriale, X 7→ ∇XY è un tensore di
tipo (1, 1).

Esprimiamo una connessione ∇ su E in coordinate locali. Supponiamo che
U sia un aperto coordinato di M su cui E risulta essere banale. Fissate delle
coordinate (x1, . . . , xn) e un riferimento locale {ξ1, . . . , ξn} di E in U , se

X = X i ∂

∂xi

è un campo vettoriale e
η = ηjξj

una sezione di E su U , si ha

∇Xη = ∇Xi ∂

∂xi

(
ηjξj

)
= X i∇ ∂

∂xi

(
ηjξj

)
= X i

(∂ηj
∂xi

ξj + ηj∇ ∂

∂xi
ξj

)
.

Se dunque definiamo i coefficienti Γkij come

∇ ∂

∂xi
ξj = Γkijξk ,

si ha che

∇Xη = X i
(∂ηk
∂xi

+ ηjΓkij

)
ξk .

I coefficienti Γkij sono detti simboli di Christoffel della connessione ∇, chiaramente
la determinano in maniera univoca nell’aperto U e variano al variare della carta
di M e del riferimento locale di E in U .

ESERCIZIO 3.1.4. Si determinino le formule che esprimono come variano i
simboli di Christoffel per un cambio di coordinate e riferimento locali.

ESERCIZIO 3.1.5. Si mostri che per ogni connessione ∇, il valore della sezione
∇Xη in un punto p ∈ M dipende solo dal valore Xp del campo vettoriale X nel
punto p e dai valori della sezione η lungo una qualunque curva γ in M , tale che
γ(0) = p e γ̇(0) = Xp.

Nel caso di una connessione affine su M , se X = X i ∂
∂xi

e Y = Y i ∂
∂xi

sono
campi vettoriali, in un carta coordinata si ha

∇XY = X i
(∂Y k

∂xi
+ Y jΓkij

) ∂

∂xk
,

dove i simboli di Christoffel Γkij di ∇ sono definiti da

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xk
.
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OSSERVAZIONE 3.1.6. I simboli di Christoffel non determinano un tensore (nel
senso che non sono le componenti di un fissato tensore nella carta coordinata
scelta), così come la connessione affine (X,Y ) 7→ ∇XY non è un tensore di tipo
(1, 2), non essendo C∞(M)–lineare nella variabile Y . Si mostri invece che la
differenza di due connessioni affini ∇1 e ∇2 è un tensore, cioè (X,Y ) 7→

(
∇1
XY −

∇2
XY

)
è un tensore di tipo (1, 2).

DEFINIZIONE 3.1.7. Sia ∇ una connessione affine su una varietà differenzia-
bile M . Definiamo il tensore di torsione T∇di ∇ come

T∇(X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]

dove X,Y ∈ Γ(TM) sono due campi vettoriali su M .
Una connessione affine ∇ si dice simmetrica se T∇= 0, cioè se vale

∇XY −∇YX = [X,Y ] ,

per ogni X,Y ∈ Γ(TM).

ESERCIZIO 3.1.8. Si mostri che T∇è un tensore antisimmetrico di tipo (1, 2).

In una carta coordinata di M denotiamo con Γkij i simboli di Christoffel di una
connessione affine ∇ e calcoliamo i coefficienti di T∇. Abbiamo

T∇= T kij dx
i ⊗ dxj ⊗ ∂

∂xk
,

dunque

T kij
∂

∂xk
=T∇

( ∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
=∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
−∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
−
[ ∂
∂xi

,
∂

∂xj

]
=∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
−∇ ∂

∂xj

∂

∂xi

=Γkij
∂

∂xk
− Γkji

∂

∂xk

=
(
Γkij − Γkji

) ∂

∂xk
.

Si ha quindi che una connessione affine ∇ è simmetrica se e soltanto se, in ogni
sistema di coordinate, i suoi simboli di Christoffel soddisfano la relazione

Γkij = Γkji ,

cioè sono simmetrici negli indici i e j (da cui l’aggettivo “simmetrica” per una
connessione a torsione nulla).
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DEFINIZIONE 3.1.9. Sia (M, g) una varietà riemanniana. Una connessione af-
fine ∇ su M si dice compatibile con la metrica g se per ogni X,Y, Z ∈ Γ(TM) vale
la formula

Xg(Y, Z) = g (∇XY, Z) + g (Y,∇XZ) .

In una carta coordinata di M , se la connessione affine ∇ è compatibile con la
metrica g si ha,

∂

∂xk
g
( ∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
= g

(
∇ ∂

∂xk

∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
+ g

( ∂

∂xi
,∇ ∂

∂xk

∂

∂xj

)
= g

(
Γlki

∂

∂xl
,
∂

∂xj

)
+ g

( ∂

∂xi
,Γlkj

∂

∂xl

)
=Γlkig

( ∂

∂xl
,
∂

∂xj

)
+ Γlkjg

( ∂

∂xi
,
∂

∂xl

)
.

Dunque, in un qualsiasi sistema di coordinate, i simboli di Christoffel di una
connessione compatibile con la metrica sono legati ai coefficienti della metrica
dalle relazioni

∂gij
∂xk

= Γlkiglj + Γlkjgli . (3.1)

Ovviamente tali relazioni sono anche sufficienti affinché la connessione sia com-
patibile con la metrica.

3.2. La connessione di Levi–Civita

Il seguente teorema esprime il fatto che ogni varietà riemanniana ha una ed
unica connessione affine “canonica”. Tale connessione fornisce allora un modo
“invariante rispetto alle coordinate” di derivare un campo lungo una direzione
data da un altro campo (detto “calcolo differenziale assoluto” da Tullio Levi–
Civita [182]).

TEOREMA 3.2.1 (Teorema fondamentale della geometria riemanniana). Su ogni
varietà riemanniana (M, g) esiste un’unica connessione affine ∇, detta connessione di
Levi–Civita, che sia:
• simmetrica

∇XY −∇YX = [X,Y ] per ogni X,Y ∈ Γ(TM),

• compatibile con la metrica

Xg(Y, Z) = g (∇XY, Z) + g (Y,∇XZ) per ogni X,Y, Z ∈ Γ(TM). (3.2)

Sia (M, g) una varietà riemanniana e ∇ la sua connessione di Levi–Civita.
In una carta coordinata le condizioni di simmetria e compatibilità di ∇ con la
metrica g si esprimono come

Γkij = Γkji e
∂gij
∂xk

= Γlkiglj + Γlkjgli . (3.3)
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Permutando ciclicamente gli indici nella condizione di compatibilità abbiamo
allora

∂gjk
∂xi

= Γlijglk + Γlikgjl ,

∂gij
∂xk

= Γlkiglj + Γlkjgil ,

∂gki
∂xj

= Γljkgli + Γljigkl , (3.4)

da cui sommando a segni alterni, per le condizioni di simmetria concludiamo
che

∂gjk
∂xi

+
∂gki
∂xj

− ∂gij
∂xk

= Γlijglk + Γlikgjl + Γljkgli + Γljigkl − Γlkiglj − Γlkjgil

= Γlijglk + Γljigkl

= 2Γlijgkl .

Si ha dunque la formula

Γlij =
1

2
gkl

(∂gjk
∂xi

+
∂gki
∂xj

− ∂gij
∂xk

)
. (3.5)

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 3.2.1. I simboli Γkij ottenuti dalla metrica
usando la formula (3.5) definiscono in modo univoco una connessione affine su
(M, g), simmetrica e compatibile con g.
Senza usare le coordinate locali, per ogni tre campi vettoriali X,Y, Z ∈ Γ(TM)
si ha

Xg(Y, Z) = g (∇XY, Z) + g (Y,∇XZ)

Y g(Z,X) = g (∇YZ,X) + g (Z,∇YX)

Zg(X,Y ) = g (∇ZX,Y ) + g (X,∇ZY ) .

Sommando le prime due equazioni e sottraendo la terza otteniamo, per le con-
dizioni di simmetria,

Xg(Y, Z)+Y g(Z,X)− Zg(X,Y )

= g (∇XY, Z) + g (∇YX,Z) + g (Y,∇XZ −∇ZX) + g (X,∇YZ −∇ZY )

= 2g (∇XY, Z)− g ([X,Y ], Z) + g (Y, [X,Z]) + g (X, [Y, Z]) ,

dunque la seguente formula di Koszul,

2g (∇XY, Z) =Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X,Y )

+ g ([X,Y ], Z)− g (Y, [X,Z])− g (X, [Y, Z]) (3.6)

che determina univocamente il campo vettoriale ∇XY . Viceversa, si può veri-
ficare che definendo ∇XY con tale formula si ha una connessione simmetrica e
compatibile con g (lo si provi per esercizio). □
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OSSERVAZIONE 3.2.2. Ci si può chiedere sotto quali condizioni una connes-
sione affine simmetrica sia la connessione di Levi–Civita associata a una me-
trica riemanniana (localmente o globalmente). Tale domanda non ha una ri-
sposta semplice (per esempio in termini di una condizione sui suoi simboli di
Christoffel), si veda [18].

OSSERVAZIONE 3.2.3. In generale, la derivata di Lie non soddisfa una condi-
zione di compatibilità con la metrica analoga all’equazione (3.2). Infatti, per la
formula (1.3) nell’Esercizio 1.3.4, si ha

Xg(Y, Z) = (LXg)(Y, Z) + g (LXY, Z) + g (Y, LXZ) ,

che contiene il termine “extra” (LXg)(Y, Z).
Se un campo vettoriale X su una varietà riemanniana (M, g) ha la proprietà che
LXg = 0, si dice che è un campo di Killing. Equivalentemente, X è un campo di
killing se e solo se

Xg(Y, Z) = g (LXY, Z) + g (Y, LXZ) ,

per ogni Y, Z ∈ Γ(TM).
Osservando che in coordinate abbiamo

(LXg)ij =Xgij − g([X, ∂i], ∂j)− g(∂i, [X, ∂j])

=Xgij − gjk[X, ∂i]
k − gik[X, ∂j]

k

=Xgij + gjk∂iX
k + gik∂jX

k

=Xk∂kgij + gjk∇iX
k − gjkΓ

k
iℓX

ℓ + gik∇jX
k − gikΓ

k
jℓX

ℓ

= gjk∇iX
k + gik∇jX

k ,

dove abbiamo usato la formula (3.5) (∇ è la connessione di Levi–Civita), si ha
che X è di Killing se e solo se gjk∇iX

k + gik∇jX
k = 0, cioè se il tensore Aij =

gjk∇iX
k è antisimmetrico. Essendo A(Y, Z) = g(∇YX,Z), ciò è equivalente a

g(∇YX,Z) + g(Y,∇ZX) = 0 ,

per ogni Y, Z ∈ Γ(TM).

Vediamo un’altra caratterizzazione, che suggerisce che l’esistenza di un cam-
po di Killing denoti la presenza di “simmetrie” della varietà.

PROPOSIZIONE 3.2.4. Sia (M, g) una varietà riemanniana. Allora X è un campo
di Killing su M se e solo se il gruppo locale a un parametro di X (si veda la Sezione 1.5)
è composto da isometrie.
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DIMOSTRAZIONE. Consideriamo il gruppo locale a un parametro θt di X .
Allora

d

dt

(
θt∗g

)
p

∣∣∣
t=t0

=
d

dt

((
θt0+t−t0

)
∗g
)
p

∣∣∣
t=t0

=
d

dt

((
θt0 ◦ θt−t0

)
∗g
)
p

∣∣∣
t=t0

=
d

dt

(
θt0∗(θt−t0∗g)

)
p

∣∣∣
t=t0

=
d

ds

(
θt0∗(θs∗g)

)
p

∣∣∣
s=0

= −(θt0∗LXg)p

per ogni p ∈M . Poiché θ0 = Id, la tesi segue. □
ESERCIZIO 3.2.5. Ogni campo costante su Rn è ovviamente un campo di Kil-

ling. Si provi a determinare tutti i campi di Killing di Rn.
Si mostri che i campi

xi
∂

∂xj
− xj

∂

∂xi

sono campi di Killing su Sn ⊆ Rn+1 con la metrica indotta, per ogni coppia
i, j ∈ {1, . . . , n}.

ESERCIZIO 3.2.6. Facendo riferimento alla superficie di rotazione S consi-
derata nell’Esercizio 2.3.5, con la metrica indotta e parametrizzata da (t, θ) 7→
(x(t), y(t) sin θ, y(t) cos θ) ∈ R3, si mostri che il campo vettoriale

∂

∂θ
= (0, y(t) cos θ,−y(t) sin θ) ∈ T(x(t),y(t) sin θ,y(t) cos θ)S

è un campo di Killing su S.

ESERCIZIO 3.2.7. Se f : M → N è un’isometria tra due varietà riemanniane
(M, g) e (N, h), si mostri che la connessione di Levi–Civita di N è data da

∇N
XY = f∗

(
∇M
f∗Xf

∗Y
)
,

per ogni X,Y ∈ Γ(TN) (si osservi che l’applicazione da Γ(TN) × Γ(TN) a
Γ(TN), definita dal membro destro di questa uguaglianza, è una connessione
affine su N simmetrica e compatibile con la metrica).

ESEMPIO 3.2.8 (Connessione di Levi–Civita dello spazio euclideo). Conside-
rando su (Rn, geucl) l’usuale carta globale (Rn, IdRn), dalla formula (3.5) dedu-
ciamo immediatamente Γkij = 0, dunque la connessione di Levi–Civita è la
semplice derivazione componente per componente di un campo, cioè

∇XY = XY i ∂

∂xi
= Xj ∂Y

i

∂xj
∂

∂xi
.
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Vedremo che questa proprietà di avere, nell’intorno di ogni punto, una carta
coordinata con simboli di Christoffel nulli caratterizzerà le varietà localmente
isometriche a (Rn, geucl).

ESEMPIO 3.2.9 (Connessione di Levi–Civita di metriche conformi). Sia (M, g)
una varietà riemanniana. Fissata u : M → (0,+∞) di classe C∞, consideriamo
la metrica g̃ = ug conforme alla metrica g e calcoliamo la relazione tra i simboli
di Christoffel Γ̃kij della connessione di Levi–Civita ∇̃ della metrica g̃ e quelli Γkij
di ∇, connessione di Levi–Civita di g. Per la formula (3.5) si ha

Γ̃kij =
gkm

2u

(∂(ugjm)
∂xi

+
∂(ugmi)

∂xj
− ∂(ugij)

∂xm

)
=
gkm

2u

[( ∂u
∂xi

gjm + u
∂gjm
∂xi

)
+
( ∂u
∂xj

gmi + u
∂gmi
∂xj

)
−
( ∂u

∂xm
gij + u

∂gij
∂xm

)]
.

Segue dunque

Γ̃kij =
gkm

2u

( ∂u
∂xi

gjm +
∂u

∂xj
gmi −

∂u

∂xm
gij + 2uΓlijglm

)
da cui

Γ̃kij = Γkij +
gkm

2u

( ∂u
∂xi

gjm +
∂u

∂xj
gmi −

∂u

∂xm
gij

)
, (3.7)

o anche

Γ̃kij = Γkij +
1

2u

( ∂u
∂xi

δkj +
∂u

∂xj
δki

)
− gkm

2u

∂u

∂xm
gij . (3.8)

Quindi

∇̃XY = ∇XY +
1

2
X(log u)Y +

1

2
Y (log u)X − 1

2
g(X,Y )∇ log u .

Si osservi che se la funzione u è costante, cioè la metrica g̃ è omotetica a g, si ha

Γ̃kij = Γkij ,

dunque ∇̃ = ∇.

ESEMPIO 3.2.10 (Connessione di Levi–Civita della sfera). Usando l’equazio-
ne (2.1) per la metrica canonica della sfera Sn in coordinate stereografiche, ab-
biamo

∂γg
Sn
αβ = − 16xγN

(|xN |2 + 1)3
δαβ ,

da cui si ottiene, per la formula (3.5),

Γγαβ =
1

2
gγσ

(
∂αgβσ + ∂βgασ − ∂σgαβ

)
= − 2

|xN |2 + 1

(
xαNδ

γ
β + xβNδ

γ
α − xγNδαβ

)
.

Nell’Esempio 2.3.1 abbiamo visto che le sfere di raggio R > 0 sono isometriche
a (Sn, R2gcan), che per quanto detto nell’esempio precedente, hanno gli stessi
simboli di Christoffel.
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ESEMPIO 3.2.11 (Connessione di Levi–Civita dello spazio iperbolico). Essen-
do la metrica canonica su Hn = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xn > 0} conforme a quella
di Rn, abbiamo

gcan =
1

(xn)2
geucl =

1

(xn)2

n∑
i=1

dxi ⊗ dxi .

Usando la formula (3.7) e l’equazione (2.2), per lo spazio iperbolico si ha (ricor-
dando che per (Rn, geucl) i simboli di Christoffel sono nulli),

Γkij = − 1

xn
(
δni δ

k
j + δnj δ

k
i − δijδ

kn
)
.

Si osservi che se tutti e tre gli indici i, j, k sono diversi da n, si ha Γkij = 0.
Come per le sfere, gli spazi (Hn

c , g
c), omotetici a (Hn, gcan), hanno gli stessi sim-

boli di Christoffel.

ESERCIZIO 3.2.12. Siano (M, g) e (N, h) due varietà riemanniane e conside-
riamo la varietà prodotto (M × N, g × h). Se

(
U, (x1, . . . , xm)

)
e (V, (y1, . . . , yn))

sono rispettivamente una carta di M e N , allora
(
U × V, (x1, . . . , xm, y1, . . . , yn)

)
è una carta di M ×N . Se g = gijdx

i⊗ dxj e h = hαβdy
α⊗ dyβ , nell’Esempio 2.3.4

abbiamo definito la metrica prodotto g × h che in coordinate ha la forma

g × h(p,q) = gij(p)dx
i
(p,q) ⊗ dxj(p,q) + hαβ(q)dy

α
(p,q) ⊗ dyβ(p,q) .

Si mostri che

Γkij(p, q) =
MΓkij(p)

Γγαβ(p, q) =
NΓγαβ(q)

e

Γαij(p, q) = Γkαj(p, q) = Γkiα(p, q) = 0

Γkαβ(p, q) = Γγαj(p, q) = Γγiβ(p, q) = 0 .

Di conseguenza, se X e Y sono campi vettoriali su M × N tali che X(p, q) =
X i(p, q) ∂

∂xi

∣∣
(p,q)

+Xα(p, q) ∂
∂yα

∣∣
(p,q)

e Y (p, q) = Y i(p) ∂
∂xi

∣∣
(p,q)

+Y α(q) ∂
∂yα

∣∣
(p,q)

su U ×
V , si ha

∇XY(p,q) = ∇M
Xi(·,q) ∂

∂xi

(
Y j ∂

∂xj

)k
p

∂

∂xk

∣∣∣∣
(p,q)

+∇N
Xα(p,·) ∂

∂yα

(
Y β ∂

∂xβ

)γ
q

∂

∂yγ

∣∣∣∣
(p,q)

=

(
∇M
Xi(·,q) ∂

∂xi

(
Y j ∂

∂xj

)
p
,∇N

Xα(p,·) ∂
∂yα

(
Y β ∂

∂xβ

)
q

)
con l’identificazione dell’Esempio 2.3.4.
Si scrivano poi i simboli di Christoffel della connessione di Levi–Civita del pro-
dotto warped di due varietà riemanniane in termini degli analoghi simboli di
Christoffel delle due varietà (in particolare, nel caso di un prodotto warped su
un intervallo di R).
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3.3. La connessione di Levi–Civita di una sottovarietà

Sia ι : S ↪→ M una sottovarietà riemanniana di (M, g) con la metrica in-
dotta. Ricordiamo che consideriamo TpS come un sottospazio vettoriale di
TpM , per ogni punto p ∈ S. Allora ogni vettore v ∈ TpM può essere de-
composto ortogonalmente rispetto a gp in modo unico come v = v⊤ + v⊥ con
v⊤ ∈ TpS e v⊥ ∈ TpS

⊥. Indicando con ∇Me ∇S le connessioni di Levi–Civita
rispettivamente di M e S, se X,Y ∈ Γ(TS), per ogni p ∈ S si ha(

∇S
XY

)
p
=

(
∇M

X̃
‹Y )⊤

p
, (3.9)

dove X̃ e ‹Y sono campi estensioni locali dei campi X e Y (visti come mappe da
S in TM ) in un intorno di p ∈M .
Si vede infatti facilmente che il membro destro di questa equazione è indipen-
dente dalle estensioni scelte e definisce una connessione compatibile con la
metrica indotta h = i∗g su S, in quanto, se Y ∈ Γ(TS) e W ∈ Γ(TM), su S
vale

g(W,Y ) = g(W⊤ +W⊥, Y ) = g(W⊤, Y ) = h(W⊤, Y ) .

Inoltre, se f̃ ∈ C∞(M) e X ∈ Γ(TS), considerate la funzione f = f̃ |S = f̃ ◦ ι
e un’estensione locale X̃ di X definita in un intorno U di p ∈ S in M , per ogni
q ∈ U ∩ S si ha

Xf(q) = dfq(Xq) = df̃q ◦ dιq(Xq) = df̃q(X̃q) = X̃f̃(q) .

Dunque,

Xh(Y, Z) = X̃g(‹Y , ‹Z)
= g

(
∇M

X̃
‹Y , ‹Z)+ g

(‹Y ,∇M

X̃
‹Z)

=h
((
∇M

X̃
‹Y )⊤

, Z
)
+ h

(
Y,

(
∇M

X̃
‹Z)⊤) ,

per ogni X,Y, Z ∈ Γ(TS). Tale connessione è anche simmetrica, in quanto(
∇M

X̃
‹Y )⊤ −

(
∇M

Ỹ
X̃
)⊤

=
(
∇M

X̃
‹Y −∇M

Ỹ
X̃
)⊤

= [X̃, ‹Y ]⊤ = [X,Y ]

(si veda l’Esercizio 1.6.12 per l’ultimo passaggio). La formula (3.9) segue allora
per l’unicità della connessione di Levi–Civita di S.

In una carta coordinata (U,φ) tale che ∂
∂x1

|p, . . . , ∂
∂xm

|p sia una base coordinata
di TpS e ∂

∂x1
|p, . . . , ∂

∂xn
|p di TpM , per ogni p ∈ U ∩ S (per l’esistenza di una tale

carta, si veda la nozione di carta adattata a una sottovarietà nella Sezione 1.6),
si ha allora

SΓkij =
MΓ

k

ij +
MΓ

s

ij

[( ∂

∂xs

)⊤]k
per ogni i, j, k ∈ {1, . . . ,m}, con s che varia tra m + 1 e n. Si noti che questa
formula si può chiaramente estendere anche a riferimenti locali con le stesse
proprietà, anche quando non vengono necessariamente da una carta coordinata.
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OSSERVAZIONE 3.3.1. La formula (3.9) è particolarmente rilevante per le sot-
tovarietà di Rn, data la “semplicità” della sua connessione di Levi–Civita.

OSSERVAZIONE 3.3.2. Tutta la precedente discussione vale anche se f : S →
M è un’immersione isometrica tra le due varietà riemanniane (S, h) e (M, g), con
∇S e ∇M le rispettive connessioni di Levi–Civita. Per vederlo, per ogni p ∈ S
identifichiamo TpS con il sottospazio vettoriale dfp(TpS) di Tf(p)M e denotiamo
con v⊤ la proiezione ortogonale rispetto a gf(p) su TpS ⊆ Tf(p)M di un vettore
v ∈ Tf(p)M . Fissando allora p ∈ S e ricordando che possiamo restringere l’im-
mersione f a un intorno U di p ∈ S dove f è un embedding, se X,Y ∈ Γ(TS)
abbiamo che i campi (f |U)∗(X) e (f |U)∗(Y ) sono campi vettoriali definiti su f(U)
che si estendono localmente a dei campi vettoriali X̃ e ‹Y in un intorno di f(p)
in M . A questo punto basta provare (lo si mostri per esercizio) che(

∇S
XY

)
p
=

(
∇M

X̃
‹Y )⊤

f(p)
,

per l’arbitrarietà di p, X e Y .

DEFINIZIONE 3.3.3. Sia f : S → M un’immersione isometrica tra le due va-
rietà riemanniane (S, h) e (M, g), rispettivamente di dimensione n e m. Per ogni
punto p ∈ S, definiamo lo spazio normale NpS di S in p come il sottospazio vetto-
riale TpS⊥ di Tf(p)M , di dimensionem−n, dei vettori ortogonali a TpS rispetto a
gf(p). Abbiamo allora, per restrizione delle banalizzazioni locali di TM , il fibrato
vettoriale NS = ∪p∈SNpS di rango m − n su S, detto fibrato normale. Le sezioni
di NS sono dette campi normali su S.
In particolare, se n = m − 1, localmente S è un’ipersuperficie di M con spazio
normale unidimensionale NpS, per ogni p ∈ S. Esiste dunque sempre un unico
campo normale unitario ν (a meno di segno) localmente e il vettore νp è detto “la
normale” a S in p (sebbene sia definita solo a meno di segno). Segue dunque che
ogni campo normale X su S ha localmente la forma X = sν, per una funzione s
funzione a valori reali di classe C∞.

OSSERVAZIONE 3.3.4. Se S = f−1(c) ⊆M è la sottovarietà (m−k)–dimensionale
di (M, g) ottenuta come controimmagine di c ∈ Rk per una sommersione f :
M → Rk, con la metrica indotta da g, in ogni p ∈ S (per il quale, ovviamente,
f(p) = c) lo spazio normale a S è dato da

NpS = (TpS)
⊥ = (ker dfp)

⊥ =
{
v ∈ TpM : gp(v, w) = 0 per ogni w ∈ ker dfp

}
= ⟨∇f 1

p , . . . ,∇fkp ⟩ .

In particolare, se k = 1 abbiamo un’ipersuperficie S di M con iperpiano tan-
gente TpS = ker dfp = ∇f⊥

p e spazio normale unidimensionale NpS generato dal
gradiente ∇fp in ogni punto p ∈ S. Il campo ν = ∇f/|∇f |g ∈ Γ(NS) è dunque
un campo normale e unitario su S (ed è l’unico, a meno di segno).
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DEFINIZIONE 3.3.5. Sia f : S → M un’immersione isometrica tra le due va-
rietà riemanniane (S, h) e (M, g), con ∇S e ∇M le rispettive connessioni di Levi–
Civita. Se X ∈ Γ(TS) e Y ∈ Γ(NS), definiamo la connessione normale ∇⊥ sul
fibrato normale NS di S, per ogni p ∈ S, come(

∇⊥
XY

)
p
=

(
∇M

X̃
‹Y )⊥

f(p)
(3.10)

dove X̃ e ‹Y sono delle estensioni locali dei campi (f |U)∗(X) e Y su f(U), in un
intorno di f(p) in M , restringendo l’immersione f all’intorno U di p ∈ S dove
è un embedding e abbiamo indicato con v⊥ la proiezione ortogonale rispetto a
gf(p) su NpS di un vettore v ∈ Tf(p)M .

Si ha allora (lo si provi per esercizio) che il membro destro dell’equazio-
ne (3.10) è indipendente dalle estensioni dei campi e definisce una connessione
sul fibrato normale NS di S. Tale connessione ∇⊥ è compatibile con la metrica
g ristretta a NS, infatti se Y, Z ∈ Γ(NS) sono campi normali su S, abbiamo in
p ∈ S,

Xg(Y, Z) = X̃g(‹Y , ‹Z)
= g

(
∇M

X̃
‹Y , ‹Z)+ g

(‹Y ,∇M

X̃
‹Z)

= g
((
∇M

X̃
‹Y )⊥

, ‹Z)+ g
(‹Y , (∇M

X̃
‹Z)⊥)

= g
(
∇⊥
XY, Z

)
+ g

(
Y,∇⊥

XZ
)

per ogni X ∈ Γ(TS), dove X̃, ‹Y , ‹Z sono estensioni locali in un intorno di f(p)
in M dei campi df(X), df(Y ), df(Z) definiti solo su f(S).

Supponendo che S ⊆ M sia una sottovarietà di M , in una carta coordinata
(U,φ) tale che ∂

∂x1
|p, . . . , ∂

∂xn
|p sia una base coordinata di TpS e ∂

∂x1
|p, . . . , ∂

∂xm
|p di

TpM e i campi vettoriali ∂
∂xn+1 |p, . . . , ∂

∂xm
|p generino NpS, per ogni p ∈ S ∩ U (si

mostra che una tale carta coordinata si può sempre trovare nell’intorno di ogni
punto di S, si veda dopo l’Osservazione 10.2.7), si ha allora

SΓkij =
MΓ

k

ij

per ogni i, j, k ∈ {1, . . . , n} e i simboli di Christoffel ⊥Γkij di ∇⊥ sono dati da

⊥Γkij =
MΓ

k

ij (3.11)

per ogni i ∈ {1, . . . , n} e j, k ∈ {n + 1, . . . ,m}. Queste formule si possono
chiaramente estendere anche a riferimenti locali con le stesse proprietà, anche
quando non vengono necessariamente da una carta coordinata.

OSSERVAZIONE 3.3.6. Nel caso di un’ipersuperficie S ⊆M con campo norma-
le unitario locale ν, ogni campo normale Y su S ha localmente la forma Y = sν,



3.4. CONNESSIONE DI LEVI–CIVITA E SOMMERSIONI RIEMANNIANE 77

con s funzione a valori reali di classe C∞. Dunque, la sua derivata covariante
normale rispetto a un campo X ∈ Γ(TS) è data da

∇⊥
XY = ∇⊥

X(sν) =
(
(Xs)ν + s∇M

X̃
ν̃
)⊥

= (Xs)ν ,

in quanto

0 = Xg
(
ν, ν

)
= 2g

(
∇M

X̃
ν̃, ν

)
, (3.12)

cioè ∇M

X̃
ν̃ è un campo tangente a S, da cui ∇⊥

Xν =
(
∇M

X̃
ν̃
)⊥

= 0.
Si noti che questo è coerente con le relazioni (3.11), se la base coordinata è tale
che ∂

∂xn+1 = ν, infatti la connessione normale è definita in questa base coordinata
dai simboli di Christoffel ⊥Γn+1

i n+1, per i ∈ {1, . . . , n} e questi sono tutti nulli, per
la formula (3.12).

3.4. Connessione di Levi–Civita e sommersioni riemanniane

DEFINIZIONE 3.4.1. Data una sommersione riemanniana π : (›M, g̃) → (M, g),
con sottospazio orizzontale Hp̃ ⊆ Tp̃›M , per ogni p̃ ∈ ›M ,

• diciamo che un vettore v ∈ Tp̃›M è orizzontale se v ∈ Hp̃, verticale se v ∈ H⊥
p̃ =

ker dπp̃

• diciamo che un campo vettoriale X̃ ∈ Γ(T›M) è orizzontale/verticale se X̃p̃ è
orizzontale/verticale per ogni p̃ ∈ ›M ,

• per ogni campo X ∈ Γ(TM) esiste un unico campo orizzontale X̃ ∈ Γ(T›M)

tale che dπp̃(X̃p̃) = Xπ(p̃) per ogni p̃ ∈ ›M , detto sollevamento orizzontale di X .

Vogliamo stabilire la relazione tra le derivate di Levi–Civita ∇̃ e ∇, rispetti-
vamente di (›M, g̃) e di (M, g), usando l’equazione (3.6) e i seguenti lemmi.

LEMMA 3.4.2. Un campo vettoriale X̃ ∈ Γ(T›M) è verticale se e solo se X̃(f ◦π) = 0
per ogni f ∈ C∞(M).

DIMOSTRAZIONE. Si ha X̃(f ◦ π)(p̃) = dfπ(p̃)(dπp̃(X̃p̃)) per ogni p̃ ∈ ›M . Tale
identità implica immediatamente che se X̃ ∈ Γ(T›M) è verticale allora X̃(f◦π) =
0 per ogni f ∈ C∞(M). Viceversa, se X̃(f ◦ π) = 0 per ogni f ∈ C∞(M), allora
per ogni n–pla (f1, . . . , fn) di funzioni in C∞(M) che ristrette a un aperto U di
M formano un sistema di coordinate, si ha X̃(fi ◦ π) = 0 che implica dπ(X̃) = 0
in π−1(U), per l’identità iniziale. □

LEMMA 3.4.3. Siano X̃, ‹Y ∈ Γ(T›M) i sollevamenti orizzontali dei campi vettoriali
X,Y ∈ Γ(TM). Allora il campo vettoriale [X̃, ‹Y ]−·�[X,Y ] è verticale e se›W è verticale
si ha che [X̃,›W ] è verticale.
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DIMOSTRAZIONE. Sia f̃ = f ◦ π, allora per ogni ‹Z ∈ Γ(T›M), sollevamento
orizzontale di un campo vettoriale Z ∈ Γ(TM), si ha‹Zf̃(p̃) = df̃p̃(‹Zp̃) = dfπ(p̃)(dπp̃(‹Zp̃)) = dfπ(p̃)(Zπ(p̃)) = Zf(π(p̃)) .

Dunque, la prima asserzione segue per la definizione di parentesi di Lie, la
relazione ·�[X,Y ]f̃ = ([X,Y ]f) ◦ π e il Lemma 3.4.2. Per la seconda, essendo›Wf̃ = 0, si ha

[X̃,›W ]f̃ = −›WX̃f̃ = −›W [(Xf) ◦ π)] = 0

dunque, anch’essa segue dal Lemma 3.4.2. □

PROPOSIZIONE 3.4.4. Siano X̃, ‹Y ∈ Γ(T›M) i sollevamenti orizzontali dei campi
vettoriali X,Y ∈ Γ(TM), allora

∇̃
X̃
‹Y = ‡∇XY +

1

2
[X̃, ‹Y ]V

dove abbiamo indicato con [X̃, ‹Y ]V la componente verticale di [X̃, ‹Y ]. In particolare, si
ha (

∇XY
)
π(p̃)

= dπp̃
[(
∇̃
X̃
‹Y )

p̃

]
.

DIMOSTRAZIONE. Sia ‹Z ∈ Γ(T›M) il sollevamento orizzontale di un campo
vettoriale Z ∈ Γ(TM) e ›W ∈ Γ(T›M) un campo vettoriale verticale. Poiché
valgono

g̃
(
X̃, ‹Y )

= g(X,Y ) ◦ π

g̃
(
[X̃, ‹Y ], ‹Z) = g̃(·�[X,Y ], ‹Z) = g([X,Y ], Z) ◦ π›Wg̃

(
X̃, ‹Y )

=›W(
g(X,Y ) ◦ π

)
= 0 ,

allora per la formula (3.6) si ha

g̃
(
∇̃
X̃
‹Y , ‹Z) = g(∇XY, Z) ◦ π = g̃

(‡∇XY , ‹Z)
e

g̃
(
∇̃
X̃
‹Y ,›W)

=
1

2
g̃
(
[X̃, ‹Y ],›W)

.

La tesi dunque segue. □

ESERCIZIO 3.4.5. Si noti che i campi ∇̃
X̃
‹Y e [X̃, ‹Y ] non sono necessariamente

orizzontali. Si mostri che

[X̃, ‹Y ]−·�[X,Y ] = [X̃, ‹Y ]V

e che la funzione (X,Y ) 7→ [X̃, ‹Y ]V è C∞(M)–multilineare, dunque un tensore
di tipo (1, 2). Inoltre, si noti che tale funzione “misura” la non–integrabilità
della distribuzione orizzontale p̃ 7→ Hp̃, associata alla sommersione.
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3.5. La derivata covariante lungo una curva

Siano M una varietà differenziabile e ∇ una connessione affine su M .

DEFINIZIONE 3.5.1. Sia γ : I → M una curva. Un campo vettoriale lungo γ è
un’applicazione X : I → TM , di classe C∞, tale che X(t) ∈ Tγ(t)M per ogni
t ∈ I .

Si osservi che l’insieme dei campi vettoriali lungo γ ha una naturale struttura
di C∞(I)–modulo (e quindi di spazio vettoriale reale). Considerando il fibrato
vettoriale su I che a ogni punto t ∈ I associa lo spazio Tγ(t)M , indicato con
γ∗TM e detto pull–back del fibrato TM (si veda [195], per esempio), tali campi
ne sono le sezioni Γ(γ∗TM).

OSSERVAZIONE 3.5.2. Se γ : I → M è una curva, un esempio di campo
vettoriale lungo γ è la sua velocità γ̇, che opera come segue:

γ̇(t)f =
d (f ◦ γ)

dt
(t) ,

per ogni f ∈ C∞(M) e t ∈ I .

OSSERVAZIONE 3.5.3. Data la curva γ : I → M , una classe importante di
campi vettoriali lungo γ è dato dai campi del tipo

X(t) = X̃γ(t) per ogni t ∈ I ,

dove X̃ è un fissato campo vettoriale definito in un intorno del supporto di γ.
Un campo vettoriale X lungo γ di questo tipo è detto estendibile (e in tal caso si
dice che X̃ è un’estensione di X).

OSSERVAZIONE 3.5.4. In generale, data una mappa f : N →M tra due varietà
differenziabili N e M , possiamo definire i campi vettoriali lungo f , che formano
uno spazio vettoriale e un C∞(N)–modulo, come le applicazioni X : N → TM
tali che X(p) ∈ Tf(p)M , per ogni p ∈ N . Ciò sarà particolarmente rilevante se N
è una sottovarietà di M , oppure se la mappa f è un’immersione.

PROPOSIZIONE 3.5.5 (Derivata covariante lungo una curva). Data una curva
γ : I → M esiste un unico operatore D

dt
dallo spazio dei campi vettoriali lungo γ in se

stesso, con le seguenti proprietà:

• D
dt

è R–lineare,
• per ogni f ∈ C∞(I) vale la formula

D

dt
(fX)(t) = f ′(t)X(t) + f(t)

D

dt
X(t) ,

per ogni t ∈ I ,
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• se X è un campo estendibile localmente attorno a γ(t0) (relativamente alla curva
“ristretta” γ|(t0−ε,t0+ε), per un qualche ε > 0) e X̃ è una sua estensione, vale la
formula

D

dt
X(t0) =

(
∇γ̇(t0)X̃

)
γ(t0)

. (3.13)

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo t0 ∈ I e delle coordinate locali in un intorno
di γ(t0). Se X è un campo vettoriale lungo la curva γ : I → M , possiamo
allora scrivere X(t) = X i(t) ∂

∂xi

∣∣
γ(t)

per t in un intorno di t0 e usando le proprietà
formali che definiscono la derivata covariante, si ha

D

dt
X(t) =

D

dt

(
X i(t)

∂

∂xi

∣∣∣
γ(t)

)
= Ẋ i(t)

∂

∂xi

∣∣∣
γ(t)

+X i(t)
D

dt

∂

∂xi

∣∣∣
γ(t)

= Ẋ i(t)
∂

∂xi

∣∣∣
γ(t)

+X i(t)
(
∇γ̇(t)

∂

∂xi

)
γ(t)

= Ẋ i(t)
∂

∂xi

∣∣∣
γ(t)

+X i(t) γ̇j(t)
(
∇ ∂

∂xj

∂

∂xi

)
γ(t)

= Ẋ i(t)
∂

∂xi

∣∣∣
γ(t)

+X i(t) γ̇j(t) Γkji(γ(t))
∂

∂xk

∣∣∣
γ(t)

=
(
Ẋk(t) +X i(t) γ̇j(t) Γkji(γ(t))

) ∂

∂xk

∣∣∣
γ(t)
.

Quindi l’operatore di derivata covariante lungo una curva γ deve soddisfare la
formula

D

dt
X(t) =

(
Ẋk(t) + Γkji(γ(t)) γ̇

j(t)X i(t)
) ∂

∂xk

∣∣∣
γ(t)

(3.14)

in coordinate locali. È facile vedere che se allora usiamo questa formula per de-
finire D

dt
per t in un intorno di ogni t0 ∈ I , abbiamo un operatore univocamente

determinato che soddisfa le proprietà nell’enunciato della proposizione (lo si
mostri per esercizio). □

L’operatore D
dt

così definito è detto derivata covariante lungo γ (rispetto alla
connessione ∇). Il campo D

dt
X si indicherà talvolta anche con X ′ o Ẋ , oppu-

re con ∇γ̇X , per la formula (3.13). Si noti la similarità con l’espressione della
connessione di una sottovarietà discussa nella sezione precedente e si osservi la
coerenza con quanto visto nell’Esercizio 3.1.5.

OSSERVAZIONE 3.5.6. Non ci servirà questo punto di vista più astratto, ma
si osservi che la mappa (f ∂

∂t
, X) 7→ (γ∗∇)f ∂

∂t
X = f D

dt
X , per f : I → R e X

campo lungo γ : I → M , determina una connessione γ∗∇ sul fibrato vettoriale
pull–back γ∗TM del fibrato TM (si veda il commento immediatamente dopo la
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Definizione 3.5.1), che può essere definita come il pull–back della connessione
affine ∇ su TM . In tali notazioni si ha dunque D

dt
X = (γ∗∇) ∂

∂t
X .

Dalle proprietà della derivata covariante si deduce immediatamente che D
dt

è
un operatore locale, nel senso che se J è un intervallo contenuto in I si ha,

D

dt
(X|J)(t) =

D

dt
X(t) per ogni t ∈ J e X campo vettoriale lungo γ,

dove D
dt

indica l’operatore di derivata covariante associato alla curva γ|J .

ESERCIZIO 3.5.7. Si mostri che una connessione affine ∇ su M è univocamen-
te determinata dalla famiglia degli operatori D

dt
a lei associati, per tutte le curve

di M .

Nel caso in cui ∇ sia una connessione affine compatibile con la metrica, in
particolare se ∇ è la connessione di Levi–Civita di (M, g), si ha la formula

d

dt
g(X(t), Y (t)) = g

(D
dt
X(t), Y (t)

)
+ g

(
X(t),

D

dt
Y (t)

)
, (3.15)

che segue facilmente dalle proprietà di D
dt

e dalla formula (3.14).

ESERCIZIO 3.5.8. Si mostri che se S ⊆ M è una sottovarietà di (M, g) con la
metrica indotta, l’operatore DS

dt
lungo una curva γ : I → S è dato da

DS

dt
X(t) =

(DM

dt
X(t)

)⊤
,

cioè è la proiezione ortogonale su ogni tangente a S del campo vettoriale lungo
γ (vista come una curva di M ) che si ottiene applicando l’operatore DM

dt
.

ESERCIZIO 3.5.9. Siano f : M → N un’isometria tra due varietà riemanniane
(M, g) e (N, h) e γ : I →M una curva diM . Indichiamo con DM

dt
e DN

dt
le derivate

covarianti lungo γ e lungo f ◦ γ, relative alle connessioni di Levi–Civita di M e
N , rispettivamente. Si mostri che

DN

dt
Y = df

(DM

dt

(
df−1(Y )

))
,

per ogni Y campo vettoriale lungo f ◦ γ (si tenga presente l’Esercizio 3.2.7).

OSSERVAZIONE 3.5.10. Per mezzo della derivata covariante lungo una curva
γ : I → M , possiamo definire la sua accelerazione γ̈ come la derivata covariante
lungo γ stessa del suo campo di velocità γ̇, cioè il campo lungo γ dato da

γ̈(t) =
D

dt
γ̇(t)

per ogni t ∈ I .
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3.6. Trasporto parallelo

Siano M una varietà differenziabile e ∇ una connessione affine su M .

DEFINIZIONE 3.6.1. Un campo vettoriale X si dice parallelo in un aperto U ⊆
M , se ∇YX = 0 per ogni campo vettoriale Y in U .

Un campo vettoriale X lungo una curva γ : I →M si dice parallelo lungo γ, se
D
dt
X(t) = 0 per ogni t ∈ I .

OSSERVAZIONE 3.6.2. Vediamo alcune immediate conseguenze di questa de-
finizione e degli Esercizi 3.5.8 e 3.5.9 (le si provi per esercizio).
• Un campo X su un aperto U ⊆ M è parallelo se e solo se è parallelo lungo

tutte le curve in U .
• Se S ⊆ M è una sottovarietà di (M, g) con la metrica indotta, un campo

vettoriale X lungo una curva γ : I → S è parallelo se solo se
(
DM

dt
X(t)

)⊤ è
nullo.

• Se f : (M, g) → (N, h) è un’isometria e X è un campo parallelo lungo una
curva γ : I → M , allora df(X) è un campo parallelo lungo la curva f ◦ γ :
I → N .

Un fatto fondamentale riguardo ai campi paralleli lungo una curva γ in M
è che ogni vettore di TpM , con p un punto di γ, può essere esteso a un campo
parallelo lungo tale curva.

PROPOSIZIONE 3.6.3. Data una curva γ : [t0, t1] → M e X0 ∈ Tγ(t0)M esiste un
unico campo X parallelo lungo γ tale che X(t0) = X0. Tale campo vettoriale è detto
trasporto parallelo del vettore X0 lungo γ.

DIMOSTRAZIONE. Cominciamo col caso in cui il supporto di γ : [t0, t1] →M
sia contenuto in un’unica carta coordinata (U, (x1, . . . , xn)). Le condizioni{

D
dt
X(t) = 0

X(t0) = X0

in coordinate locali diventano
(
Ẋk(t) + Γkji(γ(t)) γ̇

j(t)X i(t)
) ∂

∂xk

∣∣∣
γ(t)

= 0

X(t0) = X i
0

∂

∂xi

∣∣∣
γ(t0)

per ogni t ∈ [t0, t1] e k ∈ {1, . . . , n}.
Dunque, per ottenere l’esistenza e l’unicità dell’estensione parallela di X0, in
questo caso basta osservare che il sistema (lineare a coefficienti C∞) di ODE,{

Ẋk(t) + Γkji(γ(t)) γ̇
j(t)X i(t) = 0

Xk(t0) = Xk
0

(3.16)
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per ogni k ∈ {1, . . . , n}, ha una e unica soluzione su tutto [t0, t1] (si veda [153]).
Nel caso generale, per ottenere il campo parallelo X(t) suddividiamo l’inter-
vallo [t0, t1] in sottointervalli Is = [τs−1, τs] con τ0 = t0 e τm = t1, in modo tale
che per ogni s ∈ {1, . . . ,m} la curva γs = γ|Is abbia supporto contenuto in una
singola carta coordinata di M . Poi definiamo induttivamente dei campi Xs(t)
lungo le curve γs prendendo le soluzioni dei sistemi:{

D
dt
X1 = 0

X1(τ0) = X0

. . .{
D
dt
Xs = 0

Xs(τs−1) = Xs−1(τs−1)

. . .

A questo punto il trasporto parallelo di X0 lungo γ è dato dal campo definito
ponendo

X(t) = Xs(t) se t ∈ Is.
□

OSSERVAZIONE 3.6.4. Si noti che usando la costruzione di cui sopra si può
definire il trasporto parallelo di un vettore lungo una curva anche per una curva
soltanto C1 a tratti.

Fissata una curva γ : [t0, t1] → M , definiamo allora l’operatore di trasporto
parallelo lungo γ

P : Tγ(t0)M → Tγ(t1)M

mediante la formula
P (X0) = X(t1) ∈ Tγ(t1)M

dove X(t) indica il trasporto parallelo di X0 ∈ Tγ(t0)M lungo la curva γ.

ESERCIZIO 3.6.5. Si provi che l’operatore di trasporto parallelo P : Tγ(t0)M →
Tγ(t1)M lungo γ : [t0, t1] →M è un isomorfismo lineare, la cui inversa è la mappa
Tγ(t1)M ∋ v 7→ V (t0) ∈ Tγ(t0)M essendo V il campo parallelo lungo γ soddisfa-
cente V (t1) = v. Si noti infatti che l’esistenza e unicità di un siffatto campo vet-
toriale può essere provata procedendo analogamente alla dimostrazione della
Proposizione 3.6.3.

Nel caso speciale che ∇ sia la connessione di Levi–Civita di (M, g), quindi
compatibile con la metrica, dalla formula (3.15) segue che se X(t) e Y (t) sono
due campi paralleli lungo la curva γ, si ha

d

dt
g(X(t), Y (t)) = g

(D
dt
X(t), Y (t)

)
+ g

(
X(t),

D

dt
Y (t)

)
= 0 ,
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cioè g(X(t), Y (t)) è costante in t. In particolare, l’operatore P : Tγ(t0)M →
Tγ(t1)M è un’isometria e |X(t)|γ(t) è costante lungo γ.

OSSERVAZIONE 3.6.6. L’operatore di trasporto parallelo P : TpM → TqM
tra due punti p e q di M dipende in generale dalla curva γ che li unisce. In Rn

invece è indipendente da γ, infatti ogni vettore costante è un campo parallelo
su tutto Rn, da cui il trasporto parallelo è semplicemente la funzione identità tra
i tangenti ai punti di una curva (identificandoli con Rn stesso). In particolare,
in Rn, ogni vettore tangente v si può estendere a un campo parallelo. Vedremo
che anche queste proprietà caratterizzeranno le varietà localmente isometriche
a (Rn, geucl).

ESERCIZIO 3.6.7. Si dia un esempio di dipendenza dalla curva γ dell’operatore
di trasporto parallelo su Sn.

OSSERVAZIONE 3.6.8. Se γ : [t0, t1] → M è una curva C∞ a tratti, chiusa in
p ∈M , cioè γ(t0) = γ(t1) = p, l’operatore di trasporto parallelo P : TpM → TpM
definisce un automorfismo lineare di TpM in sé, che è un’isometria, se ∇ è la
connessione di Levi–Civita di (M, g). L’insieme di tali automorfismi (al variare
della curva chiusa con base p ∈M ) è detto gruppo di olonomia di M in p.

ESERCIZIO 3.6.9 (Trasporto parallelo sul cono). Consideriamo un cono con
un angolo di apertura al vertice uguale a α > 0, con la metrica indotta da R3.
Possiamo “aprire” il cono privato di una sua retta generatrice sul piano R2 e chia-
ramente costruire un’isometria che lo identifichi con un settore circolare aperto
infinito di R2 (si veda la figura sottostante). Sappiamo che il trasporto parallelo
in R2 è dato semplicemente dalle traslazioni, invariante per la curva scelta che
congiunge il punto di partenza col punto d’arrivo. Si osservi allora, per eser-
cizio, che l’operatore di trasporto parallelo lungo una circonferenza sul cono
perpendicolare al suo asse, applicato a un vettore di una retta generatrice del
cono, è una “rotazione” e se ne calcoli l’angolo in dipendenza da α.

α 2π sinα

FIGURA 3.1
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ESERCIZIO 3.6.10. Siano X,Y due campi vettoriali su M e γ una curva tale
che γ(0) = p e γ̇(0) = Xp. Se Pt : TpM → Tγ(t)M è l’operatore di trasporto
parallelo lungo γ, allora

d

dt
P−1
t (Yγ(t))

∣∣∣
t=0

= (∇XY )p

per ogni p ∈M (si confronti con la Proposizione 1.5.2).

3.7. Estensione delle connessioni affini ai tensori

Come per la derivata di Lie nella Sezione 1.3, vediamo l’estensione di una
connessione affine a tutti i fibrati tensoriali T rsM .

DEFINIZIONE 3.7.1. Data una connessione affine ∇ su M , esiste un’unica
connessione su ogni fibrato vettoriale T rsM che coincida con ∇ su TM e soddisfi
• ∇Xf = Xf = df(X) per ogni funzione f ∈ C∞(M) = Γ(T 0

0M),
• ∇X(T ⊗ S) = ∇XT ⊗ S + T ⊗∇XS per ogni coppia di tensori T ed S

(∇X è una derivazione sull’algebra dei tensori di M ),
• ∇X ◦ cpq = cpq ◦ ∇X per ogni contrazione cpq

(∇X commuta con le contrazioni),
per ogni X ∈ Γ(TM).

L’esistenza e l’unicità di tale connessione si ottiene con lo stesso argomento
con cui si estende unicamente la derivata di Lie ai tensori. Per la linearità e la
proprietà di essere una derivazione, usando carte locali, basta dimostrare che
∇Xω è unicamente definita e determinata per ogni 1–forma ω su M . Per ogni
campo vettoriale Y si deve avere

(∇Xω)(Y ) = c11(∇Xω ⊗ Y )

= c11
(
∇X(ω ⊗ Y )− ω ⊗∇XY

)
= c11 ◦ ∇X(ω ⊗ Y )− c11(ω ⊗∇XY )

=∇X ◦ c11(ω ⊗ Y )− ω(∇XY )

=X(ω(Y ))− ω(∇XY ) , (3.17)

dunque ∇Xω è unicamente determinata.
Si noti che in una carta coordinata, ponendo

∇ ∂

∂xi
dxj = Gj

ikdx
k

e X = ∂
∂xi

, Y = ∂
∂xk

, ω = dxj nella formula sopra, otteniamo

Gj
ik =

(
∇ ∂

∂xi
dxj

)( ∂

∂xk

)
= −dxj

(
∇ ∂

∂xi

∂

∂xk

)
= −Γjik .

Cioè i simboli di Christoffel della connessione sul fibrato cotangente sono gli
opposti dei simboli di Christoffel di ∇. In ogni carta coordinata, una volta noti i
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simboli di Christoffel della connessione sul fibrato tangente e cotangente, dato
un tensore T ∈ Γ(T rsM), abbiamo che(

∇ ∂

∂xk
T
)i1...ir
j1...js

=
∂

∂xk
T i1...irj1...js

+
s∑

p=1

G
lp
kjp
T i1...irj1...jp−1lpjp+1...js

+
r∑
q=1

Γ
iq
klq
T
i1...iq−1lqiq+1...ir
j1...js

=
∂

∂xk
T i1...irj1...js

−
s∑

p=1

Γ
lp
kjp
T i1...irj1...jp−1lpjp+1...js

+
r∑
q=1

Γ
iq
klq
T
i1...iq−1lqiq+1...ir
j1...js

.

ESERCIZIO 3.7.2. Si mostri che se T ∈ Γ(T rsM), per ogni X,X1, . . . , Xs ∈
Γ(TM) e per ogni ω1, . . . , ωr ∈ Γ(TM∗), si ha

(∇X T )(X1, . . . , Xs, ω1, . . . , ωr) = X
(
T (X1, . . . , Xs, ω1, . . . , ωr)

)
−

s∑
i=1

T (X1, . . . , Xi−1,∇XXi, Xi+1, . . . , Xs, ω1, . . . , ωr)

−
s∑
j=r

T (X1, . . . , Xs, ω1, . . . , ωj−1,∇Xωj, ωj+1, . . . , ωr) .

In particolare, se ω ∈ Γ(T 0
sM) e X,X1, . . . , Xs sono campi vettoriali,

(∇Xω)(X1, . . . , Xs) = X(ω(X1, . . . , Xs))−
s∑
i=1

ω(X1, . . . , Xi−1,∇XXi, Xi+1, . . . , Xs) .

(3.18)
Per gli Esercizi 1.3.4 e 1.4.13, se la connessione ∇ è simmetrica, si provi che
allora

(LXω)(X1, . . . , Xs) = (∇Xω)(X1, . . . , Xs)+
s∑
i=1

ω(X1, . . . , Xi−1,∇Xi
X,Xi+1, . . . , Xs)

e

dα(X0, X1, . . . , Xs) =
s∑
i=0

(−1)i(∇Xi
α)(X0, . . . , Xi−1,”Xi, Xi+1, . . . , Xs) , (3.19)

per ogni s–forma differenziale α ∈ ΩsM .

PROPOSIZIONE 3.7.3. Se ∇ è la connessione di Levi–Civita della varietà rieman-
niana (M, g), si ha ∇Xg = 0, per ogni campo vettoriale X .

DIMOSTRAZIONE. Considerati tre campi vettoriali X,Y, Z ∈ Γ(TM), usan-
do l’equazione (3.18) si ha

(∇Xg)(Y, Z) = Xg(Y, Z)− g(∇XY, Z)− g(Y,∇XZ) = 0 ,

per la condizione di compatibilità con la metrica, da cui la tesi. □
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OSSERVAZIONE 3.7.4. Si hanno naturalmente le nozioni di campo tensoriale
lungo una curva γ : I → M , di derivata covariante D

dt
lungo γ, associata a una

connessione sul fibrato vettoriale T rsM , così come di campo tensoriale parallelo
lungo γ (precisamente, diremo che un campo tensoriale T lungo γ è parallelo se
soddisfa D

dt
T = 0 in tutti i punti t ∈ I) e di trasporto parallelo di un tensore.

Inoltre, diremo che T è parallelo in un aperto U ⊆ M se ∇T è zero in U . Si ha
dunque che la metrica g è una 2–forma parallela su M per la connessione di
Levi–Civita.

ESERCIZIO 3.7.5. Si enunci e provi una formula analoga a quella dell’Eserci-
zio 1.5.3 per la derivata covariante di un tensore T .

ESERCIZIO 3.7.6. Sia ∇ la connessione di Levi–Civita di (M, g). Si osservi che
in una carta coordinata, così come ∂gij

∂xk
= Γlkiglj + Γlkjgli , si ha ∂gij

∂xk
= Gi

klg
lj +

Gj
klg

li. Poi si mostri che l’estensione di ∇ ai fibrati vettoriali T rsM , data dalla
Definizione 3.7.1, è compatibile con l’estensione della metrica g, definita nella
Sezione 2.4, cioè

Xg(T, S) = g(∇XT, S) + g(T,∇XS) ,

per ogni coppia T, S ∈ Γ(T rsM).

Dato un tensore T ∈ Γ(T rsM), con r + s > 0, possiamo dunque definire il
tensore ∇T ∈ Γ(T rs+1M) che opera come

(∇T )(X0, X1, . . . , Xs, ω1, . . . , ωr) = (∇X0T )(X1, . . . , Xs, ω1, . . . , ωr) .

In coordinate, useremo spesso le notazioni

∇kT
i1...ir
j1...js

= ∇T i1...irkj1...js
= (∇T )i1...irkj1...js

=
(
∇ ∂

∂xk
T
)i1...ir
j1...js

e indicheremo con ∇ℓT l’applicazione ℓ–volte della connessione ∇ a T ,

∇ℓ
k1...kℓ

T i1...irj1...js
= ∇ℓT i1...irk1...kℓj1...js

= (∇ℓT )i1...irk1...kℓj1...js
.

Per la “regola di Leibniz”, si ha

∇m(T ⊗ S)
i1...irk1...kp
j1...jsℓ1...ℓq

=(∇mT ⊗ S + T ⊗∇mS)
i1...irk1...kp
j1...jsℓ1...ℓq

=∇mT
i1...ir
j1...js

S
k1...kp
ℓ1...ℓq

+ T i1...irj1...js
∇mS

k1...kp
ℓ1...ℓq

.

Con queste convenzioni è facile vedere che se ∇ è la connessione di Levi–
Civita, si ha ∇kgij = ∇kg

ij = 0, che insieme alla regola di Leibniz semplificano
notevolmente il calcolo in coordinate, in quanto mostrano che possiamo sempre
commutare le operazioni di prendere una derivata covariante e di contrarre con
la metrica o la sua inversa.

OSSERVAZIONE 3.7.7. Abbiamo richiesto che r+s > 0 nella definizione sopra
di ∇T , con T ∈ Γ(T rsM), in quanto se T è una funzione f ∈ C∞(M) = Γ(T 0

0M),
con la notazione sopra ∇f si indicherebbe il differenziale df , mentre abbiamo
denotato con ∇f il gradiente di f , cioè df ♯, nella Definizione 2.5.7.
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3.8. Operatori differenziali su varietà riemanniane

La derivata covariante permette di generalizzare a una varietà riemanniana
gli operatori differenziali “classici” di Rn: gradiente, divergenza, laplaciano,
hessiano. Sia ∇ la connessione di Levi–Civita della varietà riemanniana (M, g),
abbiamo già visto che il gradiente di una funzione f ∈ C∞(M) è dato dal campo
vettoriale ∇f = df ♯, definito da g(∇f,X) = df(X).

DEFINIZIONE 3.8.1. La divergenza div T di un tensore T ∈ Γ(T rsM), con r > 0,
è data dalla contrazione c11∇T ∈ Γ(T r−1

s M), in particolare la divergenza di un
campo vettorialeX è la traccia di ∇X , cioè divX = tr∇X = c11∇X , in coordinate
∇iX

i. La divergenza di una s–forma ω ∈ Γ(T 0
sM) è la (s − 1)–forma divω =

c11 (∇ω )♯, data in coordinate dalla contrazione

divωk1...ks−1 = gij∇iωjk1...ks−1 ,

in particolare, se ω è una 1–forma, divω = gij∇iωj .
Si noti che divX = divX♭, per ogni campo vettoriale X e divω = divω♯, per
ogni 1–forma ω.

Vediamo il calcolo della divergenza di un campo X e di una 1–forma ω in
coordinate locali:

divX = ∇iX
i = ∇∂i(X

j∂j)
i =

(∂Xj

∂xi
∂j +XjΓkij∂k

)i
=
∂X i

∂xi
+XjΓiij ,

divω = gij∇iωj = gij∇∂i(ωkdx
k)j = gij

(∂ωk
∂xi

dxk−ωkΓkisdxs
)
j
= gij

∂ωj
∂xi

−gijωkΓkij .

Come in Rn abbiamo il fondamentale teorema della divergenza.

TEOREMA 3.8.2 (Teorema della divergenza). Sia (M, g) una varietà riemanniana
orientata e D ⊆M un aperto limitato con ∂D un’ipersuperficie di classe C∞ (si ricordi
che segue che anche ∂D è orientata, Proposizione 1.8.4). Allora, denotando con ν la
normale esterna e con dσ la forma di volume canonica su ∂D indotta dalla metrica
g|∂D, cioè dσ = iνdµg con dµg la forma di volume di M , si ha∫

D

divX dµg =

∫
∂D

⟨X, ν⟩ dσ ,

per ogni campo vettoriale X ∈ C∞(D).

DIMOSTRAZIONE. Ponendo

ω =
√

det gij

( n∑
k=1

(−1)k+1Xk dx1∧. . .‘dxk · · ·∧dxn) = iX
(√

det gij dx
1∧· · ·∧dxn

)
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si ha

dω =
( n∑
k=1

∂Xk

∂xk

√
det gij +Xk ∂

∂xk

√
det gij

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

=
( n∑
k=1

∂Xk

∂xk

√
det gij +

Xk

2
√

det gij

∂

∂xk
det gij

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

=
( n∑
k=1

∂Xk

∂xk

√
det gij +

Xk
√

det gij

2
gpq

∂gpq
∂xk

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

=
( n∑
k=1

∂Xk

∂xk

√
det gij +

Xk
√

det gij

2
gpq

(
Γlkpglq + Γlkqgpl

))
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

=
( n∑
k=1

∂Xk

∂xk

√
det gij +

Xk
√

det gij

2

(
Γpkp + Γqkq

))
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

=
( n∑
k=1

(∂Xk

∂xk
+XkΓpkp

)√
det gij

)
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

=divX
√
det gij dx

1 ∧ · · · ∧ dxn ,
dove abbiamo usato la formula

∂

∂xk
detA = detA

n∑
p,q=1

A−1
pq

∂

∂xk
Apq ,

che vale per qualunque matrice A ∈ GL(n) dipendente da x, derivabile e le
equazioni (3.4).
La tesi segue allora applicando il teorema di Stokes 1.8.6 alla (n − 1)–forma
differenziale ω, in quanto

iX
(
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

)∣∣
∂D

= ι∗
(
iX

(
dx1 ∧ · · · ∧ dxn

)
) = ⟨X, ν⟩ dσ

dove ι : ∂D ↪→ M è l’inclusione (lo si provi per esercizio, osservando che le
forme differenziali coincidono su una base di Tp∂D, per ogni p ∈ ∂D). □

Una facile conseguenza è il seguente corollario (lo si mostri per esercizio).

COROLLARIO 3.8.3. Sia (M, g) una varietà riemanniana orientata. Allora∫
M

divX dµg = 0

per ogni campo vettoriale X ∈ Γ(TM) a supporto compatto.

DEFINIZIONE 3.8.4. Il rotore rotX di un campo vettoriale X è la 2–forma
differenziale dX♭. In coordinate locali,

rotX =
∂(gikX

i)

∂xj
dxj ∧ dxk .



3.8. OPERATORI DIFFERENZIALI SU VARIETÀ RIEMANNIANE 90

Si noti che vale la relazione “classica” rot∇f = 0 per ogni f ∈ C∞(M), in
quanto

rot∇f = d∇f ♭ = ddf = 0 .

OSSERVAZIONE 3.8.5. In R3 il rotore di un campo rotX viene identificato con
il campo vettoriale (⋆ rotX)♯ = (⋆ dX♭)♯, per mezzo dell’operatore ⋆ di Hodge
(si veda la Sezione 2.6).

DEFINIZIONE 3.8.6. L’hessiano di una funzione f ∈ C∞(M) è dato dalla 2–
forma simmetrica

Hessf = ∇df = ∇2f ,

il laplaciano di f è la traccia dell’hessiano Hessf , cioè

∆f = trHessf = Hessf ii = gijHessfij = gij∇2
ijf ,

in coordinate locali (si ricordi la Definizione 2.5.5).
Si noti che segue ∆f = div∇f , come in Rn.

Esplicitando questa definizione, per la formula (3.17), si ha

Hessf(X,Y ) = (∇Xdf)(Y ) = Xdf(Y )− df(∇XY ) = XY f − (∇XY )f ,

da cui segue la simmetria dell’hessiano in quanto

Hessf(X,Y )− Hessf(Y,X) =XY f − (∇XY )f − Y Xf + (∇YX)f

= [X,Y ]f − (∇XY −∇YX)f

= 0 ,

per la proprietà di torsione nulla (simmetria) della connessione di Levi–Civita.
Si noti che vale anche

Hessf(X,Y ) = g(∇X∇f, Y ) .

In coordinate, l’hessiano di f ∈ C∞(M) si scrive dunque

Hessfij =
∂2f

∂xi∂xj
− Γkij

∂f

∂xk
(3.20)

e il laplaciano di f come

∆f = gijHessfij = gij
∂2f

∂xi∂xj
− gijΓkij

∂f

∂xk
.

OSSERVAZIONE 3.8.7. Si noti il caso speciale

∆xi = div∇xi = gjk
∂2xi

∂xj∂xk
− gjkΓsjk

∂xi

∂xs
= −gjkΓijk

del laplaciano delle funzioni coordinate locali.
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ESERCIZIO 3.8.8. Si provino le seguenti identità:

divX =
1√

det gij

∂

∂xk

(√
det gijX

k
)
,

∆f =
1√

det gij

∂

∂xk

(√
det gijg

kℓ ∂f

∂xℓ

)
,

div(f X) = g(∇f,X) + fdivX ,

div(h∇f) = g(∇h,∇f) + h∆f e ∆(hf) = h∆f + 2g(∇h,∇f) + f∆h ,

per ogni campo vettoriale X e f, g ∈ C∞(M). Si ricordi l’uguaglianza

∂
√

det gij

∂xk
= Γpkp

√
det gij .

OSSERVAZIONE 3.8.9. L’hessiano di una funzione f ∈ C∞(M) è un concetto
riemanniano, non differenziale. Chiaramente, l’hessiano “in coordinate” non
sarebbe invariante per cambio di queste, ma anche considerata una generica
connessione affine e definendo l’hessiano di una funzione come sopra, sarebbe
diverso a seconda della connessione e in particolare potrebbe non essere nem-
meno simmetrico. Però, nel caso speciale che lo si consideri in un punto critico
di f (dove quindi ∂f

∂xk
= 0, per ogni k ∈ {1, . . . , n}) si ha Hessf(X,Y ) = XY f ,

cioè coincide con l’hessiano usuale in qualunque sistema di coordinate, dun-
que è indipendente dalla connessione affine (e in particolare dalla metrica, che
potrebbe non essere nemmeno definita) e dalla carta coordinata scelta.

ESERCIZIO 3.8.10. Si mostri che per una funzione f ∈ C∞(M) valgono le
stesse relazioni di Rn tra le proprietà di essere massimo o minimo locale e il
gradiente e gli autovalori dell’hessiano di f .

ESERCIZIO 3.8.11. Si mostri che per ogni campo vettoriale X e ogni funzione
f ∈ C∞(M), si ha (si veda l’Esercizio 1.4.8)

1

2
LXg = Sym(∇X♭) cioè LXgij = ∇iXj +∇jXi

dove Xi = X♭
i e

1

2
L∇fg = ∇2f = Hessf .

DEFINIZIONE 3.8.12. L’hessiano di un tensore T ∈ Γ(T rsM) è dato da HessT =
∇2T . Il laplaciano ∆T di T è la traccia di tale hessiano sulle prime due compo-
nenti covarianti, cioè in coordinate ∆T i1...irj1...js

= gij∇2
ijT

i1...ir
j1...js

. Si noti che segue
∆T = div∇T , se T è una s–forma e in generale ∆T = div∇T ♯ , dove il diesis
opera sull’indice di derivazione di T (si veda la Definizione 3.8.1).
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OSSERVAZIONE 3.8.13. Mentre l’hessiano di una funzione è simmetrico, lo
stesso non vale per l’hessiano di un campo vettoriale Z, infatti (calcolando come
nella formula (3.17)) si ha

∇2
X,YZ = (∇X∇Z)(Y ) = ∇X∇YZ −∇∇XYZ ,

quindi

∇2
X,YZ −∇2

Y,XZ =∇X∇YZ −∇∇XYZ −∇Y∇XZ +∇∇YXZ

=∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z .

Se dunque il tensore −R(X,Y )Z = ∇X∇YZ − ∇Y∇XZ − ∇[X,Y ]Z non è nullo
(cosa che vale in Rn e nelle varietà ad esso localmente isometriche), l’hessiano
di un campo non è simmetrico (analogamente l‘hessiano di una 1–forma o di un
generico tensore).
L’operatore R(X,Y ) che “misura” questo “errore” nello scambio delle derivate
covarianti

−R(X,Y ) = ∇2
X,Y −∇2

Y,X = [∇X ,∇Y ]−∇[X,Y ] = ∇X ◦ ∇Y −∇Y ◦ ∇X −∇[X,Y ]

verrà detto operatore di Riemann (in onore di Bernhard Riemann [183]). Si verifi-
chi per esercizio la seconda uguaglianza per un qualunque tensore T ∈ Γ(T rsM)
e si osservi che definendo analogamente per la derivata di Lie

L2
X,Y − L2

Y,X = [LX , LY ]− L[X,Y ]

si ha, per la formula (1.4),

L2
X,Y − L2

Y,X = [LX , LY ]− L[X,Y ] = LX ◦ LY − LY ◦ LX − L[X,Y ] = 0 ,

cioè l’analogo operatore per L è nullo (si noti in particolare la seconda formula
nella Proposizione 1.3.5 e si ricordi la discussione dopo la Proposizione 1.5.1).

OSSERVAZIONE 3.8.14. Il laplaciano ∆ sopra definito (detto anche laplaciano
“semplice”, “banale”, “rough” o operatore di Laplace–Beltrami) e il laplaciano di
Hodge ∆H (si veda la Definizione 2.6.4) coincidono sulle funzioni f ∈ C∞(M),
ma differiscono in generale sulle forme differenziali.

PROPOSIZIONE 3.8.15 (Corollario del teorema della divergenza – Formule di
Green). Sia (M, g) una varietà riemanniana orientata e Ω ⊆M un aperto limitato con
bordo regolare. Siano u, v ∈ C∞(M), zero su ∂Ω. Allora,∫

Ω

u∆v dµg = −
∫
Ω

g(∇u,∇v) dµg =
∫
Ω

v∆u dµg ,

da cui ∫
Ω

(
u∆v − v∆u

)
dµg = 0 .

DIMOSTRAZIONE. La prima formula si ottiene applicando il Corollario 3.8.3
al campo X = u∇v, in quanto div (u∇v) = u∆v + g(∇u,∇v). La seconda è
un’ovvia conseguenza. □
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Segue che se (M, g) è una varietà riemanniana compatta (senza bordo), il la-
placiano ∆ : C∞(M) → C∞(M) è un operatore differenziale semidefinito nega-
tivo e autoaggiunto per il prodotto scalare L2 di funzioni su M (si tenga presen-
te che a causa del fatto che ∆ è semidefinito negativo, per comodità vari autori
indicano con ∆ l’opposto del laplaciano).

DEFINIZIONE 3.8.16. Una funzione f ∈ C∞(M) si dice armonica se ∆f = 0.

Le funzioni armoniche su una varietà riemanniana (M, g) soddisfano le stesse
proprietà locali delle funzioni armoniche su Rn e molte analoghe proprietà glo-
bali (in particolare se la varietà M è compatta). Per esempio, si provi il principio
di massimo (debole), cioè che una funzione armonica su un dominio limitato di
M assume massimo e minimo al bordo del dominio. Inoltre, vale il seguente
teorema.

PROPOSIZIONE 3.8.17. Sia (M, g) una varietà riemanniana connessa, compatta
(senza bordo) e orientata. Se f ∈ C∞(M) è una funzione armonica su M , allora
f è costante.

DIMOSTRAZIONE. Per la proposizione precedente, ponendo u = v = f si ha

0 =

∫
Ω

f∆f dµg = −
∫
Ω

g(∇f,∇f) dµg ,

da cui la tesi, in quanto segue che ∇f è identicamente nullo eM è connessa. □
ESERCIZIO 3.8.18. Facendo riferimento alla Sezione 1.8, si provi a generaliz-

zare alle varietà riemanniane i teoremi di Gauss–Green e del rotore (si tenga
presente anche la Sezione 2.6). Inoltre, si estendano e discutano i concetti (e le
mutue relazioni) di campi irrotazionali, solenoidali, conservativi, a divergenza
nulla sulle varietà riemanniane (eventualmente 3–dimensionali) come fatto per
R3 nella Sezione 1.8.


