IL TEOREMA DI TOPONOGOV

Sia (M, g) una varieta riemanniana di dimensione n € N.

Definizione 0.1. Una cerniera (in inglese, hinge) consiste in due segmenti di
geodetica minimale o, e 0, tali che: o parte da un punto » € M e arriva in un
punto ¢ € M; o, parte dallo stesso punto ¢ e arriva in un punto p € M. Chia-
miamo « ’angolo che formano. Possiamo sempre parametrizzare le geodetiche
in lunghezza d’arco, in modo tale che valga

o (o) =p=02(0), a=m1—2 <dl (U(a)), o2 (0)) .

Definizione 0.2. Un triangolo consiste di tre punti p, ¢, uniti a due a due da
tre segmenti di geodetica minimale oy, 09, 03, che supporremmo anche stavolta
parametrizzati in lunghezza d’arco.

cerniera triangolo

Sia

(Sn7 %gcan> k>0 (Sfera)

( Z’g) = (angeucl) k:O
(H", +9ecan) k < 0 (Spazio iperbolico).

Lemma 0.3. Sia (M, g) una varieta riemanniana completa di dimensione n e Sec > k
con k € R. Consideriamo inoltre S}.
Allora per ogni cerniera formata dai segmenti o1, o, con angolo o in M esiste una
cerniera in S}, con segmenti della stessa lunghezza di o4, 04 e con lo stesso angolo c,
per ogni triangolo formato dai segmenti oy, 05, 05 in M esiste un triangolo in S} con
segmenti della stessa lunghezza di 01, 09, 0.

Dimostrazione. Se k > 0 si potrebbe porre il problema che le geodetiche da un
certo punto in poi smettano di essere minimali.
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La stima del teorema di Myers

™
vk
dice che data una cerniera in M i due segmenti di geodetica minimale che lo
compongono devono avere entrambi lunghezza minore di 7.

diam(M) < = diam(S})

E percid possibile costruire una qualsiasi cerniera su S} se era precedente-
mente stata realizzata in M,

infatti chiamati p, ¢ € M i vertici di 0y, per realizzare il primo segmento su S},
scegliamo p,q € S} a distanza d (p, ) = d (p, ¢) e li uniamo con un segmento.

Cio & possibile poiché d (p, q) < 7.

Prendiamo w € T3S} tale che £ <0_1 (U(07)), w) = 7 — «a e consideriamo la

geodetica uscente da g con velocita iniziale w e lunghezza pari a quella di o, in
M. Sara anch’essa un segmento poiché la sua lunghezza di o, € minore di 7.

Con un ragionamento simile si dimostra la tesi per il caso del triangolo.

Infatti, chiamatip, ¢, ritre vertici del triangolo in M, prendiamo nuovamente
D.q € St, tali che il lato p,q sia il pit1 lungo del triangolo.

Consideriamo poi 0B, (p,d (p,r)) e B> (q,d (¢,7)), poiché d (p,r) e d (g, ) so-
no entrambe minori o uguali a \/LE’ 0B; e 0B, hanno intersezione non vuota; 7
sara uno dei due punti di intersezione.

Se k <0, la stessa costruzione e sufficiente, e non si ha nemmeno il problema
della minimalita. O

Teorema 0.4 (Teorema di Toponogov — versione hinge). Sia (M, g) una varieta
riemanniana completa di dimensione n e con Sec > k con k € R.

Allora, data una cerniera con vertici (p,q,r) e angolo o in (M, g), se la cerniera di
vertici (p, q;T) e angolo « e la cerniera di confronto in S}, si ha che

d(p,r) <d(p,T) .

Teorema 0.5 (Teorema di Toponogov — versione triangolo). Sia (M, g) una varieta
riemanniana completa di dimensione n e con Sec > k con k € R.

Allora, dato un triangolo di vertici (p,q,r) e angoli o, B, in M, se costruisco il
triangolo di confronto in S di vertici (p,q,7) e angoli @, 3, 7 si ha

a<a, B<B,7<7.

Per dimostrare entrambe le versioni del teorema di Toponogov seguiremo il
seguente schema:

(1) dimostreremo la legge dei coseni per spazi a curvatura costante;

(2) faremo vedere come la versione hinge implica la versione triangolo;

(3) infine, andremo a dimostrare la versione hinge.
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Osservazione 0.6. Calcoliamo ’hessiano della funzione

r(z) = d, (2)
in spazi a curvatura costante.

e Se k = (0 allora
2
Hess— —
ess =g,
Hessr? _Vrevr 1

Hessr = = —
2r T T

(9—VreVr).

Infatti, in coordinate normali, si ha

r? 1 o 9
Hess B (€i,€5) = ST ka = 0,5 = g(ei, e;).
k

(Nota che il tangente di R" e localmente R".)

e Se k = —1 allora
coshr

Hess (r) = sinhr

dove g, e la metrica sui sottolivelli della funzione distanza.

e Se k =1 allora
Hess (r) = a

- 9r
simr

dove g, & la metrica sui sottolivelli della funzione distanza.

Proposizione 0.7. Consideriamo un triangolo in S}. Siano a, b, c le lunghezze dei tre
lati e o I'ampiezza dell’angolo opposto ad a:

e se k=0, allora
a® = b*+ ¢ — 2bccos a;
e se k. =—1,allora
cosh a = cosh b cosh ¢ — sinh bsinh ¢ cos a;
e se k=1, allora

cosa = cosbcosc+ sinbsin ccos o .

Dimostrazione. Chiamiamo p, ¢, r i vertici del triangolo. Prendiamo una curva
o :[0,c¢] — S parametrizzata con velocita unitaria tale che 0(0) = ge o(c) = r.
La distanza tra p e ¢ & b. La distanza tra p e r &€ a. L’angolo in ¢ & a. Studiamo la
funzione

r(t) =dyoaf(t),

dove d,(z) indica la distanza di = dal punto p.
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e Caso k = 0. Studiamo

Calcoliamo
/ . 1
(0 = 9 (Va, (o) (0) - dy(olt) = 9 (570,500
) 1 .
1) = Hess (3alo(0) ) (410).0(0) = 9 (60, 6(0) =1
Quindi
/ 1 /!
o(t) = ¢(0)+¢'(0)-t+5¢"(0) - 2
= LB+ 0 (T (o(0)),6(0) bt + o
_ L bt
= 2b + cos(m —a) b t+2t
_ 1 b Lp
= 26 cosa - b t+2t
Prendiamo ¢t = ¢, ottenendo il risultato.
e Caso k = —1. Studiamo

¢(t) = cosh (dy(o(t))) — 1.
Calcoliamo

¢'(t) = sinh(d,(0 (1)) - g (Vdy(o(t)), (1)) ,
@' (1) = coshi(d, (o (1)) lg(Vd, (o (1)),6 ()] +sinh (d, (o (1)) Hessdy(o(t)) (5(¢), 5(1))

— coshi(dy (o (1)) {[9 (Tl (1)), 58] + g, (5(1)"6())" ) } = coshi(dy(a(1)))
Quindi

¢ (0)=cosh(b) —1
¢' (0) = sinh (b) cos (T — «)
La soluzione del sistema é:
©o(t) = (p(0) + 1) cosh(t) + ¢'(0) sinh(t) — 1.

Sostituendo ¢ = ¢, si ottiene la tesi.
e Caso k£ = 1. Studiamo

¢ (1) =1 —cos(dp(o (1))

{@”(t) (1) +1

Calcoliamo
¢'(t) = sin(dy(o(t))) - g (Vdy(o(t)),0(t))
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P () = cos(dy (o (1) [g(Vd, (o (t),6 ()] +sin(d, (0 (t)) Hessdy(a(t)) (5(t),6(t))

= o5 (dy (0 (1)) {9 (Vy (1)), ) + g (510", 6()") } = cos(dy(o(1)))

Quindi
Prt)= —p)+1
©(0)= 1—-cos(b)
¢ (0) = —sin(b)cos (m — )

La soluzione del sistema é:
o(t) = (p(0) — 1) cos(t) + ¢'(0) sin(t) + 1 .

Sostituendo t = ¢, si ottiene la tesi. O

Definizione 0.8. Diciamo che Hessf < hnel senso delle barrierein ¢ se Ve esiste
U intorno di ¢ e una funzione ¢, : U; — R di classe C*(U;) tale che

(1) ¢ (q) = f(q),
(2) ¢-.> finU;,
(3) Hessp:(q) < h(q)+eg(q).

Lemma 0.9. Sia (M, g) una varieta riemanniana completa con Sec > k. Poniamo
r(z) = dy (2).
e Sek=0,allorary = % soddisfa

Hess (o) < g,
o Se k= —1,allorar_; = cosh (r) — 1 soddisfa
Hess (r_1) < (cosh(r))g=(1+7r_1)g,
o Sek=1,allorar =1 = cos(r) soddisfa
Hess (r1) < (cosr)g=(1—-11)g,
nel senso delle barriere.

Dimostrazione. Vediamo la dimostrazione nel caso k£ = 0, gli altri due casi sono
analoghi. Supponiamo prima che r sia liscia. Se w L Vr, allora si ha, per la
disuguaglianza di Riccati

1
Hessr (w,w) < —g(w,w) ,
r

quindi, per l'uguaglianza 0.6, che vale in qualsiasi varieta
Hessrg (w,w) < g (w,w) .

Se w = Vr, € ovvio.
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Se r non ¢ liscia, vediamo che la disuguaglianza vale nel senso delle barriere.
Infatti, sia ¢ € M e o da p a ¢ parametrizzata in lunghezza d’arco, di lunghezza
(. Poniamo

(d(p.o(e)) + d(z,0(c)))*

N —

1
pu(w) = 5 (e + dw,0(0))* =
quindi, per la disuguaglianza triangolare

dy(z)?
() > % sex €U, .
Se allora ¢, & di classe C?, si ottiene la tesi. Dimostriamo quindi che le funzioni
¢e sono di classe C?. Se non lo sono, allora significa che o g & coniugato a o(¢),
oppure ci sono due curve da o(¢) a g. In entrambi i casi, la curva non potrebbe
essere minimale da ¢ a p. O

Proposizione 0.10. II teorema di Toponogov versione hinge implica il teorema di To-
ponogov versione triangoli.

Dimostrazione. Prendiamo un triangolo 7" di vertici p, g, r e lati a, b, c nella varieta
space—form. Chiamato a 1’angolo di vertice ¢, per assurdo, supponiamo che
I’angolo @ corrispondente sia maggiore. Allora costruiamo la cerniera p,q,7 di
confronto a p, ¢, r e angolo « in S}, con segmento minimale di estremi g e 7 di
lunghezza 0. Sia ¢ il segmento minimale da 7 a p. Per la legge dei coseni c > ¢,
cioe

c=d(p,7) > d(p.7) =¢.

D’altra parte, per il teorema di Toponogov versione hinge, si deve avere ¢ > ¢,
cioe

c=d(pT)<d(pr)=¢
Cio e assurdo. O
Teorema 0.11. Vale il teorema di Toponogov versione hinge.

Dimostrazione. Siano o la geodetica da ¢ a r, di lunghezza ¢, e 7 la geodetica da
g a7, dilunghezza /.
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caso k = 0: Consideriamo

sulla varieta M, e

sulla space—form.
Assumiamo che d, (z) sia liscia in ¢ = ¢ (0). Allora le condizioni
iniziali sono

ossia p(0) = »(0), e

9 (Ve (0r(1)),5(0) = g (Vay(m (1)), 5 (0))

ossia ¢'(0) = ¥ (0). Se d, (z) non e liscia in ¢, allora ragioniamo per
approssimazione avvicinando ¢ a p. In questo modo esco dal cutlocus,
quindi ottengo ¢ (0) < % (0). Inoltre, chiudo un po’ I'angolo «, percio
ottengo ¢’ (0) < ¥ (0). Inoltre, vale ¥’ = 1 e, nel senso delle barriere,

abbiamo ¢” < 1.
Quindi, segue che, posto ¢ = — ¢, vale

nel senso delle barriere.

Dunque 1 & convessa, positiva in zero, crescente per ¢ piccoli, quindi
e sempre positiva. Infatti, assumiamo per assurdo che esista ¢, tale che
Y(ty) = 0. Poiché 1 cresce per tempi piccoli, esiste un punto di massimo
tin [0,%],/in cui ¢ (£) > 0. Per definizione di ¢” > 0 nel senso delle
barriere, si ha che Ve 3 f. € C? tale che
1) £ =@
(2) f- <t vicinoat;
(3) fI'> —evicinoat.

Dunque, vicino a ¢, vale ¢(t) > f. (t) > ¢ () — E(tj) . Ripetendo il ragio-
namento, si ottiene che questa disuguaglianza vale Vt € [0,%;). Quindi
WV (t) > v (t) — ti) , da cui, mandando e — 0, siha ¢ (t) > ¢ (f), che &

assurdo.
Essendo ¢ > 0, si ottiene la tesi.
caso k = —1: Consideriamo
¢ (t) = cosh (d, (0 (1)) — 1
e

@ (t) = cosh (dy (7 (1)) — 1
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Si ottiene allora

©(0) <p(0)

¢'(0) <%'(0)

¢"(t) < p(t)+1 nel senso delle barriere
?'(t) =p(t) +1

quindi, prendendo ¥ (t) = B(t) — ¢(t), si ottiene

¥(0) >0
¥'(0) =0
" (t) > 1(t) nel senso delle barriere

da cui ottengo la tesi.
caso k = 1: Consideriamo
¢ (t) = 1 —cos (dy (o (1))

o
Osserviamo che la differenza i(t) = $(t) — () soddisfa

¥(0) >0
¢'(0) >0
Y"(t) > —(t)nel senso delle barriere

Perturbando un poco 'angolo iniziale possiamo assumere /' (0) > 0.
Prendiamo
x(t) = esin(t + )
soluzione di

()= —z(t)
(0) = esind
(0)= ecosd
Notiamo che z (¢) > 0in [0, 7 — §).
Prendendo ¢,0 — 0, si haz (0) < ¢ (0) e 2/ (0) < ¢’ (0).
Quindi, dal confronto con v, segue che ¢ > O pert € [0, 7 — ¢), nel senso delle
barriere. Poiché ¢ & arbitrario, siha vy > 0 cont € [0, 7]. O

8 8 R



