PRELIMINARI DI GEOMETRIA RIEMANNIANA

Richiamiamo alcune nozioni e fatti di geometria riemanniana che ci
serviranno in seguito. Un riferimento per questo capitolo & il libro [20].

In tutto il testo adotteremo la convenzione di Einstein di somma sugli
indici ripetuti. Inoltre, a meno che non sia esplicitamente indicato, tutte le
varietd, le funzioni, i campi e i tensori considerati saranno di classe C*.

Sia (M, g) una varieta riemanniana di dimensione 7. In una carta
locale, le componenti della metrica sono

gij(x) = g(x) (a% a%)

e sia ¢/ I'inversa della matrice gij, che dunque soddisfa

k _ sk
8ij8" =4
La misura riemanniana canonica di (M, g) & data da

dy = /detg;; dx.

Possiamo estendere la metrica g ai tensori, ottenendo sempre un
prodotto scalare: per ogni coppia di tensori T e S dello stesso tipo
(p,q), definiamo

_ iy ckkp il
g(T,S) = T].lqu Shl_“hqgllk1 gt
ovvero, la contrazione totale di tutti gli indici tramite la metrica o la
sua inversa.

In generale, questa operazione di contrarre due indici contro-
varianti o covarianti di un tensore con la metrica o la sua inversa,
rispettivamente, verra detta “prendere” una traccia o “tracciare” il

tensore.
Abbiamo dunque una norma sui tensori:

T =¢(T,T)
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e si vede facilmente che vale la disuguaglianza (di Cauchy-Schwarz)
8(T,5) <[T|IS].

Indicheremo con V la connessione di Levi-Civita di (M, g) con
simboli di Christoffel in una carta coordinata definiti da

3 .0
— =TI%—
vaixl ax] ”axk

che possono essere ottenuti esplicitamente dalla metrica con la formula
1
k kl
T = 78 (9igj + 9;8i1 — 18ij)- (1.1)
1.1 CURVATURA

Definizione 1.1 (Operatore e tensore di Riemann). Per ogni terna
di campi vettoriali X, Y, Z, si definisce l'operatore di Riemann, che
denotiamo con Riem, come il tensore di tipo (1,3),

R(X,Y)Z = Vx(VyZ) - Vy(VxZ) - VixyZ  (12)
(dove [X, Y] sono le parentesi di Lie di X e Y) e il tensore di Riemann
(sempre denotato con Riem) di tipo (0,4),
R(X,Y,W,Z)=g(R(X,Y)Z, W)
(si noti l'inversione di W e Z), per ogni quaterna di campi vettoriali
XY, ZW.

In una carta coordinata, 1’operatore di Riemann ha componenti

Rf;k definite da
9 9\ 0 , 9
R{—, — |— =R —
(axi’ax])axk ik 9x),

ed esplicitando la formula in termini dei simboli di Christoffel, si
ottiene

0 0
no_ 9 i ho rhpl _ rht
Rijk = 3 Lk~ a_xjrik + iU = Tyl (1.3)

Usando la metrica per “abbassare” l'indice di controvarianza in alto,
abbiamo le componenti del tensore di Riemann:

h
Rijox = Rij &nes

dove si noti che tale indice “scende” in terza posizione.
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Osservazione 1.2. Sottolineiamo che va prestata molta attenzione alla
definizione e alle convenzioni riguardanti I'operatore e il tensore di
Riemann nei vari testi e articoli, in quanto non vi & uno standard in
letteratura. Per esempio, spesso il primo e il secondo indice sono
invertiti rispetto alla nostra definizione (le derivate covariantiin X e Y
sono scambiate nella formula (1.2)), dunque I'operatore di Riemann
ha segno opposto al nostro.

Per una sfera con la metrica usuale, assumendo le nostre convenzioni,
si ha

R(X,Y,X,Y) = R X' X*YY" > 0.

Il tensore di Riemann ha le seguenti proprieta di simmetria:

1. Antisimmetria nella prima coppia (per definizione):

R(X,Y,Z,W) = —R(Y, X, Z,W).

2. Antisimmetria nella seconda coppia (segue dalla compatibilita di V
con la metrica g):

R(X,Y,Z,W) = —R(X,Y, W, Z).

3. I Identita di Bianchi — algebrica (segue dal fatto che la torsione di V e
nulla, cioe V: VxY — VyX = [X, Y]):
R(X,Y,Z,W)+R(Y,Z,X,W)+R(Z,X,Y, W) =0.

4. Simmetria per scambio della prima con la seconda coppia (segue
algebricamente dalle precedenti):

R(X,Y,Z,W) = R(Z,W, X, Y).
In coordinate locali, queste simmetrie si scrivono:
Rijke = —Rjike, Rijee = —Rijers

Rijke + Rjkie + Ryije = 0, Rijke = Ryuij,

perognii,j k€ {1,...,n}.
Da queste proprieta di simmetria del tensore di Riemann, si vede che
esiste un’unica traccia (a meno del segno) non nulla, infatti,
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e La traccia sul 1° e 2° indice & zero (g'/ Rjjke = 0) per 'antisimmetria
e analogamente, la traccia sul 3° e 4° indice e zero.

* La traccia sul 2° e 4° indice & uguale a quella sul 1° e 3° e all'opposto
di quella sul 1° e 4° 0 2° e 3°.

Definizione 1.3 (Tensore di Ricci). Il tensore di Ricci, che denotiamo
con Ric, di tipo (0,2) ¢ definito in coordinate locali come la traccia

Rij = ¢ Rij¢

del tensore di Riemann.
Si vede allora facilmente che per le simmetrie del tensore di Riemann,
il tensore di Ricci e simmetrico.

Definizione 1.4 (Curvatura scalare). La curvatura scalare R € C*(M)
e la traccia del tensore di Ricci:

R = g'R;; = §g" Ry

Definizione 1.5 (Curvatura sezionale). Sia 71 C T, M un piano (un sot-
tospazio di dimensione 2 dello spazio tangente in p € M) e sia {u, v}
una base che genera tale piano. Definiamo la curvatura sezionale K(7)
(o Sec(7)) di 7t come

R(u,v,u,v)

K(m) = PR~ g(w 02

(si ha che K(7r) non dipende dalla scelta della base {u, v}, dunque
questa definizione & ben posta).

La curvatura sezionale in un punto p € M determina il tensore di
Riemann in tale punto (serve conoscere la curvatura sezionale di futti i
piani in T, M). Per una sfera con la metrica usuale (con le convenzioni
che abbiamo adottato) si ha R;; > 0, per ognii € {1,...,n} ela sua
curvatura sezionale & positiva (e costante) in ogni punto e per ogni
piano.

Definizione 1.6 (Operatore di curvatura). Per le sue simmetrie, il ten-
sore di Riemann puo essere visto come una forma bilineare simmetrica
R sullo spazio A2M dei bivettori alternanti, definita come segue:

R(uANv,wAz)=R(uuvw,z).



1.2 CALCOLO TENSORIALE

Essendo R simmetrica, esiste allora un operatore autoaggiunto A :
A?*M — A?M, detto operatore di curvatura, tale che

RuAv,whz)=gRuAv),wAz).

Definizione 1.7 (Varieta flat). Se tutte le curvature sezionali sono
nulle, il tensore di Riemann ¢ nullo e viceversa (equivalentemente,
I'operatore di curvatura € nullo), dunque anche il tensore di Ricci e la
curvatura scalare sono nulli e la varieta si dice “flat” (piatta).

Definizione 1.8 (Varieta di Einstein). Se esiste una costante A € R
tale che in ogni punto di una varieta riemanniana si ha Ric = Ag, la
varieta si dice “di Einstein” (di costante A) .

1.2 CALCOLO TENSORIALE

La connessione V si puo estendere ai tensori (covarianti e controva-
rianti) con le seguenti proprieta, per ogni campo vettoriale X:

1. Vxf = Xf,se f € C°(M);
2. VxY e la connessione di Levi-Civita, per ogni campo vettoriale Y;
3. Vx commuta con le contrazioni;
4. Vx soddisfa la seguente “regola di Leibniz”
Vx(T®S)=VxT®S+Tx VxS,
per ogni coppia di tensori T e S.
Per esempio, se w € una 1-forma, cioé un tensore di tipo (0,1), si ha

(Vxw)(Y) =c(Vxw®Y) =c¢(Vx(w®Y) —w® VxY)
=Vx(c(w®Y)) —c(lw® VxY) = Vx(w(Y)) — w(VxY)
=X(w(Y)) — w(VxY).

Se T ¢ un tensore di tipo (p, q), allora VT & dunque un tensore di
tipo (p,q+1), dato da

(VT)(X, X1, ..., Xg) = (VxT)(X1, ..., Xq).
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Inoltre, la compatibilita con la metrica &€ mantenuta:
Xg(T,S) = g(VxT,S) + (T, VxS).

Segue che si ha Vg = 0 (esercizio), il che implica che nei calcoli si
puod sempre “scambiare” o “portare fuori” il tensore metrico dalla
connessione V.

T, scriveremo T-7/ per il tensore giff '''' ., cioé “l'innalzamento”
di un indice covariante rappresentera una contrazione del tensore con
I'inversa della metrica su tale indice. Analogamente, se “abbassiamo”
un indice a un tensore, stiamo contraendo un indice controvariante
con la metrica (formalmente, si tratta dell’applicazione degli operatori
musicali — si veda [20]). Per la compatibilita con la metrica, queste

operazioni commutano con V.

Indichiamo con V;V;T o Vlz]-T le componenti della derivata cova-
riante seconda di un tensore T. Per esempio, se T & un tensore di tipo
(0,9), abbiamo

VT, = VST, = (VD) = (VD) (5 )

e si ha, esplicitamente,

k=1 j
o 9 1.9
_a_xia_x]-T(Xl’ ,Xq)—k:Z:la—xiT(Xl, ViXe ., Xy)
q
_(VT)(VZaxj,Xl, ,Xq> kZ(v]T)(Xl, NiXe, 0 Xy)
i =1

Notiamo dunque che considerando la differenza V;V;T — V;V,T, il
primo termine si cancellera, in quanto simmetrico in i, j, per il teorema
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di Schwarz e lo stesso vale per il terzo, per la torsione nulla della
connessione.
Riguardo al secondo termine, abbiamo
9
—Z—T X1, ... ViXe, ., Xg) ==Y (ViT)(X1,...,ViXp, ..., Xy)
k=1

—ZT X1,...,Vi(ViXg), ..., Xy)

e osserviamo che il primo termine a destra ¢ uguale al quarto sopra,
scambiando gli indici i e j, dunque entrambi si cancellano nella diffe-
renza V;V;T — V,;V,T.
Concludiamo allora che

(ViViT = V;ViT)(Xy, ..., X,)

9
- 2 T(Xy,...,Vi(ViXe) = Vi(ViXg), ..., Xy)

0
14
_Z (Xl,.. I]EX axh,...,Xq>,

dove abbiamo riconosciuto 1'operatore di Riemann (poiché [9;, d ]} =0).

Si ha quindi, per ogni tensore completamente covariante T di tipo
(0, q):

q
Ave _ .V — h
ViViTy 4, —ViVily 4, = kzRi]-/zkTzl...zk,lhzkﬂ...zq

=
g h

[ oo m

= kZszmZkg Tyt 1hty .ty
=

9
=) Rij/zkmgthzl...zk,lhzk ly
k=1
Nel caso di un campo vettoriale, si ha un calcolo analogo,
ViV; ok — V;Vi ok = Rl];v = gmle‘]‘mgUE
e in generale, per un tensore T di tipo (p, q), abbiamo che la differenza
2 2

¢ uguale a una somma di termini come segue:
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* per ogni indice di controvarianza (alto) ¢, si ha un termine del tipo

* per ogni indice di covarianza (basso) /, si ha un termine del tipo
—RIE T .
L

E quindi chiaro che l'operatore (o il tensore) di Riemann ci permette di
esprimere 1’errore nello “scambio” di derivate covarianti iterate di un
tensore. Osserviamo infine che nel caso speciale di una funzione f €
C*®(M), cioe un tensore di tipo (0,0), il suo hessiano V?2f & simmetrico
(per la torsione nulla della connessione), quindi V;V; f = V;V; f.

1.3 OPERATORI DIFFERENZIALI E TEOREMA DELLA DIVERGENZA

Data una funzione f € C®(M), il suo gradiente V f & 1'unico campo
vettoriale su M tale che

8(Vf, X) =df(X) = Xf,

per ogni campo vettoriale X su M.

Definiamo ’hessiano di un tensore T come ijT (ricordando che
in generale ¢ simmetrico solo se T & una funzione) e il laplaciano come
la traccia dell’hessiano:

AT = gifvij.

Definiamo la divergenza di un campo vettoriale X come la traccia
del tensore VX:

divX = V;X' = tr VX = gV, X;.

Analogamente, per una 1-forma w, la divergenza & definita (coerente-
mente con la dualita data dalla metrica) come

divw = gile-w]-.

Piti in generale, per un tensore T la divergenza divT & un tenso-
re ottenuto contraendo l'indice di derivazione con uno degli indici
(controvarianti o covarianti — solitamente il primo):

(divT): = ViT& oppure  (divT):l = g/V, T,
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Osserviamo che (come nel caso di R"), si ha
AT =divVT

Si ha il seguente fondamentale teorema della divergenza, perfetta-
mente analogo a quello in R”.

Teorema 1.9 (Teorema della divergenza). Sia M una varieta compatta

(senza bordo). Allora,
/ divXdy = 0.
M

Corollario 1.10. Per una funzione f € C®(M), il laplaciano ¢ la
divergenza del gradiente. Dunque, su una varieta (M, g) compatta
oppure, se f ha supporto compatto,

/ Afdy = / divVfdu =0.
M M
Dal teorema della divergenza segue la formula di integrazione per
parti: poiché
div(fX) = g(Vf, X) + f divX,
segue

| saivxap = [ daivex)dp— [ s(VfXpan =~ [ g(V,%)dp.

Questa formula si estende poi ai tensori (almeno uno tra T e S a
supporto compatto):

| sTaws)ap =~ [ g(vT5)dn,
M M

dove T e di tipo (p,q) e S di tipo (p,q +1). In coordinate,
TH VRSl dy = —/ VETESl dp. 1.
/M oo ki OH M Jo k... K ( 4)

1.4 LA SECONDA IDENTITA DI BIANCHI

Il tensore di Riemann soddisfa un’identita differenziale fondamentale,
detta “seconda identita di Bianchi” (differenziale) . In coordinate locali,
si ha

ViRjkem + VRiiom + ViRijom = 0. (1.5)

11
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Se contraiamo questa identita con g, tenendo presente le simme-
trie del tensore di Riemann, otteniamo la“versione contratta”

Vijkgm + VjRiCkg — VkRiC]'g =0, (1.6)
da cui
divRiemgkj = Vmngk]' = VkRing - V]'Rickg.

Contraendo ulteriormente con g/ (cioé contraendo due volte I'identi-
ta (1.5)), si ha

0 =8"¢" (ViRjkem + VRiiom + ViRijem)
=g (8" ViRjgm + VjRicks — VRicjy)
="V Ry + &'V Ry — ViR
=2divRicy — ViR,
cioe,
div Ric = dTR (1.7)

Lemma 1.11 (Lemma di Schur). Sia (M, g) una varieta connessa di
dimensione n > 3. Se il tensore di Ricci &€ proporzionale alla metrica
in ogni punto, ovvero

Rij(p) = Mp)gij(p),

per ogni p € M, allora la funzione A & costante, uguale a R/n. Dunque,
la varieta (M, g) e di Einstein di costante A.

Dimostrazione. Innanzitutto osserviamo che si ha
R = gIJRij = )Lgl]gij = 1’1/\,

dacuiA =R/n.
Se prendiamo la divergenza di entrambi i membri dell’equazione
Rjj = Agij, otteniamo

div RiC]‘ = gkivk(/\gl-j) = gikvk/\gij = (5ka)\ = V]/\ = V]-R/n,
dunque, per la formula (1.7),
V]‘R/Z = diVRiC]‘ = V]'R/Tl.

Poiché n > 3, deve essere VR = VA = 0, ovvero A @ costante su
M. O
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Osservazione 1.12. In dimensione n = 2 vale sempre R;; = Rg/2, ma
questo non implica che R sia costante.

1.5 DECOMPOSIZIONE DEL TENSORE DI RIEMANN

Sia (M, g) una varieta riemanniana di dimensione n € IN. Analizziamo
lo spazio vettoriale dei tensori che soddisfano le simmetrie algebriche
del tensore di Riemann. Fissato p € M, definiamo C(T,M) come lo
spazio delle 4—forme covarianti A;jx su TpM tali che:

* Ajjke = —Ajie = —Aijuks
* Ajjke = Aeijs
* Ajjke + Ajkie + Akije = 0.

Date due forme bilineari simmetriche / e k su T, M, definiamo il
loro prodotto di Kulkarni-Nomizu h ® k come

(hok)(X,Y,Z,W) =h(X, Z)k(Y, W) + h(Y, W)k(X, Z)
(X, W)(Y, Z) — h(Y, Z)k(X, W).

Si vede allora facilmente che /1 @ k & un elemento di C(T,M).
In coordinate, si ha

(h© k)ijke = higkje + hjokix — hickji — hjxkig.
Esercizio 1.13. Si dimostrino le seguenti formule:

g (g Q)ijpe = 2(n —1)gj0,
§' (g ® g)ijpe = 2n(n —1).

Esercizio 1.14. Sia S una forma bilineare simmetrica su T,M con
traccia nulla , cioe ¢"/S;; = 0. Si mostri la formula

8 (S Q)ijke = (n—2)Sj

e si osservi che dunque ¢/‘¢™* (S ® S)ijke = 0.

13
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Il teorema di decomposizione sotto 1'azione del gruppo ortogonale
O(n) afferma che lo spazio C(T,M) si decompone in tre sottospazi
ortogonali e irriducibili:

C(TyM) =R(gog) & (Somg) & W

dove Sy ¢ lo spazio vettoriale delle forme bilineari simmetriche con
traccia nulla e W, detto spazio dei tensori di Weyl, e definito dalla
proprieta che per ogni suo elemento W tutte le tracce sono nulle, cioe
(tenendo presente le simmetrie degli elementi di C(T,M)),

§ Wipe =0,
perognij, ¢ € {1,...,n}.

Osservazione 1.15. Il termine “irriducibile” si riferisce alla non esisten-
za di ulteriori sottospazi invarianti per I’azione del gruppo ortogonale
O(n) (e la parte difficile del teorema).

Esercizio 1.16. Usando le formule degli Esercizi 1.13 e 1.14, si mostri
che i tre sottospazi di C(T, M) sono ortogonali tra loro.

Per mezzo di questa decomposizione dello spazio C(T,M), se
n > 3, possiamo scrivere il tensore di Riemann come la somma di tre
termini ortogonali tra loro, come segue:

. R 1 . R

Il tensore Ric — Rg/n & detto tensore di Ricci “tracefree” e denotato
con Ric. 1 tensore Weyl e chiamato tensore di Weyl e come detto
sopra ha tutte le tracce nulle. Inoltre, si mostra che & invariante
per trasformazioni conformi della metrica. Possiamo raggruppare i
termini contenenti la metrica per riscrivere la decomposizione in una
forma pili compatta (spesso usata in letteratura):

1
Riem = ——Rico g — 5 g ® g+ Weyl, (1.9)

n—2 (n—1)(n—2)
dove questa volta i primi due termini non sono ortogonali tra loro.
Chiaramente, questa decomposizione evidenzia come il tensore di
Riemann sia univocamente determinato dai tensori di Ricci e di Weyl.
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1.6 LA CURVATURA IN DIMENSIONE BASSA

I casi di dimensione bassa n = 2,3 sono particolari. La formula (1.8)
contiene n — 2 al denominatore, quindi e valida solo per n > 3.
In dimensione 2, il tensore di Riemann ha essenzialmente una sola
componente indipendente. Per le simmetrie di Riem, si ha infatti

Riz12 = —Ro112 = Roiz1 = —Ripo1.
Lo spazio C(T,M) dei tensori di curvatura ha allora dimensione 1 ed
e generato interamente da g ® g. Segue che
R
Riem = 1 gBog
e il tensore di Ricci tracefree € nullo, cioe Ric = Rg/2. 1l tensore di
Riemann ¢ dunque interamente determinato dalla curvatura scalare.

In dimensione 3, lo spazio dei tensori di Weyl ha dimensione
zero (si pud dunque dire che il tensore di Weyl & nullo), dunque le
formule (1.8) e (1.9) diventano

. R . R
Riem = ﬁg®g—|— <R1c - §g> Dg, (1.10)
RiemzRic@g—%g@g. (1.11)

Esplicitando i prodotti di Kulkarni-Nomizu, in coordinate, abbiamo

R
lﬁﬂz==ngﬂ4-Rﬂgm-ngﬁ-Rﬁgm—-E(gmgﬂ-—gwgﬁ) (1.12)
Poiché il tensore di Ricci & simmetrico, possiamo diagonalizzarlo

in una base ortonormale {ej, e, e3} di autovettori in un punto p € M.
Se A1, A2, A3 sono gli autovalori associati, si ha

3 3
Ai=Rii =) Rijj =) Sec(eie)),
= =

per ogni i € {1,2,3}. Ponendo K;; = Sec(e;, ¢;) = R;j;; e sostituendo
nella formula sopra (ricordando che g; = 1 e g;; = 0 per i # j),

15
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otteniamo un legame diretto tra gli autovalori del tensore di Ricci e le
curvature sezionali:

)\1 = Rll = Sec(el,ez) +SEC(€1,€3) = KlZ + K13
)Lz = Ry = Sec(ez, 61) +SEC(€2, 63) = Ko + Kp3
A3 = R33 = SeC(Eg, 61) +SQC(€3, (32) = Kj3 + Kp3

e possiamo poi invertire questo sistema lineare per esprimere le
curvature sezionali in funzione degli autovalori del tensore di Ricci:

1 1

K12 = Ryg12 = Sec(ey, e2) = E(Rll + Ry — R33) = E(/\l + A2 —A3)
1 1

K13 = Ry313 = Sec(ey, e3) = E(R“ +R33 —R2) = 5(/\1 + A3 —A2)
1 1

K3 = Rozp3 = Sec(ez, €3) = E(Rzz +R33 —Ryq) = E(/\z + A3 —Aq)

Cerchiamo di esprimere col tensore di Ricci la condizione che la
curvatura sezionale di ogni piano di (M, g) sia positiva. Sia m =
(e1,€2) € TyM un piano generato da due vettori unitari ortogonali tra
loro e sia e3 un vettore unitario che li completa a una base ortonormale
di T, M. Allora, argomentando come sopra (anche se la base e1, e2, €3
non diagonalizza il tensore di Ricci), si ha

1
Sec(eq,2) = E(Rll + R — R33),

dunque, la condizione che tutte le curvature sezionali siano positive
e equivalente a richiedere che per ogni base ortonormale ey, e, €3, si
abbia

R11 + Roo > Ra3 — R = Rq1 + Rpp + Raz > 2R33.

Segue allora che tale condizione & data dal fatto che R/2 sia maggiore
del massimo autovalore del tensore di Ricci (scegliendo la base in
modo che e3 sia un autovettore unitario associato a tale autovalore).

In tutto il seguito del testo, per una forma bilineare simmetrica (o per un
tensore simmetrico di tipo (0,2)) T, scriveremo T > 00 T > 0 per indicare
che T e definita o semidefinita positiva e analogamente, T < 00 T < 0, se
T é definita o semidefinita negativa. Inoltre, per due forme bilineari, T < S
(T < S) significhera T—S <0 (T —S < 0).
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Con questa convenzione,
Rg—2Ric >0 <= curvatura sezionale positiva. (1.13)

Notiamo che Sec > 0 implica Ric definito positivo, ma il viceversa non
vale, infatti la condizione sopra & pit1 forte che Ric > 0. Analogamen-
te, invertendo le disuguaglianze, la condizione per avere curvatura
sezionale negativa & data da

Rg—2Ric <0 <= curvatura sezionale negativa.

Anche qui, questa ¢ una condizione pil forte di Ric definito negativo.
Inoltre, allo stesso modo, si ottiene

Rg—2Ric >0 <= curvatura sezionale nonnegativa,

Rg—2Ric <0 <= curvatura sezionale nonpositiva.

In ogni dimensione, sappiamo che se tutte le curvature sezionali
sono nulle, la varieta ¢ flat e il tensore di Ricci & nullo. In dimensione
n = 3, per la formula di decomposizione (1.10) (non essendo presente
il tensore di Weyl), vale anche I'implicazione inversa: se il tensore di
Ricci e nullo, la varieta e flat.

Osservazione 1.17. Questo vale solo in dimensione 3 (e 2). In dimen-
sione n > 4, esistono varieta con Ric = 0 ma Riem = 0. In tal caso la
curvatura e concentrata interamente nel tensore di Weyl.

In generale, vale la seguente proposizione.

Proposizione 1.18. In dimensione n = 3, una varieta e di Einstein se e
solo se ha curvatura sezionale costante.

Dimostrazione. Se la varieta ha curvatura sezionale costante uguale a
K, allora e di Einstein, in quanto dalle formule viste sopra i suoi tre
autovalori coincidono con 2K in ogni punto della varieta (questo vale
in ogni dimensione n € N, in tal caso Ric = (n — 1)K).

Mostriamo l'implicazione inversa usando la formula di decomposizio-
ne del tensore di Riemann in dimensione 3. Se R;; = Ag;;, prendendo
la traccia, si ha R = gini]- = 3A, quindi A = R/3 e Ric = Rg/3 e se
sostituiamo nella formula (1.11), otteniamo

, , R R R R
Riem = Richg — 80 ¢ = 3808~ 7808=71;80¢

17
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Questo implica che la curvatura sezionale & costante e vale K = R/6 =
AJ2. O

Osservazione 1.19. Sottolineiamo che questo risultato & specifico della
dimensione 3. Se n > 4, una varieta di Einstein non ha necessariamente
curvatura costante (a meno che il tensore di Weyl non sia nullo).
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2.1 DEFINIZIONE ED ESISTENZA DEL FLUSSO

Sia M una varieta differenziabile C*.
Un flusso di Ricci su M & una famiglia g(t) di metriche C* su M che
soddisfa 5
2 g(t) = ~2Ric(g (1))

per ogni f in un intervallo I C R, dove Ric(g(t)) & il tensore di Ricci
rispetto alla metrica g(t) e la dipendenza della metrica che evolve dal
punto di M e dal tempo t € [ & C*.

Dal punto di vista analitico, questo & un sistema parabolico quasili-
neare degenere (il simbolo principale ha degli autovalori nulli dovuti
all'invarianza dell’equazione per diffeomorfismi).

Esempio 2.1. Supponiamo che (M, o) sia una varieta di Einstein,
ovvero

Ric(go) = Ago
con A € R e cerchiamo un flusso di Ricci che faccia variare la metrica
solo per un fattore di dilatazione dipendente da t e soddisfi g(0) = go.
Poniamo dunque g(t) = a(t)go con la condizione «(0) = 1.
Sostituendo nell’equazione del flusso e osservando che il tensore di
Ricci & invariante per riscalamenti della metrica, otteniamo

%gﬁ) = o/ (t)g0 = —2Ric(a(t)go) = —2Ric(g0) = —2Ago.

Si ha dunque,
o (t) =21 = a(t) =1—2At,
da cui la soluzione g(t) = (1 — 2At)go.

* Se A <0, la varieta si espande nel tempo. La soluzione esiste per
ognit € (1/2A, 400).

* Se A =0, la metrica ¢ stazionaria, g(t) = go per ogni t € R.
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* Se A > 0, la varieta si contrae fino a collassare al tempo finito
T = 1/2A. La soluzione & definita nell'intervallo (—oo,1/2A).

Il seguente risultato di esistenza e unicita &€ dovuto a Hamilton [22].
DeTurck [16] ne ha successivamente fornito una dimostrazione alter-
nativa, pitt semplice dell’originale.

Teorema 2.2. Per ogni metrica iniziale gy di classe C* su una varieta
differenziabile compatta M, esiste un unico tempo massimale T =
T(M, go) > 0 e un’unica soluzione regolare g(t) del flusso di Ricci
definita per t € [0, T), tale che ¢(0) = go.

Osservazione 2.3. Nel caso in cui la varieta (M, o) sia completa ma
non compatta, la questione & piit delicata. E necessario richiedere che
la curvatura sia limitata, cio¢ |Riem| < C < +o0. Si veda [38, 39] per
I'esistenza del flusso e [11] per 'unicita.

2.2 EVOLUZIONE DELLE QUANTITA GEOMETRICHE

Calcoliamo le equazioni di evoluzione per gli oggetti geometrici ri-
levanti durante il flusso di Ricci, determinate dall’equazione per la
metrica g:

01&ij = —2R;j

in coordinate locali.

EVOLUZIONE DELL'INVERSA DELLA METRICA. Derivando la rela-
zione gjg"/ = 5{ , otteniamo

g = —¢" (digrm) 8" = —g" (—2Rpn)g"™ =2RY,  (2.1)
dove R = gilgl™R,,..

EVOLUZIONE DEI SIMBOLI DI CHRISTOFFEL. Fissiamo un punto
p € M e calcoliamo in coordinate normali centrate in tale punto,
dove quindi la metrica é I'identita, le derivate spaziali della metrica
si annullano (si veda [20]) e le derivate covarianti coincidono con
le derivate in coordinate. Osserviamo poi che sebbene i simboli di
Christoffel l"é‘j non siano dei tensori, la differenza tra tali simboli di

due connessioni lo . In particolare, i rapporti incrementali e dunque
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(passando al limite) la loro derivata temporale E)tl"fj € un tensore.

Dunque, il risultato del calcolo varra poi per ogni generica carta
coordinata.
Si ha quindi, per la formula (1.1)

1

atri‘(j = §at 8" (98¢ + 9,810 — 948i/)]
Lo ke L ke

= 5918 (9igje +9j8ir — 8ij) + 58" (9digje + 319j8ir — 9194gis)

1
= Egké(aiatgjf + 0;0:gir — 910:ij),

da cui concludiamo, per quanto detto sopra, che la variazione dei
simboli di Christoffel in una carta locale & data dalla seguente formula
generale per una metrica che varia nel tempo:

1
atri‘} = Egké(vi 018je + V;0i8ir — V¢ 018ij) (2.2)
Dunque, nel nostro caso del flusso di Ricci, abbiamo

1
atrjf]. = Egk/f(vi(—sz,g) + V;(—=2Ry) — Vi(—2R;)))

= — &"(ViRjy + V;Ryy — V(Ry)

= — ViRf — V,Rf + V*R;;. (2.3)

EVOLUZIONE DEL TENSORE DI RIEMANN. Seguendo la linea di
Hamilton [22], calcoliamo come sopra, in coordinate normali centrate
nel punto dove vogliamo calcolare la derivata temporale del tensore di
Riemann e dove dunque i simboli di Christoffel sono nulli. Derivando
la formula (1.3) per il tensore di Riemann in termini dei simboli di
Christoffel, si ottiene

IR}y, = 01Ty — 9;9;T}, = 9;0: T, — 9;9,T,

da cui

IR = ghk(aiatr}@ —0,0,TY) + 3t8hkRg'z~

21
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Sostituendo 1’espressione (2.2), per l'evoluzione dei simboli di Chri-
stoffel, abbiamo allora

1
A Rijke =gk | Vi( 58" (V0tgom + Vidtgjm — Vmdrje)
2

-V, (%ghm(viatggm + V0t&im — Vmatgiz))]
+ g Rl
= %(vivjatggk + ViVi0igik — ViViorgie
— V;Vioigu — ViV digix + VVidigic) + atghkRZ‘Z

(ViViorgix — ViVidigie — ViV digik + V;Viigir)

1

2
1

T3 (ViVidigu — V;Vidige) + 98k Rljp-

Usando la formula per l'errore nello scambio di due derivate covarianti
di un tensore, vista nella Sezione 1.2, si ha

9tRjjke = %(vivéatgjk — ViViigie — ViVi0igix + V;Viigir)
+ %gthijkqatth + %gthiquatghk + 8" Ryjordi gk
= %(vivéatgjk — ViVidigie — ViV0igix + V;Vidigir)
+ %ghq(Rijkqatth + Rijge0t8nk),

che & dunque (in una qualunque carta locale) la formula di evoluzione
del tensore di Riemann valida per qualsiasi metrica che varia nel
tempo. Nel nostro caso del flusso di Ricci, atgi]- = —2Ryj, abbiamo
quindi

9tRijre = ViViRj — ViV Ry — V;ViRyy + V; VR
— 8" (RijkgRne + RijoeRu)- (2.4)
Definiamo i tensori

Bijke = 8™ 8" RinigiRxse
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e notiamo che abbiamo le ovvie simmetrie
Bijke = Bjitk = Bruij-
Vale il seguente lemma.
Lemma 2.4. Per ogni metrica g il tensore di curvatura Ri]'kg soddisfa
I'identita
AR;jke +2(Bijre — Bijex — Bigjk + Bigje)
= Vika]‘g — VngR]-k — Vjkaig + VngRik
+ 8" (RpjkeR i + RinkeRy).-

Dimostrazione. Questa formula e ottenuta dalla seconda identita di
Bianchi
ViRjkem + ViRiiem + ViRijem =0,

differenziando, scambiando le derivate, permutando gli indici e con-
traendo. Per iniziare, si ha

ARjjxe = 8"V, VoRiie = §"(ViViRgje — ViViRgixe),  (2.5)

differenziando la seconda identita di Bianchi e contraendo. Esaminia-
mo il primo termine, poiché il secondo si ottiene dal primo scambiando
i e j. Invertendo l'ordine delle derivate, abbiamo che

§"1ViViRgje — 8"V Vi Ryjie
€ uguale a
hioms (R, . R.. R.:: R Riv R.: Riip R.:
88 ( higm SJkZ+ hijm qsk€+ hikm q]s€+ hilm q]ks)

(sempre per la formula per l’errore nello scambio di due derivate
covarianti). Il primo di questi termini si contrae a gthhjkgqu. Sul
secondo termine possiamo usare la prima identita di Bianchi per
scriverlo in termini del tensore B;jx/, quindi

§"18™ RyjjmRoske = —Bijke + Bijox

e gli ultimi due termini sono —Bijs + Bjsjx. Inoltre, derivando la
seconda identita di Bianchi contratta (1.6), si ha

§"VViRyjke = ViViRjo — ViV Ry,

23
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da cui otteniamo infine

8"V ViRgjke = ViViRj — ViV Rj — (Bijks — Bijox — Bigji + Birje)
+ 8" RyjkeRyi-
Sostituendo questa espressione nella formula (2.5) per AR;j e facendo

lo stesso per il termine con i e j scambiati, si ottiene la formula del
lemma. O

Sostituendo allora l’espressione trovata in questo lemma nella
formula (2.4), otteniamo la seguente equazione di evoluzione (chia-
ramente parabolica) del tensore di Riemann durante il flusso di
Ricci:

9tRijke = DRijre + 2(Bijke — Bijex — Bigjk + Bikje)
— 8" (RyjkeRyi + RinkeRyj + RijneRgi + RijenRye)- (2.6)
EVOLUZIONE DEL TENSORE DI RICCI. Contraendo la precedente
equazione (2.6) e tenendo presente I'equazione di evoluzione dell’in-

versa della metrica, si ottiene la seguente equazione per 1'evoluzione
del tensore di Ricci:

iRy = ARy + 28/ (Bijiy — 2Bjjuk) + 28" 8" RpigreRrs — 28" Ry Ry
Ora, per la prima identita di Bianchi, si ha
&' Bijre =& 8" 8" RyigiRokse = 878" % Riygii Rysie
:gﬂgmgqs(Rhiqj — Rpjgi) (Rykst — Ryesk) = Zg]é(Bijkf — Biju),

il che implica ‘
" (Bijee — 2Bjjux) = 0.

Dunque, il tensore di Ricci soddisfa I'equazione di evoluzione
iRk = ARy + 28" ¢ RyyjgkRys — 2R3,

dove con R%k abbiamo indicato il tensore simmetrico RigRﬁ (“quadrato”
del tensore di Ricci, la cui traccia & uguale a |Ric|?).

Questa equazione si puo ottenere anche direttamente (in particola-
re, se si @ interessati solo al caso di dimensione n = 3, dove il tensore
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di Ricci determina il tensore di Riemann), come segue.
Dalla formula (1.3), si ha la seguente espressione del tensore di Ricci
in termini dei simboli di Christoffel:

Rj = il — 0Ty + T Ty — TR

Come sopra, calcoliamo in coordinate normali centrate nel punto
dove vogliamo calcolare la derivata temporale del tensore di Ricci,
dove dunque i simboli di Christoffel sono nulli. Allora, derivando
I'espressione sopra, otteniamo

dunque, in una carta locale generica,

e sostituendo l'espressione (2.3) per la variazione dei simboli di
Christoffel,

IRk = — Vi(VjRy + VkRE — V'Ry) + V;(ViR; + ViR! — V'Ry)
= AR]'k + V]'ka — VIV]R;{ — Vika;-.
Usando ora la formula di commutazione delle derivate seconde,
ViVkR: — Vi ViRE = RiyRE + RijiR) = Ry RS + Ry R,

per scambiare le derivate covarianti dei due ultimi termini a destra,
otteniamo

atRjk = ARjk + V]'VkR — V]'VZ‘R;( — Vle-R;-
— RjsRy — szR][- — RijeeR" — RigjgR"
= ARjk + V]'ka — VJVZR;( — Vle-R;'- - ZRjz-k — 2Rijk£RZi.
Infine, per l'uguaglianza (1.7), si ha VRl = V;R/2, dunque

atR]-k = AR]'k + Vjka — Vjka/Z — VkV]'R/Z — ZR]Zk — ZRi]'kgRgi
= ARj — 2R — 2R R (2.7)

25
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In dimensione 3, possiamo esprimere il tensore di Riemann per
mezzo del tensore di Ricci con la formula (1.12),
R
Rijre = Rixgje + Rjegix — Riegjr — Rixie — 5 (8ik8je — 8ie8ji)»

vista nella Sezione 1.6. Contraendo questa espressione con R“, si ha

. 3 RZ
/), .
RijkeR" = 2Rj — [Ric|*gjx — >RRjx+ —=-8jk

e sostituendo nell’equazione (2.7), otteniamo 'equazione di evoluzione
del tensore di Ricci in dimensione n = 3.

dRjk = ARjr — 6Rj + 3RRji + 2[Ric|*gjr — R*gj, (2.8)

Si osservi che questa equazione & un’equazione (sistema) di reazione—
diffusione per il tensore di Ricci.

Calcoliamo anche 'equazione di evoluzione del quadrato della
norma del tensore di Ricci, per mezzo delle formule (2.7) e (2.1):

d¢|Ric|* =3¢ (Rjg/™ g Ryni)
=2(ARj — 2R, — 2R, R") R + 4R RIM R,
= A[Ric|? — 2| VRic|? + 4R;;RyjeR™,
che in dimensione n = 3, diventa
d¢|Ric|* = A[Ric|* — 2[VRic|* + 10R|Ric[* — 2R* — 8¢R},  (2.9)

dove R3. ¢ il tensore simmetrico RKR{R,;, “cubo” del tensore di Ricci.
ij Ry

EVOLUZIONE DELLA CURVATURA SCALARE. Per mezzo delle for-
mule (2.7) e (2.1), calcoliamo

R = 9 (g Ryx) = 2R Ry + g (AR — 2R, — 2Ry R")
e semplificando, abbiamo l'equazione
9:R = AR + 2|Ric|?,

valida in ogni dimensione n € IN.
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EVOLUZIONE DELLA MISURA RIEMANNIANA CANONICA. Consi-
deriamo infine la forma di volume

dp = \/det(g;;) dx

e calcoliamo la sua derivata temporale:

ordy = 0py/det gdx = ;at det gdx

2,/derg
Usando la formula per la derivata del determinante
drdetg = detggijatgij,
otteniamo
drdy = %@gﬁ(fﬂ{i}-) dx = —/detgRdx — Rdp.
Quindi, nelle regioni dove la curvatura scalare & positiva, il “volume
locale” decresce; dove € negativa, aumenta.

Segue che se M & compattae f: M x [0,T) — R & una funzione
C!, si ha la formula

%/Mfdﬂ=/M(atf—Rf)dﬂ-

In particolare, se f = 1, otteniamo la variazione del volume totale:

Svol(M,g(1) = — [ R (2.10)

27
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IL PRINCIPIO DEL MASSIMO

Prima di vedere '’enunciato e la dimostrazione della versione del
principio del massimo parabolico su varieta riemanniane adatto al nostro
contesto, discutiamo un esempio in R".

Sia u € C*(R" x [0, T)) una soluzione periodica in R" dell’equa-
zione parabolica

)
a—Ltl =Au+(X,Vu)+f, (3.1)

con X :R"x [0,T) - R"e f:R" x [0,T) — R entrambi regolari.
Mostriamo che se u(x,0) > 0 per ogni x € R" e f & positiva dapper-
tutto, allora u > 0in R” x [0, T).

Consideriamo la funzione v = u + 4, per § > 0 e osserviamo che
anche v soddisfa 1’'equazione (3.1), inoltre per ipotesi, v(x,0) > 6 > 0
per ogni x € R". Supponiamo per assurdo che esistano dei punti
in R" x [0, T) dove v si annulla. Sia ¢ty > 0 il “primo” tempo in cui
questo avviene, con v(x, tg) = 0, per xo € R". Si vede facilmente che
tale “primo” tempo esiste per l'ipotesi di periodicita e la sua positivita
a tempo zero. Segue che

d
Vo(xo, to) =0, Av(xg,tp) =0 e a—?(xo, to) <0.

Dunque, usando l'equazione (3.1), si avrebbe la contraddizione

Jv
0> o5
essendo f(xo,ty) > 0, per ipotesi. Dunque, in R” x [0, T), sihav > 0,
da cui u > —¢ e per l'arbitrarieta di 6 > 0, concludiamo che 1 > 0 in
ogni punto.
Con un argomento analogo si mostra che umin (f) = minyern u(x, t)
& nondecrescente nel tempo. Inoltre, I'ipotesi di positivita di f si puo
indebolire richiedendo solo f > 0.

(xo, to) = AU(XQ, to) + <X(XO, to),VZ)(XO, t0)> +f(x0, to) >0,

Osservazione 3.1. E importante sottolineare che il principio del mas-
simo vale per equazioni scalari e non per sistemi in generale. Inoltre
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e peculiare delle equazioni paraboliche (ed ellittiche) del secondo
ordine (non vale per equazioni di ordine pit1 alto, come ad esempio
diu = AAu).

3.1 IL PRINCIPIO DEL MASSIMO PARABOLICO SU VARIETA

Vediamo ora un risultato molto generale, utile nel contesto dei flussi
geometrici.

Teorema 3.2 (Principio del massimo parabolico — [30, Teorema 3.1.1]).
Sia g;, per t € [0, T), una famiglia di metriche riemanniane su una
varieta connessa M, con eventuale bordo dM, tale che la dipendenza
da t sia C*.

Siau : M x [0,T) — R una funzione C* che soddisfa:

o < Agu+ g (X(p,u, Vu,t), Vu) +b(u),

dove X & un campo vettoriale qualunque e b una funzione localmente
lipschitziana.

Supponiamo che per ogni t € [0,T), esista un valore § > 0 e un
sottoinsieme compatto K C M \ oM tale che per ogni istante t' €
(t—0,t4+6)NJ[0,T) il massimo di u(-,t') sia raggiunto in almeno un
punto di K (questo & chiaramente vero se M & compatta senza bordo).
Ponendo

Umax(t) = maxu(p,t),
pPeEM

si ha che questa funzione & localmente lipschitziana, quindi diffe-
renziabile per quasi ogni tempo t € [0,T) e per ogni istante di
differenziabilita t € (0, T) vale

Aumax(t)

0 < b(Umax(t))-

Di conseguenza, se h : [0, T') — R & una soluzione del’ODE
W (t) = b(h(t))
h(0) = tmax(0)

per T' < T,allorau < hin M x [0, T ). Inoltre, se a un certo istante
T € (0, T') si ha umax(t) = h(7), allora u = h in M x [0, 7], ovvero
u(-,t) & costante nello spazio.
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Corollario 3.3. Nelle stesse ipotesi, se la funzione b & nonpositiva
(in particolare se & identicamente nulla), se il massimo di u & non
decrescente in un intervallo temporale I C [0,T), la funzione u &
costante in M X I.

La prima parte del teorema é conseguenza del lemma seguente.

L'ultima affermazione, detta principio del massimo forte, & pit delicata (si
veda il libro di Landis [28] per una dimostrazione e 'ampia discussione
in [13, Capitolo 12]).

Lemma 3.4 (Hamilton’s trick). Sia u : M x (0, T) — R una funzione C!
tale che per ogni tempo t, esistano un valore 6 > 0 e un sottoinsieme
compatto K C M\ oM tali che per ogni istante t' € (t —6,t + )
il massimo umax(t') = maxyep u(p,t’) sia raggiunto in almeno un
punto di K. Allora, umax € una funzione localmente lipschitziana in
(0,T) e per ogni istante di differenziabilita t € (0, T) si ha:

dumax(t) _ du(p,t)
dt ot '

dove p € M & un qualsiasi punto non appartenente al bordo di M tale
che u(-,t) raggiunga il suo massimo in p.

Dimostrazione. Fissiamo t € (0,T); abbiamo 6 > 0 e K come nelle
ipotesi, dunque su K x (t — 4, ¢+ 6) la funzione u & lipschitziana con
una certa costante C > 0. Consideriamo un valore 0 < ¢ < §; allora
abbiamo

Umax(t+¢€) = u(q, t+¢€) <u(q,t)+eC < tmax(t) +€C,
per un qualche g € K. Quindi,

umax(t + S) - umax<t)
€

C.

N

Analogamente,
umax (f) = u(p, t) <u(p,t+e)+eC < umax(t +¢) +¢C,
per un qualche p € K. Quindi,

umax(t) - umax(t + 8) <C Mmax(iL + 8) - umax(t)
€ = €

WV

-C.
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Con lo stesso argomento, considerando —¢ < ¢ < 0, concludiamo
che Umax @ una funzione localmente lipschitziana in (0, T) e quindi
differenziabile quasi ovunque.

Supponiamo ora che ¢ sia uno di tali istanti di differenziabilita e sia p
un punto nell'insieme non vuoto

{p e M\oM [ u(p,t) = umax(t)}-
Per il teorema di Lagrange, per ogni 0 < ¢ < ¢, abbiamo

Ju

u(p,t+e) = u(p, 1) +e55 (1, 0)

per un qualche ¢ € (t,t +¢), quindi

0
tmax(E+€) > (p, t+€) = timax(£) + €5 (1, ©),

il che implica, se scegliamo & > 0,

umax t+€ _umaxt au
(e —timat) o, Oy )

Mandando ¢ — 0, otteniamo u},,, (f) > %(p, t).
Se invece scegliamo —¢6 < &€ < 0, dalla disuguaglianza

d
umax(tL + S) 2 umax(t) + ea_?(pf 6)

dividendo per ¢ (che & negativo) si inverte il verso della disuguaglian-
za:
Umax (t + €) — Umax(t) _ du
< —
€ = ot (p/ g)
!/

e quando & — 0, abbiamo /., (t) < 2 (p,t), da cui segue la tesi del
lemma. |

Esercizio 3.5. Quando la funzione umax non & differenziabile in ¢, si
pud dire comunque qualcosa usando la derivata superiore, ovvero il
limite superiore dei rapporti incrementali (denotata con d*). Si provi
infatti che

d T tmax (t) du(p,t)

= sup
dat (peMlu(pt)=uman(n)}  OF
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Possiamo dunque dire informalmente che gli operatori di sup e di
derivata superiore commutano. Lo stesso vale per inf e derivata
inferiore.

Dimostrazione del Teorema 3.2 (prima parte). Grazie al lemma preceden-
te, la funzione umax € localmente lipschitziana. Sia ¢ un istante di dif-
ferenziabilita per umax. Scegliendo un qualunque punto p € M \ oM
tale che u(p,t) = Umax(t), si ha:

o) = 2P A, ) 4 (X, Vulp, 1)) + b, ).

e poiché p & un punto di massimo spaziale, Vu(p,t) = 0e Agu(p,t) <
0, di conseguenza:

Umax (£) < b(u(p,t)) = b(umax(t))-

Sia ora h : [0,T') — R come nelle ipotesi. Poiché umax soddisfa
quasi ovunque )., () < b(umax(t)), definiamo per ¢ > 0, le funzioni
approssimanti #; : [0, T") — R come le soluzioni massimali di:

he(£) = b(he(t))
1e(0) = tmax(0) +e

E facile vedere che, poiché la funzione b & localmente lipschitziana,
si ha lim,_,0he = h uniformemente sui compatti [0, T' — é] (per la
dipendenza continua dai dati iniziali, per ¢ sufficientemente piccolo,
T" > T' — 5, per ogni § > 0 fissato). Supponiamo per assurdo che per
un certo tempo positivo f si abbia tmax (f) > he(f) e sia f > 0 I'estremo
inferiore di tali tempi (al tempo zero umax(0) = he(0) — e < he(0)).
Allora umax(t) = he(t). Poniamo Hg(t) = he(t) — tmax(t). In ogni
tempo ¢ di differenziabilita nell’intervallo (0, ], abbiamo allora

He(t) = b(he(t)) — b(umax(t)) = —Clhe(t) — tmax(t)| = —CHe(t),
dove C > 0 e una costante di Lipschitz locale per b. Allora,
(log He)'(t) > —C

e integrando tra O e £,

He(t) ~Ct _ ., Ct
>—Ct = H(t) 2 He(0)e ' =ee .
H€<0) 8( ) £( )

log
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In particolare, per t — f, concludiamo H.(f) > ee~¢' > 0, il che
contraddice He(f) = 0. Quindi, umax (t) < he(t) per ogni t. Mandando
¢ — 0, si ottiene umax(t) < h(t) per ogni t € [0,T’), concludendo la
dimostrazione della prima parte del teorema. O

Chiaramente, valgono risultati analoghi per il minimo di una solu-
zione di una disequazione alle derivate parziali. Inoltre, il principio
del massimo per equazioni ellittiche segue facilmente come il caso
speciale dove le quantita non dipendono dal tempo t.

3.2 APPLICAZIONI

Vediamo alcune applicazioni del principio del massimo all’evoluzione
della curvatura durante il flusso di Ricci.

STIME SULLA CURVATURA SCALARE. La curvatura scalare R sod-
disfa, in ogni dimensione n € IN,

9:R = AR + 2|Ric|? > AR +2R?/n,

per la disuguaglianza |Ric|> > R?/n, che si ottiene applicando la
disuguaglianza di Cauchy-Schwarz agli autovalori del tensore di
Ricci.
Per il Teorema 3.2, otteniamo allora per il minimo della curvatura
scalare Rpin(t) = minyep R(p, t),

Rinin(t) > 2R (£) /1 > 0
per quasi ogni t € [0,T). Dunque, per confronto con le soluzioni
dell’equazione differenziale ordinaria y' = 2y?/n, abbiamo che se
Rmin(0) > 0, allora R(t) > 0 per ogni t > 0 (preservazione della curvatura
scalare nonnegativa). Inoltre, per la seconda parte del Teorema 3.2 (il
principio del massimo forte), Rpin(#) > 0 per ogni t > 0, oppure R &
identicamente nulla in M x [0, T), ovvero, se in almeno un punto di
M a tempo t = 0, la curvatura scalare & positiva, si ha R > 0 in ogni
punto, per ogni tempo positivo (preservazione della curvatura scalare
positiva).
Se poi la curvatura scalare & positiva per la metrica iniziale, si ha

Rmin(o)
; >
Rmin(t) 2 3= 2Rpnin (0)t/1
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dunque, l'intervallo massimale di esistenza del flusso [0, Tmax) soddi-
sfa

Tmax < 11/2Rpmin(0). (3-2)
Infine, se Ryin(0) < 0, si ha la stima:
n
. >
len(t) = 2t

STIME SULLA NORMA DEL TENSORE DI RIcCI. Dall’equazio-
ne (2.9) di evoluzione di |Ric|? in dimensione 1 = 3, segue

9;|Ric|? < A|Ric|? 4 C|Ric|?,
dove C > 0 e una costante reale. Per il Teorema 3.2, ponendo

[Riclmax(f) = max Ric(p, £)],

possiamo confrontare |Ric|2,,, con le soluzioni dell’lODE y’ = Cy3/2.

Si ottiene allora la stima, per 0 <t <s < T,
1 B 1
|Ric|max(t)  [Ric|max(s)
Supponendo ora che lim sup,_, 1 |Ric|max(s) = +co, cioé che Ric non
sia limitato per s — T, passando al lim sup, si ha
. 1 < C(T-t)
|Ric|max (£) 2

g%(s—t).

2/C
T—t

cioe |Ric|max(t) =

per ogni t € [0, T). In altre parole, se in dimensione n = 3 la curvatura
non ¢ limitata al tendere di f a T, deve avere un tasso minimo di
“scoppiamento” dell’ordine di 1/(T — t).

Esercizio 3.6. Usando l'equazione (2.6) di evoluzione del tensore di
Riemann, si mostri che in generale, si ha

0¢|Riem|*> < A|Riem|? + C,,|Riem|?,
per una costante C, che dipende solo dalla dimensione n € IN e
ragionando come sopra, se ne deduca l’analoga stima dal basso

T—t

se la curvatura non ¢ limitata al tenderedita T.

|Riem|max (t) =
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EVOLUZIONE DELLE DERIVATE DELLA
CURVATURA

In questo capitolo analizziamo come evolvono le derivate covarianti
del tensore di curvatura lungo il flusso di Ricci. L'obiettivo ultimo, che
vedremo pitlt avanti, & dimostrare che se il flusso esiste in un intervallo
massimale [0, T) con T < +oo, allora la norma del tensore di curvatura
deve “esplodere” avvicinandosi a T:

lim sup |Riem|max(t) = +oo.
t—T
Introduciamo una notazione comoda per i calcoli e le stime che
seguono: se T e S sono due tensori, indichiamo con T * S una qualsiasi
combinazione lineare di tensori formati mediante contrazioni di T ® S
usando la metrica o la sua inversa.
Si mostra facilmente che vale la formula “di Leibniz”

V(T*S)=VTxS+Tx*VS. (4.1)

La proprieta pil1 rilevante di questo prodotto—* per i nostri scopi, &
che si ha la stima
|T*S| < C|T||S|,

con una costante C € R che dipende solo dalla “struttura algebrica”
della combinazione lineare e dalla scelta delle contrazioni.

Dimostriamo un lemma generale sull’evoluzione della derivata
covariante di un tensore che soddisfa un’equazione di tipo calore (di
reazione—diffusione).

Lemma 4.1. Sia A(t) una famiglia di tensori che evolve secondo
l'equazione
0tA =AA+B,

dove A ¢ il laplaciano associato alla metrica g(t) che evolve col flusso
di Ricci e B @ un tensore. Allora,

VA = AV A + VRiem * A + Riem x VA + VB.
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Dimostrazione. Calcoliamo 1’evoluzione di V A in coordinate locali. Si

ha
0 lq... ) d 4... s 14q... s A4q...
5 Vidie =3 (a_xl,Ajk... —TiAg —TiAj =
0 APd i plpe
+ LAy T+ T Ay T+ )
4... Q... S
I S L S U
dx; ot i ot ot sk
dALT ort
[ U VL
+ g+ AR+
£... ¢
e Y PV N P
Lot ot sk ot k...

e ricordando la formula (2.3) per l’evoluzione dei simboli di Christoffel,
che puo esser scritta come

or%;
a_t] = VRicx g,

abbiamo la seguente formula di commutazione delle derivate cova-
riante e temporale:

0tVA = VoA + VRic* A. (4.2)
Sostituendo l'ipotesi d;A = AA + B, otteniamo
VA =V(AA+B)+ VRicx A = VAA + VB + VRic x A.

Dobbiamo ora commutare la derivata covariante con il laplaciano. Os-

serviamo che la formula per l'interscambio di due derivate covarianti

di un tensore T, calcolata nella Sezione 1.2, pud essere espressa come
VIV]T — V]V1T = (Riem * T)z]

dunque,

Vlvjva = V]VZVkA + (Riem * VA)l]k
— Vj(ViViA" + (Riem « A)ji_) + (Riem  VA)jj.

=V, ViViAl + (VRiem * A);5  + (Riem x VA) 5
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dove abbiamo utilizzato la formula (4.1). Contraendo con gfk, si ottiene
la formula di interscambio tra derivata covariante e laplaciano:

VAA = AVA + VRiem * A 4+ Riem * VA. (4-3)
Infine, osserviamo che VRic x* A = VRiem % A e concludiamo che

0tVA=VAA+VB+ VRicx A
=AVA+ VRiem x A +Riem* VA + VB + VRic* A
=AV A + VRiem * A + Riem « VA + VB.

a

4.1 EVOLUZIONE DELLE DERIVATE DEL TENSORE DI RIEMANN

Applicando iterativamente il Lemma 4.1 all’equazione di evoluzione
del tensore di Riemann, otteniamo la seguente proposizione.

Proposizione 4.2. Per ogni k € IN, la derivata covariante k-esima del
tensore di Riemann soddisfa un’equazione di evoluzione della forma:

9;VFRiem = AVFRiem + Z ViRiem * V/Riem.
i+j=k

Dimostrazione. Procediamo per induzione su k € IN. Per k = 0, 'affer-
mazione ¢ I'equazione (2.6) di evoluzione del tensore di Riemann che
puo chiaramente essere scritta come

J;Riem = ARiem + Riem * Riem.

Supponiamo dunque la formula vera per k € IN e applichiamo la
formula (4.2) di commutazione delle derivate covariante e temporale
con A = V Riem:

9; VK Riem = atV(VkRiem) = Vat(VkRiem) + VRic * VFRiem.
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Allora, per l'ipotesi induttiva,
9;VFt1Riem =V (AVkRiem + 2 ViRiem VjRiem>
i+j=k
+ VRic * VFRiem
= VAV'Riem + Y~ V'*'Riem * V/Riem
i+j=k
+ ) V'Riem * V/T!Riem
i+j=k
+ VRiem * V¥ Riem
=VAVRiem+ )~ V‘Riem x V"Riem
{+m=k+1
dove abbiamo usato la “regola di Leibniz” per il prodotto—x e il fatto
che VRic * V¥Riem e della forma VRiem % V¥Riem.

Applicando poi la formula (4.3) di interscambio tra derivata covariante
e laplaciano, otteniamo

VAV Riem = AV¥*!Riem + VRiem % V¥Riem + Riem % V*"1Riem
e sostituendo nella formula sopra, concludiamo
9 V*"Riem = AVF'Riem+ )} V‘Riem x V"Riem,
(+m=k+1
da cui la tesi, per induzione. O
Da questa proposizione possiamo dedurre la struttura delle equa-

zioni di evoluzione per le norme quadratiche delle derivate del tensore
di curvatura.

Corollario 4.3. Per ogni k € IN, vale la seguente equazione di evolu-
zione:

9¢| VFRiem|?> = A|V¥Riem |? — 2| V¥ 1Riem|?.
+ 2 ViRiem * V/Riem * V¥Riem. (4-4)
i+j=k

Dimostrazione. La derivata temporale della norma al quadrato di un
tensore T che dipende dal tempo, si puod esprimere schematicamente
come

01| T|* =2¢(9:T, T) +9rg + T+ T.
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Nel nostro caso, T = V¥Riem, dunque sostituendo le equazioni di
evoluzione per VFRiem e per la metrica (e la sua inversa), otteniamo

9¢| VFRiem|? = 2¢ (AVkRiem + Y V'Riem * V/Riem, VkRiem)
i+j=k
+ Ric * VFRiem * V¥Riem
= 2¢(AV*Riem, V¥Riem)
+ Z ViRiem * V/Riem * V¥Riem,
i+j=k

dove abbiamo “assorbito” il termine con Ric nella sommatoria generale,
essendo Ric una contrazione di Riem.

Usando infine la seguente identita generale per il laplaciano della
norma al quadrato di un tensore,

A|T|> =2¢(AT,T) +2|VTJ?,

si ha la tesi. O

Per mezzo di queste equazioni di evoluzione, possiamo ottenere
delle stime sull’evoluzione degli integrali quadratici delle derivate del
tensore di Riemann, se la varieta M e compatta.

Proposizione 4.4. Sia (M, ¢(t)) una soluzione del flusso di Ricci su
una varieta compatta. Allora, per ogni k € IN si ha la disuguaglianza

i/ | VFRiem|? dy —I—Z/ | VK1 Riem |? du

<G Y. |VRiem| |V/Riem| | V¥Riem| dju,
i+j=k’M

dove C; e una costante che dipende solo dalla dimensione n € IN e
dall’ordine k.
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Dimostrazione. Usando 1’equazione (4.4), calcoliamo la derivata tem-
porale dell'integrale di | V¥Riem|?, ricordando che la forma di volume
evolve come 0;dy = —Rdu:

di/ \VkRiem|2d;4:/ 8t|VkRiem\2d]/t+/ | V¥Riem|? 9;du
tJm M M
:/ <A|VkRiem\2—2|Vk+1Riem\2
M

+ ) V'Riem % V/Riem * VkRiem) du
i-+j=k

- / R|V*Riem |* du.
M

Per il teorema della divergenza, l'integrale del laplaciano A|V*Riem |?
e nullo su una varieta compatta e il termine con la curvatura scalare
R puo essere assorbito nella sommatoria generale dei termini di rea-
zione (essendo R una traccia di Riem). Portando il termine negativo
—2|V¥*1Riem|? a sinistra e stimando i termini non lineari con la disu-
guaglianza |T = S| < C|T||S|, otteniamo allora la stima nell’enunciato
della proposizione. O

Da questa proposizione, possiamo ottenere stime puntuali sulle
derivate del tensore di Riemann usando il principio del massimo, se
la varieta n—dimensionale M & compatta.

L’equazione (4.4) implica infatti, per le proprieta del prodotto—*, per
ogni k € N,

9| V* Riem|? < A|V*Riem[* + C ) |V'Riem||V/Riem| |V*Riem|

i+j=k

<A|VRiem[?+C; Y |V'Riem|? |V/Riem|* + C,|V*Riem|?,
i+j=k
ij<k

con due costanti C1,Cp dipendenti solo da k e n e dove abbiamo
utilizzato la disuguaglianza tra media geometrica e media quadratica.
Se dunque supponiamo che per ogni i < k, V/Riem sia uniformemente
limitato nell’intervallo [0, T), allora esiste una costante C tale che

¢ VFRiem|?> < A|V*Riem|? + C|VFRiem|* + C,
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per ogni t € [0, T). Quindi, per il principio del massimo, Teorema 3.2,
ponendo

(t) = |V*Riem|f0x(t) = max|V*Riem(p, )%,
pre

si ha la disuguaglianza differenziale lineare (non omogenea)
u;( < Cup+C,

che implica che anche V¥Riem & uniformemente limitato nell’interval-
lo [0, T) (in dipendenza da | V¥Riem|pmax al tempo iniziale).

Usando questo argomento come passo induttivo, si ottiene allora la
seguente conclusione.

Proposizione 4.5. Se il tensore di Riemann & uniformemente limitato
nell’intervallo [0, T), anche tutte le sue derivate (spaziali) lo sono. Pitt
precisamente, se |Riem| < C, si ha \VkRiem| < G, dove le costanti
Cx dipendono solo dalla metrica iniziale, dalla dimensione e dalla
costante Cj.

Nelle prossime sezioni, vedremo come riottenere questo risultato
attraverso stime integrali che seguono da disuguaglianze di interpola-
zione del tipo di Gagliardo—-Nirenberg per tensori su varieta rieman-
niane. Oltre a fornire una linea dimostrativa alternativa, vari risultati
e tecniche che seguiranno si applicano in generale ai flussi geometrici,
non soltanto al flusso di Ricci, in particolare ai flussi di ordine pit1 alto
di due, dove il principio del massimo non & disponibile. Inoltre, le
disuguaglianze integrali che otterremo saranno invarianti per riscala-
mento, proprieta che & fondamentale nello studio delle singolarita del
flusso.

4.2 DISUGUAGLIANZE DI INTERPOLAZIONE PER TENSORI

In questa sezione deriviamo alcune disuguaglianze che permettono
di stimare le norme L? delle derivate di ordine intermedio di un
tensore in termini delle norme delle derivate di ordine superiore e del
tensore stesso (genericamente, queste sono dette disuguaglianze di
interpolazione e nel caso “classico” di R", di Gagliardo—Nirenberg — si
veda [9], per esempio). Queste stime saranno cruciali per controllare i
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termini non lineari che appaiono nell’equazione di evoluzione della
curvatura.

Sottolineiamo che le costanti che appaiono nelle varie disuguaglian-
ze (Sobolev, Poincaré, interpolazione, etc) che si usano regolarmente
per ottenere stime per i flussi geometrici, in genere dipendono dalla
varieta (dalle sue proprieta/quantita geometriche associate, come la
curvatura, per esempio), dunque prima di utilizzarle va assolutamente
mostrato che tali costanti rimangono equilimitate durante il flusso (per
esempio, se nello stimare la curvatura usiamo una disuguaglianza la
cui costante dipende dalla curvatura stessa, rischiamo di cadere in un
circolo vizioso).

In alcuni casi, come quelli che vedremo in questa sezione, tali co-
stanti sono “universali” (in un certo senso, “algebriche”), indipendenti
dalla varieta, dunque, le disuguaglianze associate potranno essere uti-
lizzate direttamente. In altri casi, va sviluppata un’analisi preliminare
del loro comportamento (si veda [29, Sezione 5], per esempio).

Proposizione 4.6. Sia (M, g) una varieta Riemanniana compatta e
senza bordo, di dimensione n € IN. Se

1 1 1
_|_

con p,q,r > 1, allora
1/r 1/p 1/q
(/ |VT|2’dy> < (2r—2+n)(/ |V2T|”dy) (/ |T|‘7d;4> ,
M M M
per ogni tensore T su M.

Dimostrazione. Vediamo nel dettaglio il caso in cui T & una 1-forma, il
caso generale & solo pili elaborato, ma con gli stessi calcoli.
Usando la formula di integrazione per parti (1.4), abbiamo

[ 19T
M

/M VTV, TIg(VT,VT) 'dyu

= —/Miji(ving(VT,w)H)dy

—/ TAT/ VT 2 dy
M

—/Mijin[z(r—1)]vivaN’<Tf\VT\2’—4
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e osservando che, per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz e quella
tra media aritmetica e quadratica,

I T;AT!| < |T[|AT|
T,V TV N T VAT ||V T

n|T||V2T|,
| T||V2T||VT]* VT[>,

NN

concludiamo
Vlzrd‘u< 2r — 2+ T||V2T Vlzr—zdy

Usiamo ora la disuguaglianza di Holder per stimare l'integrale a destra
con

1/q 1/p . (r=1)/r
(L) ()" ( erwaa)
M M M

in quanto

1 1 1 1 1 r—1 1 1 1
e e e =—+-—-=-+1=1,
p q r/(r=1) p ¢ r poq

per l'ipotesi su p, g, 7. Quindi

[ 19T ay
M

€ minore o uguale di

1/q 1/p 1-1/r
(2r—2+n)</ quy) (/ VZT”dV> (/ VTZ’dy)
M M M

da cui si ha la tesi, dividendo per 1'ultimo integrale (se & zero la tesi &
ovvia). ]

Osservazione 4.7. Sottolineiamo il caso speciale p =g=2er =1,

1/2 1/2
[ovrap<n( [ verean) ([ rEa) g
M M M

Ponendo q = +co (o pit1 precisamente, mandando g — +o0), si ha
r = p, da cui il seguente corollario.
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Corollario 4.8. Se p > 1, si ha

1/p
(/ VTZF’dy> <(2p—2+n)maxT</ VZT”dy)
M M M
(4.6)

Ragionando per induzione, usando le disuguaglianze (4.5) e (4.6)
come caso iniziale, si ottengono allora facilmente le seguenti due
proposizioni (le si mostri per esercizio, oppure si veda [22, Sezione 12]).

1/p

Proposizione 4.9. Sia (M, g) una varieta Riemanniana compatta e
senza bordo, di dimensione n € IN. Allora, per ogni k € IN, esi-
ste una costante C = C(k,n) dipendente solo dalla dimensione e k
(indipendente da (M, g)) tale che per ogni i € {0,...,k}, si ha

i/k
i< com( [ wiean) ([ i)
M M M

Proposizione 4.10. Sia (M, g) una varietd Riemanniana compatta e
senza bordo, di dimensione n € IN. Allora, per ogni k € IN, esi-
ste una costante C = C(k,n) dipendente solo dalla dimensione e k
(indipendente da (M, g)) tale che per ogni i € {0,...,k}, siha

1-i/k

[ VTR e < Clkn) max [TPEY [ 9RTR A )
M M M

4.3 STIME UNIFORMI SULLE DERIVATE DELLA CURVATURA

Utilizzando le disuguaglianze di interpolazione appena dimostrate,
possiamo ottenere delle stime per le derivate (spaziali) del tensore di
Riemann.

Supponiamo che per un flusso di Ricci (M, g(t)) nell’intervallo
[0,T), la curvatura sia uniformemente limitata, ovvero esista una
costante K < +co tale che:

sup max |[Riem(p,t)| < K.
tefo,T) PEM

Vogliamo mostrare che allora anche tutte le derivate covarianti sono
limitate in norma L? (si tenga presente la Proposizione 4.5).
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Riprendiamo la disuguaglianza differenziale che si ottiene dalla
Proposizione 4.4:

d . )
d—/ |VFRiem[*dy < C; ) / |ViRiem| | V/Riem| | V¥Riem| du,
E/m i+j=k M

per ogni k € IN, dove C; & una costante che dipende solo dalla dimen-
sione n € IN di M e dall’ordine k.

Usando la disuguaglianza di Holder con esponenti coniugati 2k/1,
2k/j e 2, che soddisfano

poiché i + j = k, stimiamo il termine a destra con

' ' i/2k ‘ ' j/2k
c(/ |V1Riem|2k/1dy> (/ |V]Riem|2k/]dy) :
M M

1/2
. (/M |VkRiem2d;4) (4-8)

e poi applichiamo le disuguaglianze di interpolazione (4.7) ai primi
due integrali:

i/2k i/2k
(/ |VRiem| /! dy) < Cmax |Riem|!—#/ </ VkRiem|2dy>
M M M

, N /2 ‘ j/2k
</ |VRiem |¥/] dy) < Cmax |Riem|' 777k </ | VFRiem ? dy)
M M M

ottenendo che il prodotto (4.8) € minore o uguale di

o i/2k+j/2k+1/2
Cm}\%x |Riem| 2~1/k=i/k (/ | VFRiem |? dy)
M

= Cmax |Riem| / |V¥Riem |* dy,
M M

essendo i +j = k.
Dunque, concludiamo che nell’ipotesi che |Riem| < K, si ha

%/ |VkRiem\2d;4<C/ |VFRiem|? dy,
M M
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per ogni k € IN, dove C & una costante che dipende solo da k, dalla
dimensione n € IN di M e dalla costante K.

Osservazione 4.11. Pitl precisamente, non tralasciando il termine
2 [ | VK 1Riem |2 du nella disuguaglianza della Proposizione 4.4, si
ha

%/ |V¥Riem | du < —2/ | VK 1Riem|? du
M M

+Cmax|Riem\/ |VFRiem |* dj. (4.9)
M M

Ponendo uy(t) = [, |V¥Riem|?dy, si ha la disuguaglianza diffe-
renziale lineare 1/, (t) < u(t) che implica che uy, cioe [y, |V¥Riem|? dy,
¢ limitato in [0, T) per ogni k € N (in dipendenza da [,,|V*Riem|du
al tempo iniziale).

Usando poi le disuguaglianze d’interpolazione date dalla Proposi-
zione 4.10 e osservando che il volume di (M, ¢(t)) & uniformemente
limitato in [0, T), si ottiene facilmente che per ogni p > 2 esiste una
costante C,, x , indipendente da t € [0, T) tale che:

/M | VFRiem|F du < Cp -

Quando allora p > 1, vorremmo concludere, utilizzando le immersioni
di Sobolev (si veda [2]), che si ha la stima puntuale

|VFRiem| < C(k, n)

con una costante C(k, 1) indipendente da t € [0, T).

Per poter fare questo € necessario che le metriche siano tutte equi-
valenti, al variare di t € [0, T) (sempre sotto 'ipotesi che |Riem| sia
limitato).

Lemma 4.12. Sia g(t) una famiglia di metriche definita per t € [0, T),
con T eventualmente uguale a +o00. Supponiamo che

T
/0 ml\%x \atg|g(t) dt < C < +oo.
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Allora tutte le metriche ¢(f) sono equivalenti tra loro, ovvero esiste
una costante A > 0 tale che per ogni vettore v € TM e per ogni
t,s € [0,T), si ha

1
Z19lge) S 10lg(r) < Alolge)-

Inoltre, la metrica g(t) converge uniformemente, per t — T, a una
metrica limite ¢(T) continua e definita positiva, nel senso che in
ogni carta locale, le componenti g;;(t) convergono uniformemente sui
compatti a g;;(T).

Dimostrazione. Sia v € Ty M un vettore fissato non nullo (indipendente
dal tempo). Calcoliamo la derivata temporale della sua norma al
quadrato rispetto alla metrica che evolve,

d d . .
Ew@(t) = E(gij(t)vlvj) = 04gi;(t)0'v/

e stimiamo questa quantita, come segue:

d
E‘U@(t) < ‘atg|g(t)‘v‘§(t)‘

Dividendo per \v@( ), Otteniamo

< [0rglg(r)

d
7 108 [olg

e integrando in un intervallo [s, 7] C [0, T), concludiamo

1 lsen | N vog o, lat < [ Jaigl.dt < C
0g M;(s) \/s ar 0g\v|g(t> t\/s | tglgm t<C < +oo,
(4.10)
per ogni 0 < s <7 < T. Quindi,
e Joligs) < Polg < ol (411)

il che dimostra l’equivalenza delle metriche. Inoltre, la stima (4.10)
implica anche (per 'assoluta continuita dell’integrale) che le funzioni
v — log [v],(;) sono una successione di Cauchy rispetto alla norma
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uniforme su TM, garantendo ’esistenza, per t — T, di una funzione
limite | - [;(7) (che & una norma su tutti gli spazi tangenti di M) che
soddisfa anch’essa le disuguaglianze (4.11), cioé &€ una norma equi-
valente a tutte le | - |,(;), per ogni t € [0,T). Segue che le funzioni
v |v]g() convergono uniformemente sui compatti di TM a | - |¢(7).
Infatti, per 'equivalenza delle norme, dato un compatto K C TM,
esiste una costante Ck tale che per ogni v € Ket € [0,T), si ha

|U|52;(t) S Ck, dunque
r d r
<[ [ftio] < [ stioply o

.
SCK/ 10tg () At < CkC < +09,
S

[ol5) = ol3¢s)

per ogni 0 < s < r < T e questo implica, come sopra, che le funzioni
v — |v] g(t) Tistrette a K sono una successione di Cauchy in norma
uniforme.

Utilizzando poi I'identita di polarizzazione, cioe che per ogni coppia
di vettori v, w € Ty M, si ha

1
g w) =5 (lo+wky — o -wly),

abbiamo che anche tutti i prodotti scalari g(t)(v, w) convergono, per
t — T e determinano un tensore limite g(T) di tipo (0,2) che genera
la norma | - |¢(7), dunque & definito positivo ed & quindi una metrica
su M (equivalente a tutte le metriche g(t)).

Inoltre, segue che in una qualunque carta locale, le componenti g;(t)
convergono uniformemente sui compatti a g;;(T), quindi g(T) & una
metrica continua. ]

Osservazione 4.13. Sottolineiamo che in generale la metrica limite
¢(T) in questo lemma potrebbe non essere C*°, ma soltanto continua.

Nel caso specifico del flusso di Ricci, si ha d;g = —2Ric e se dunque
assumiamo che la curvatura sia limitata nell’intervallo [0, T), allora
anche il tensore di Ricci e limitato, di conseguenza,

T T T
/0 max |08 g (r) dt = 2/0 |Ric|max (t) dt < 2/0 Cdt =2CT < +oo.
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La condizione del lemma & quindi soddisfatta e questo dimostra che
se la curvatura rimane limitata, la metrica converge a una metrica
limite ¢(T) ben—definita.

Ritornando alle stime, sappiamo che se la curvatura e limitata,
abbiamo

/M V*Riem|? du < C,.

per delle costanti C(p, k, n) indipendenti da t € [0, T).
Ponendo dunque E; = |V Riem|?, per ogni p < 00, abbiamo le stime

/M (Bl + | VEP) dpt < Cpn,

poiché anche VE; pud essere espresso in termini del tensore di Rie-
mann e delle sue derivate covarianti.

Essendo Ej una funzione, per la disuguaglianza di Sobolev, se p > n e
f:M—1R,siha

max )" < ct/M<|f\P+ V£1P) dy,

con la costante C; che dipende dalla metrica g;;(¢) e quindi dal tempo
t, ma non dalle derivate spaziali delle componenti g;;(t), poiché la me-

trica entra nell’espressione a destra solo attraverso [V f|> = gV, fV,f
e la misura dyu = ,/detg;;, inoltre, la derivata V;f = df / ox' & indi-
pendente dalla connessione. Quindi, per le funzioni, le costanti di
Sobolev C; sono uniformemente limitate per ogni t € [0, T), essendo
le metriche tutte equivalenti, per il Lemma 4.12. Applicando dunque
questa disuguaglianza alla funzione E, riotteniamo la conclusione
della Proposizione 4.5.

Proposizione 4.14. Se il tensore di Riemann & uniformemente limitato
nell’intervallo [0, T), anche tutte le sue derivate (spaziali) lo sono. Pitt
precisamente, se |Riem| < Cp, si ha |V Riem| < Cy, dove le costanti
Cy dipendono solo dalla metrica iniziale, dalla dimensione e dalla
costante Cj.

Inoltre, tutte le metriche g(t), per t € [0, T), sono equivalenti e con-
vergono uniformemente (nelle componenti in ogni carta locale), per
t — T, a una metrica limite equivalente ¢(T) di classe C.
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4.4 IL FLUSSO AL TEMPO MASSIMALE DI ESISTENZA

Supponendo la curvatura uniformemente limitata durante il flusso di
Ricci g(t) su una varieta compatta M nell’intervallo [0, T), abbiamo
visto che tutte le derivate del tensore di Riemann sono anch’esse
limitate, tutte le metriche g(t) sono equivalenti e g;;(t) — g;;(T), per
t—T.

Abbiamo dunque che

(Vkag| = | — 2V Ric| < C|VFRiem| < C
e analogamente, per i simboli di Christoffel, dalla formula (2.3), segue
|V*aT'| < 3| VFVRic| < C|[VFRiem| < C,

per ogni k € IN.

Con un argomento per induzione, possiamo dimostrare la seguente
formula (dove evitiamo di indicare gli indici) che mette in relazione le
derivate covarianti iterate e le derivate in coordinate di un tensore S,

k . .
Vs =odks+ Y Y T - 9T ™S,
=1 ji4-tjim<k—1

Ponendo S = o, in questa formula e ragionando sempre per induzio-
ne, segue che

|0:0"T}| = [Ty < C = 0T} < C,

per delle costanti indipendenti da ¢ € [0, T). Dunque, per mezzo di
tale formula, concludiamo che controllare le derivate covarianti di un
tensore & equivalente a controllarne quelle in coordinate.

Questo vale in particolare per il tensore metrico, dunque yak gij‘ <C
Poiché poi

0719k g;j| = [0*op"g;;| = | —20%9)"'Ric;;| < C|V¥9)"!Ric;|

e si vede facilmente che BT_lRici]-, per mezzo delle equazioni di evo-

luzione per il tensore di curvatura e per le sue derivate covarianti, si

scrive come un’espressione in tali derivate covarianti (fino all’ordine
; mak ..

2m — 2), si ha [9]"9"g;;| < C.
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Dunque, tutte le derivate spaziali e temporali in coordinate della me-
trica che evolve sono equilimitate, indipendentemente da t € [0, T).
Per il teorema di Ascoli-Arzela, questo implica che le funzioni g;;(t)
convergono a g;;(T) in C*, quindi (M, g(T)) & ancora una varieta C*
e I'equazione d:g;; = —2Ric;; & soddisfatta nell’intervallo [0, T].
Possiamo allora “far ripartire” il flusso col dato iniziale g(T), per mez-
zo del teorema di esistenza per tempi piccoli (Teorema 2.2), ottenendo
un flusso C* su un intervallo [0, T") con T' > T, da cui T non pud
essere il tempo massimale di esistenza.

In conclusione, ricordando il risultato dell’Esercizio 3.6, abbiamo il
seguente teorema.

Teorema 4.15. Se T < +co € il tempo massimale di esistenza di un
flusso di Ricci su una varieta compatta M, allora la curvatura non &
limitata in [0, T) e

2/Cy

T—t'

per una costante C,; che dipende solo dalla dimensione n € IN di M.

|Riem |max (t) >

Osservazione 4.16. In dimensione 3, si ha |Riem| < C|Ric| per una
costante C (segue dalla formula (1.12)), quindi nel teorema prece-
dente possiamo sostituire Riem con Ric. In dimensione 2, la stessa
conclusione vale con la curvatura scalare.

4.5 LE STIME DI BERNSTEIN—-BANDO—-SHI

Una delle proprieta fondamentali delle equazioni (strettamente) pa-
raboliche e l'effetto di “regolarizzazione istantanea”: anche se il dato
iniziale non ¢ regolare, per ogni tempo positivo la soluzione diventa
C® (analitica). Nel caso del flusso di Ricci, in cui 1’operatore € para-
bolico degenere (a causa dell’invarianza per diffeomorfismi — si veda
I’Appendice), questa conclusione & piti delicata.

Teorema 4.17 (Bando [4]). Se (M, g(t)) & una soluzione del flusso di
Ricci su una varieta compatta, esiste un atlante compatibile con la
struttura C* di M, tale che nelle coordinate date da ogni carta di tale
atlante (che sono coordinate armoniche — si veda [37]), le componenti
della metrica sono funzioni analitiche nello spazio e nel tempo, per
ognit > 0.
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L'ingrediente principale per ottenere questo risultato & mostrare

che in tali coordinate, se la curvatura € limitata, anche senza richiedere
un controllo sulle derivate della curvatura al tempo t = 0 (come
invece abbiamo assunto nelle sezioni precedenti), il flusso “produce”
comunque una soluzione C* (analitica), in quanto tutte tali derivate
sono automaticamente controllate, per ogni tempo ¢ > 0 nell’intervallo
di esistenza del flusso. Questo si ottiene per mezzo di stime che sono
note come “stime di Bernstein-Bando-Shi”.
L'idea, che risale al lavoro di Bernstein sulle equazioni ellittiche e che &
stata adattata al flusso di Ricci da Bando e Shi, consiste nell’applicare il
principio del massimo a opportune quantita che combinano la norma
della curvatura e delle sue derivate. Bando in [4] e stato il primo a
introdurre questa tecnica, nel caso di una varieta compatta, mentre
Shi in [38, 39] ha esteso i risultati anche a varieta soltanto complete.

Queste stime saranno poi rilevanti anche per il metodo di blow-up,
allo scopo di studiare la formazione di singolarita durante il flusso.

Teorema 4.18 (Stime di Bernstein-Bando-Shi). Sia (M, g(t)) una so-
luzione del flusso di Ricci su una varieta compatta n—dimensionale,
nell’intervallo [0, T). Supponiamo che esista una costante Cp > 0 tale
che

|Riem(x, t)| < Cy
perogni (x,t) € M x [0, T). Allora, per ogni k € N, esiste una costante
Ck che dipende solo da n, T e Cy, tale che

|VFRiem(x, )|? < Ci /1,
per ogni (x,t) € M x (0, T).
Dimostrazione. Dimostriamo il caso k = 1 in dettaglio; il caso generale
segue per induzione con una scelta simile delle funzioni test.

Ricordiamo le equazioni di evoluzione per le norme al quadrato di
Riem e VRiem. Per il Corollario 4.3, abbiamo:

(9 — A)|Riem|? < —2|VRiem|? + co|Riem|* <—2|VRiem|* + ¢, C],
(0; — A)|VRiem|? < Cy|Riem||VRiem|? < ¢;Co| VRiem|?,

per due costanti ¢ e c; che dipendono solo dalla dimensione n € IN e
dove abbiamo usato la stima su |Riem]|.
Consideriamo ora la funzione

Fi(t) = t|VRiem|? + a|Riem|?,
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dove a & una costante positiva che sceglieremo in seguito e calcoliamo
I'equazione di evoluzione di F;:

(0; — A)Fy = |VRiem|? + t(9; — A)| VRiem|* + &(d; — A)|Riem |?
< |VRiem|? + te; Co| VRiem |* + a(—2| VRiem|* + ¢oCJ)
= (14 ¢1Cot — 2a)| VRiem |* + acoC3
< (1+¢1CoT — 2a)| VRiem|? + acy 3.

Se dunque scegliamo &« = 1+ ¢1CyT, abbiamo che
(at — A)Fl < C(Tl, Co, T)

e applicando il principio del massimo, concludiamo che in M x (0, T),
si ha

F1(x, t) < max P1<x, 0) + C(l’l, Co, T)T
xeM
=amax |[Riem(x,0)| +C(n,Co, T)T
xeM
g DCC(] + C(Tl, CO/ T)T = Cl (Tl, CO/ T)
Dunque, per ogni (x,t) € M x [0,T), si ha
t|VRiem|?(x,t) < Fi(x,t) < C;(n,Co, T)

e dividendo per t > 0, otteniamo |VRiem|?> < C;/t, che & quanto
volevamo dimostrare, per k = 1.

Per il caso generale k > 1, si procede per induzione definendo la
funzione

Fe(t) = t*|VFRiem |? + a1 "1 V¥~ 'Riem|? 4 - - - + ag|Riem|?

e scegliendo (iterativamente) in modo appropriato delle costanti po-
sitive ag, a1, ..., ax_1, nonché utilizzando le stime ottenute ai passi
precedenti (si mostrino i dettagli per esercizio). |

Ovviamente, questo teorema fornisce un’altra dimostrazione della
Proposizione 4.5.

Esercizio 4.19. Si applichi questa analisi alle soluzioni dell’equazione
del calore standard in R"” x R,

oiu = Au,
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con dato iniziale “periodico” cioe tale che u(x + Aje;, 0) = u(x,0), per
ognix € R", con Ay,..., Ay € Reey,..., e, una base di R".

Si deducano delle stime di decadimento, quando t — +oo, per le
derivate spaziali di u.



IL PRINCIPIO DEL MASSIMO PER TENSORI

In questo capitolo mostriamo la seguente versione “geometrica”, svi-
luppata da Hamilton in [22], del principio del massimo, che si applica
all’evoluzione di tensori simmetrici.

Teorema 5.1 (Principio del massimo di Hamilton per tensori). Sia g(t)
una metrica su una varieta n—dimensionale compatta che evolve in
modo C*®, per t € [0, T]. Sia L un tensore simmetrico di tipo (0,2),
dipendente dal tempo che soddisfa in coordinate locali, 'equazione di
evoluzione:

atLi]' = ALU + kakLij + Nl](L, g), (5.1)

dove X¥ & un campo vettoriale dipendente dal tempo e N(-,g) =
p(-,¢) & un tensore di tipo (0,2), polinomiale nel suo argomento e
nella metrica, che soddisfa la seguente condizione, detta di autovalore
nullo: se v € Ty,M & un autovettore nullo di Z in un punto (xo, o) €
M x [0, T], ciog v # 0 e Z;j(xo, tg)v' = 0, per ogni j € {1,...,n}, si ha

Ni]'(Z, g) (XO, fo)?}ivj = 0.

Allora, se Ll-]-(x,O) > 0 per ogni x € M (cioe L al tempo t = 0 &
semidefinito positivo in ogni punto), allora L;;(x,t) > 0 per ogni
te [0, T).

Osservazione 5.2. Euristicamente, la condizione di autovalore nullo
dice che il termine di reazione Nj;(L,g) nell’equazione (sistema di
equazioni parabolico) di evoluzione (5.1), “non spinge in basso” nelle
direzioni in cui L e nullo.

Sottolineiamo inoltre che € una condizione sul polinomio p, non sul
tensore L.

Dimostrazione. Consideriamo il tensore perturbato

Lij = Li]' + 8(5 + t)gij/
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dove e > 0 e > 0 & una costante piccola che sceglieremo in seguito.

Allora chiaramente, L;; > 0 al tempo t = 0.
Calcoliamo l'evoluzione di fl-]-:

9rLij = 0tLij + egij + £(d + £)9rg;;
= ALZ']' + XkaLi]‘ + Nij(L,g) +egij + e(6 + t)atgi]‘
= AL] -+ kakfij + Nl](L, g) + £€gij + S((S + t)atgij. (5.2)

Supponiamo per assurdo che esista un “primo” tempo 6 € (0,9)
in cui L;; ha un autovettore nullo v € Ty;M in un punto x, (tale

“primo” tempo esiste in quanto M e compatta), cioe fi]-(xo, 0)v'v/ = 0.
Costruiamo la funzione scalare

f(x,t) = Lij(x, )0 ()0 (x),

estendendo il vettore v € Ty;M a un campo vettoriale x — v(x) di
classe C*® su tutta M, tale che

vg(g)?}(xo) = Vé(g)v(xo) =0

(si mostri per esercizio che si puo fare).
Poiché L & semidefinito positivo in M x [0, 0], la funzione x — f(x,8)
ha minimo uguale a zero in x( e deve essere 9;f(xg,0) < 0, dunque
0= Vg(g)f(xo, 9) = VZIJ (X(), G)Uivj,
0 < Ag(e)f(x0,0) = AL;j(x0,0)v'0/,
0> atf(x(]/ 6) = atLij(x(]re)le]/ (53)
per come abbiamo costruito il campo x — v(x).
Allora, se |0;g;i(x, )| < C per ogni (x,t) € M x [0, T], nel punto (xo, 0)
abbiamo, per 'equazione (5.2),
of = atfijvivf = (Afi]- + kakzi]‘ + Njj +egij + e(6+ t)atgi]‘)vivj
>Af 4 XMV f + Nijvivj +€[v]? — Ce(0 + 0)|v|?
> Njjo'v) + (1 — 2C6)|o|*
> Nl-]-vivj +¢elvf?/2, (5.4)
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se 6 < C/4 (ricordiamo che 0 < 0 < §).
Se consideriamo N = p(L, g), per la condizione di autovalore nullo,
poiché Lij(xo,e)vlvf = 0, abbiamo

N,

ij(x0,0)0'0 >0,

inoltre, essendo p polinomiale,
IN=NI|=|p(L,g) ~ p(L,g)|< C|L ~ L|=[Ce( +1)|g| = Ce(s + t)v/n,

in M x [0, T], per una costante C > 0 (indipendente da (x,t) € M x
[0, T]), quindi, N
IN — N| < 2Cv/nes

in M x [0,4).
Allora, concludiamo che in (x, 6), si ha

Nl-]-vivj > Nijvivj —2Cv/ned|v|? > —2Cv/ned|v|?,
quindi, dalla disuguaglianza (5.4), segue
otf = —2Cy/ned|v|* + elof* /2 = e(1/2 — 2C\/nd) |v|?.

Dunque, scegliendo inizialmente § > 0 sufficientemente piccolo, tale
che § < maxyy[o,7] [0:8ij| /4 € 6 < 1/4C+/n, abbiamo che 9 f (xo, 6) >
0 (ricordiamo che v # 0) e questo ¢ in contraddizione con la disu-
guaglianza (5.3), da cui un punto dove L ha un autovalore nullo non
puo esistere in M x [0, §]. Quindi fij > 0 e facendo tendere ¢ — 0, si
conclude che L;j; > 0 in [0, d].

Iterando tutto questo argomento su M x [§,25], M x [25,36] e cosi via,
dopo un numero finito di passi, si ottiene la conclusione L;; > 0 su
tutto M x [0, T] (6 > 0 non dipende da f). O

Questo risultato, come il principio del massimo per equazioni, ha
anche una versione “forte”, mostrata da Hamilton in [23, Sezione 8].

Teorema 5.3 (Principio del massimo forte per tensori). Nelle ipotesi
del teorema precedente, se M & connessa, si ha:

e Il rango di L & costante su M x (0, T'.

e Il kernel di L, definito come Ky = {v € T.M ‘ Ll-]-vj =0}, ¢ una
distribuzione invariante per trasporto parallelo, per ogni t € (0, T].
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¢ Se il rango non € massimo, il rivestimento universale della varieta si
“spezza” isometricamente come un prodotto riemanniano (M’, h) x
(le, can), dove k € N & la dimensione del kernel di L.

In particolare, se esiste un punto xyp € M e un tempo ty > 0 tale che
L(xg, to) > 0, allora L(x,t) > 0 per ogni x € M e per ogni t > 0.

5.1 CONDIZIONI DI CURVATURA PRESERVATE

Sappiamo dalla Sezione 3.2 che la nonnegativita o la positivita della
curvatura scalare si mantengono durante il flusso di Ricci di una
varieta compatta (in ogni dimensione). Vediamo altre condizioni sulla
curvatura che sono preservate.

DIMENSIONE 7 = 3. Sia (M, g(#)) un flusso di Ricci su una varieta
tridimensionale compatta, per t € [0, T].

L’equazione di evoluzione (2.8) per il tensore di Ricci in dimensione
3 si puo scrivere come

9¢R;j = AR;; — Qij,
dove
Qij =6R% — 3RR;; + (R* — 2|Ric|*)g;;
= 651']' — 3RR1']' + (R2 — ZS)gi]',
con 51] = RikR;-c eS= gZ]Sl] = \Ric\z.
Applicando il Teorema 5.1 al tensore di Ricci, se il tensore —Q soddisfa
la condizione di autovalore nullo, concludiamo che se il tensore di
Ricci & semidefinito positivo al tempo iniziale, rimane semidefinito
positivo durante il flusso.

Sia dunque oF un vettore tale che R;v¥ = 0 (autovettore nullo del
Ricci), allora

Qijv'v) =68;v'0/ — 3RR;;0'v) + (R* — 2S)|v|* = (R? — 2S) 0|,
dunque la condizione di autovalore nullo per —Q & verificata se

R? < 28 = 2|Ric|%.
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Siano A, p, v gli autovalori del Ricci, uno dei quali € nullo, diciamo
A =0, quindi R = p + v e |Ric|? = 2 + v? e la disuguaglianza sopra
diventa

(+v)? <2(u® + %) = 0< (u—v)?
che @ ovviamente soddisfatta.

Teorema 5.4. Se Ric > 0 al tempo t = 0, allora Ric > 0 per ogni
t e [0,T].

Dal principio del massimo forte, Teorema 5.3, segue inoltre la
seguente “tricotomia” per ogni t > 0:

¢ II tensore di Ricci diventa immediatamente definito positivo ovun-
que.

¢ Il tensore di Ricci & identicamente nullo (dunque la varieta ¢ flat).

* La varieta ammette un campo vettoriale parallelo globale (corri-
spondente al kernel del tensore di Ricci), il che implica che il
rivestimento universale della varieta € un prodotto riemanniano
(S%,h) x (R, can), dove h & una metrica su S? con curvatura positiva
che evolve per il flusso di Ricci

Si noti che in questa classificazione, apparentemente manca il caso in
cui il kernel del tensore di Ricci ha dimensione due. Infatti, questo
caso e geometricamente impossibile: se il kernel avesse dimensione
2, sempre per il Teorema 5.3, il rivestimento universale della varieta
sarebbe un prodotto riemanniano del piano euclideo con la metrica
canonica e di una varieta unidimensionale, che dunque avrebbe curva-
tura nulla. Quindi, saremmo nel caso in cui la varieta ¢ flat.
Osserviamo pertanto che questo risultato esclude chiaramente la pos-
sibilita che la curvatura si annulli in qualche punto senza che vi sia
una struttura geometrica globale di prodotto.

Per proseguire l'analisi, abbiamo bisogno del seguente lemma.
Lemma 5.5. Se R # 0, si ha

RiCi]' RiCi]' 2 Rig;; RQj; + 2SRic;;
— | = — L yed 1) ] Y
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Dimostrazione. Poiché
atRiCi]' = ARlCl] — Qz] e JtR = AR + 28,

abbiamo

RiCl']' R(ARiCij — Ql]) — RiCij(AR + 25)
*\w ) R?

D’altra parte

RiCi]' RARICU — RlCl]AR 2 w RlCl]
A( R )— R? RS WW(T)'
da cui segue immediatamente la tesi. O

Teorema 5.6. Se R > 0 e Ric;; > eRg;; per una qualche costante ¢ > 0
al tempo t = 0, allora entrambe le condizioni continuano a valere per
ognit € [0, T].

Dimostrazione. Se R > 0 al tempo ¢ = 0, sappiamo che R > 0 per ogni
t > 0. Applichiamo allora il Teorema 5.1 al tensore
RiCi]'
Lij=— —8ij

con

2 RQ;; + 2SRic;;
Xk = EngVgR e Nl] = ZSRiCij — <M> .

R2

E una conseguenza immediata del Lemma 5.5 che 1'equazione nel
Teorema 5.1 e soddisfatta. Consideriamo cosa accade a Nj; quando
il tensore L ha un autovettore nullo. Si noti che 'analisi & semplice,
poiché quando Ric & diagonale, lo sono anche L ed N.

Supponiamo che 'autovalore nullo di L corrisponda all’autovalore
A di Ric (nel senso che sono relativi allo stesso autovettore), allora
A = &(A+ u +v). L'autovalore relativo di R2Ni]- & quindi

2EAA+pu+v)>— A+ pu+v)2A% —p? —v® — Ay — Av +2uv)
“2A(A2 4 +12).
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Usando l'identita A = €(A + p + v) per eliminare ¢, moltiplicando e
raccogliendo i termini, abbiamo che tale autovalore ¢ uguale a

A+ p+)Ap+v) + (1 —v)?] = 20(A2 + 1?2 +17),
che si semplifica ulteriormente a
M(p4v—=24)+ (u+v)(p—v)*

Ora, poiché Ricl-]- > SRgij, tracciando si ha R > 3¢R ed essendo R > 0,
concludiamo che ¢ < 1/3. Ma allora y +v = (1/e — 1)A > 2A, quindi
u+v—2A20.

Pertanto, se v &€ un autovettore nullo per L, si ha Nijvivf >0, cioe la
condizione di autovalore nullo ¢ soddisfatta, quindi L > 0 per ogni
tempo positivo, per il Teorema 5.1, il che implica la tesi.

Se a tempo t = 0 abbiamo solo R > 0, sappiamo che o R & identica-
mente nulla durante il flusso, dunque la conclusione ¢ ovvia, oppure
R > 0 per ogni tempo positivo. In tal caso, osserviamo che per ogni
g < g, esiste ty > 0 piccolo a piacere, tale che Ric;; > €'Rg;;, per conti-
nuita. Se allora consideriamo il flusso nell’intervallo [ty, T], possiamo
applicare quanto appena dimostrato, ottenendo che Ric;; > ¢'Rg;; in
M x [tg, T| e per l'arbitrarieta di ¢y, in tutto M x [0, T]. Mandando
infine ¢ — ¢, abbiamo la tesi del teorema anche in questo caso. O

Osserviamo che per una varieta riemanniana generale (in ogni
dimensione e indipendentemente dal flusso), se Ric;; > 0, allora
Ric;; < Rgjj, in quanto tutti gli autovalori del tensore di Ricci sono
nonnegativi e R ne ¢ la somma.

Se allora Ric > 0 al tempo iniziale, si ha R > 0 e per la compattezza
di M, esiste ¢ > 0 tale che Ric;; > ¢Rg;; > 0, stima che si mantiene
durante il flusso. Quindi Ric rimane definito positivo e abbiamo

0 < eRgj; < Ricj; < Rgyj,
dunque i suoi tre autovalori A, u, v soddisfano
O0<eR=eA+u+v)<Apuv<(A+pu+v)=R.

Una facile conseguenza & un limite uniforme A/u < C sul rapporto di
due qualsiasi autovalori, finché la soluzione esiste.
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Teorema 5.7. Se eRgjj < Ric;; < BRg;; per delle costanti ¢ e f con
0 <e<1/3< B <1altempot = 0, allora tali disuguaglianze
continuano a valere per ogni t € [0, T].

Dimostrazione. La prima disuguaglianza ¢ data dal teorema preceden-
te, dunque dobbiamo dimostrare solo la seconda. Si noti inoltre che se
e =1/3 0 p =1/3 allora la varieta ha curvatura costante (lo si mostri
per esercizio) e il risultato & banale, mentre se § = 1, la disuguaglianza
vale sempre. Applichiamo il Teorema 5.1 al tensore

L. — RiCi]'
1] — ;Bgz] - T/
con
2 RQ;; + 25Ric;;
Xk EngV[R e Nl] = (%) — 2‘BR1CZ]

Segue immediatamente dal Lemma 5.5 che I'equazione nel Teorema 5.1
¢ soddisfatta. Consideriamo come sopra, cosa accade a Nj;, se L;;
acquisisce un autovettore nullo corrispondente all’autovalore A di Ric.
In questo caso A = B(A + i + v) e l'autovalore relativo di Rle-]- e dato
da
A4+ p+v)2A% — p®> —v* — Ap — Av +2uv)
F2A(A% 4 12 +12) = 2BA(A 4 p 4 v)2.

Eliminando p con 'identita precedente e raccogliendo i termini, questa
espressione si riduce a

NMQA—p—v) — (u+v)(p—v),
che possiamo riordinare come
222 (A =) + (A =2+ ) (=), (5:5)

oppure
2V2(A =)+ (A2 =P+ ) (v — ),

da cui segue che & chiaramente nonnegativa se A > y > v > 0 oppure
seAzv>pu=0.
Per gestire la possibilita che A non sia 'autovalore pitt grande usiamo
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un argomento di continuita. Sia 6 il massimo tempo tale che nell’inter-
vallo [0, 6] si abbia Ric;; < (B + 6)Rg;j, dove 6 > 0 sara scelto piccolo
rispetto a § ed e. Se riusciamo a mostrare che Ric;; < BRg;; fino al
tempo 6, segue che dev’essere 6 = T. Ora, poiché A = B(A + u +v)
e B > 1/3, vediamo che A non puo essere minore degli altri due.
Assumiamo p > A > v. Fino al tempo 6 siha u < (B+)(A +pu+v)
e dal Teorema 5.6, v > ¢(A + pu + v). Poiché

u=2A=BpA+u+v) e v<(A+u+v)/3,

abbiamo y—v > (B—1/3)(A+u+v).
Se B = 1/3 la varieta ha curvatura costante e la tesi segue, dunque
assumiamo che > 1/3. L'espressione (5.5) si puo riscrivere come

VP (u—v) — (= A)2A% + (A + p) (e — v)],

che & almeno
{(B—1/3) —62B*+ (2B +0)(B+ )]} (A +u+v)>.

Questa espressione sara positiva se 5 > 0 & abbastanza piccolo rispetto
a  ed € e questo completa la dimostrazione. O

Corollario 5.8. Se la curvatura sezionale & positiva (o nonnegativa) al
tempo t = 0, allora rimane tale per ogni t € [0, T].

Dimostrazione. Abbiamo visto nella Sezione 1.6 (formula (1.13)) che
la curvatura sezionale e positiva (che implica Ric > 0) se e solo se
Ric;; < Rgjj/2, dunque tale condizione si mantiene, per il Teorema 5.7,
in quanto al tempo iniziale possiamo trovare e > 0 e f < 1/2 come
nelle ipotesi di tale teorema.

La stessa conclusione vale per la curvatura sezionale nonnegativa
(che implica Ric > 0), considerando f = 1/2 (e tenendo presente
I’argomento nella parte finale della dimostrazione del Teorema 5.6. [

Ricapitolando, in dimensione 3 (grazie alla struttura speciale del
tensore di Riemann, che & interamente determinato dal tensore di
Ricci), le seguenti proprieta si mantengono durante il flusso:

¢ Curvatura scalare positiva o nonnegativa.
¢ Tensore di Ricci definito o semidefinito positivo.
¢ Curvatura sezionale positiva o nonnegativa.

¢ Pinching del tensore di Ricci: condizioni del tipo Ric > eRg.
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DIMENSIONE GENERALE. In dimensione superiore a 3, la situazio-
ne e radicalmente diversa. La positivita o nonnegativita del tensore
di Ricci non & generalmente preservata e analogamente, la curvatura
sezionale nonnegativa o positiva.

Tuttavia, esistono alcune condizioni “pit1 forti” che sono preservate
dal flusso in ogni dimensione.

Sempre per mezzo del Teorema 5.1, in [23] Hamilton ha dimo-
strato che la positivita o la nonnegativita dell’'operatore di curvatura
R: AZM — A2M (Definizione 1.6), o meglio, della forma bilineare
associata R su A?M, si mantengono durante il flusso di Ricci, in ogni
dimensione.

Con questo risultato, Hamilton in dimensione 4, sempre in [23] e
Bohm e Wilking in ogni dimensione in [6], hanno mostrato che il flusso
di Ricci (riscalato) deforma una varieta riemanniana compatta con
operatore di curvatura positivo in una varieta con curvatura sezionale
costante positiva, cioé un quoziente della sfera standard. Cid ha per-
messo a Hamilton di classificare completamente le 4-varieta compatte
con operatore di curvatura positivo o nonnegativo (utilizzando la ver-
sione “forte” del principio di massimo, Teorema 5.3): se 'operatore di
curvatura & strettamente positivo, la varieta & diffeomorfa a S* oppure
a RIP*; se I'operatore & solo semidefinito positivo, il suo rivestimento
universale & diffeomorfo a $*, oppure isometrico a CIP? (il piano pro-
iettivo complesso con la metrica di Fubini-Study, che & una metrica di
Einstein a curvatura sezionale strettamente positiva ma con operatore
R degenere — si veda [20]), 52 x 82 R4, o al prodotto riemanniano di
una varieta diffeomorfa a S® per R, o di una 2-varieta diffeomorfa a
S? per R?. Boshm e Wilking (sfruttando anche vari risultati classici)
hanno poi esteso la classificazione in ogni dimensione, ottenendo il
seguente teorema strutturale generale.

Teorema 5.9 (Teorema di classificazione di Hamilton/Bo6hm-Wilking).
Sia M una varieta riemanniana compatta di dimensione n € IN con ope-
ratore di curvatura nonnegativo. Allora il suo rivestimento universale
€ isometrico a un prodotto riemanniano della forma:

leXM1XM2><"'XM1‘,

dove ogni M; € una varieta compatta semplicemente connessa diffeo-
morfa alla sfera standard 5" oppure uno spazio simmetrico compatto
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(per esempio CIP™).
Se l'operatore di curvatura e positivo, il rivestimento universale di M
e diffeomorfo a 5", cioeé M & un quoziente della sfera standard.

Una condizione intermedia, pitt debole che richiedere un operato-
re di curvatura positivo, ma pit forte della semplice positivita della
curvatura scalare, e la proprieta di curvatura isotropica positiva (spesso
indicata con l’acronimo PIC — positive isotropic curvature — in lettera-
tura). I concetto di curvatura isotropica e stato introdotto da Micallef
e Moore in [32], come segue. Se (M, g) ¢ una varieta Riemanniana di
dimensione n > 4 e p € M, per ogni quaterna di vettori ortonormali
{e1,ep,e3,e4} C Ty M, si definisce la curvatura isotropica associata a
tale quaterna come

Kiso(e1,e2,€3,e4) = Ri313 + Rig14 + Ro323 + Rogos — 2R1p34.

Dunque, una varieta ha curvatura isotropica positiva (PIC) se questa
quantita & positiva per qualsiasi scelta di una quaterna di vettori orto-
normali in ogni spazio tangente a M.
Hamilton in [25] ha mostrato che in dimensione n = 4, la condizione
PIC & preservata dal flusso di Ricci. Successivamente, questa conclu-
sione & stata mostrata valere in ogni dimensione da Nguyen [33] e
indipendentemente, da Brendle e Schoen [8].

La rilevanza di questo risultato ¢ dovuta al fatto che ha permesso
a Brendle e Schoen (sempre in [8], sfruttando una tecnica introdotta
da Bohm e Wilking in [6]) di dimostrare per mezzo del flusso di Ricci,
il famoso teorema della sfera differenziale, che era un problema aperto da
circa mezzo secolo.

Teorema 5.10 (Teorema della sfera differenziabile). Sia (M, ) una va-
rietd Riemanniana compatta e semplicemente connessa di dimensione
n 2 4. Supponiamo che la curvatura sezionale di M sia strettamente
1/4-pinched, ovvero che per ogni punto p € M e per ogni 2-piano
t € Ty, M, si abbia

1/4 < Sec(m) < 1.

Allora M ¢ diffeomorfa a 5" con la sua struttura differenziale standard.

Dopo che Berger e Klingenberg (intorno al 1960) dimostrarono la
“versione topologica” del teorema, cioe che nelle stesse ipotesi, M &
omeomotfa a S", (teorema della sfera topologico), la questione se tale
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condizione di “pinching” garantisse anche un diffeomorfismo, divenne
uno dei problemi centrali della geometria riemanniana globale. La
scoperta delle sfere “esotiche” da parte di Milnor nel 1956 aveva infatti
reso il problema non banale: esistevano varieta omeomorfe ma non
diffeomorfe alla sfera standard.

Micallef e Moore [32] avevano mostrato che se una varieta (M, g) &
strettamente 1/4-pinched, allora soddisfa la condizione PIC, mentre
Brendle e Schoen [8] hanno osservato che & implicata una condizione
ancora pit forte, cioe che il prodotto (M, ) x (R, can) ha curvatura
isotropica positiva e che anche questa proprieta si mantiene facendo
evolvere (M, g) col flusso di Ricci. Utilizzando poi le tecniche svilup-
pate da Bohm e Wilking, hanno provato che a meno di “riscalamento”,
tale flusso di Ricci (riscalato) deforma (M, g) in una sfera standard (in
virtlt della stabilita di tale proprieta), da cui il Teorema 5.10.

Riassumendo, in dimensione arbitraria, le seguenti proprieta si
mantengono durante il flusso:

¢ Curvatura scalare positiva o nonnegativa.
¢ Operatore di curvatura definito o semidefinito positivo.

¢ Curvatura isotropica positiva o nonnegativa.
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Abbiamo visto nel primo capitolo che in dimensione 3 il tensore di
Weyl ¢ assente e il tensore di Riemann di una varieta & interamente de-
terminato dal tensore di Ricci. Di conseguenza, studiare 1’evoluzione
della curvatura durante il flusso di Ricci equivale a studiare 1’evolu-
zione di tale tensore. Questa semplificazione & drastica: il sistema di
reazione—diffusione per il tensore di Riemann (un oggetto con 4 indici)
si riduce a un sistema per un tensore simmetrico di tipo (0,2).

Hamilton osservo che se il tensore di Ricci e positivo, i suoi au-
tovalori tendono ad avvicinarsi tra loro, rendendo la metrica asin-
toticamente “rotonda”. Per formalizzare precisamente questo fatto,
studiare la geometria della “varieta limite” ed estrarre informazioni
topologiche, risulta molto pili conveniente modificare dinamicamente
la scala spaziale in modo tale che il volume totale rimanga costante
durante 1’evoluzione. Introduciamo dunque il seguente flusso di Ricci
normalizzato.

Definizione 6.1. Sia M una varieta riemanniana compatta di dimensio-
ne n € IN. 1l flusso di Ricci normalizzato & una famiglia g(t) di metriche
C* su M che soddisfa 'equazione di evoluzione

%g@) — “2Ric(g(t)) +2r(H)g(t)/n,

per ¢ in un intervallo I, dove la quantita r(t) rappresenta la curvatura

scalare media della varieta al tempo ¢, definita in termini della curvatura
scalare R come

_ JuRdugn

Judvgw

dove iy € la misura riemanniana canonica della varieta (M, g(t)).

(6.1)

L’aggiunta del termine spazialmente costante (ma dipendente dal
tempo) 2r(t)g(t)/n all’equazione del flusso di Ricci agisce come un’o-
motetia dinamica che bilancia esattamente a ogni tempo, la “perdita di
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volume” causata dal termine —2Ric. Infatti, calcolando come abbiamo
fatto alla fine della Sezione 2.2 per ottenere I'equazione (2.10), abbiamo

1 )
Orddpig(r) = 51/ detg(t) (1) (= 2Ryj(£) +2r()gis(£) /n) dx

= —/detg(t) (R(t) —r(t)) dx = —(R — 1) dpg(y),

d
EVoI(M, g(1)) = - /M (R—r)dpggy =0,

per 'equazione (6.1), quindi il volume della varieta rimane costante
durante 'evoluzione del flusso di Ricci normalizzato.

da cui

Sia ora g(t) una soluzione del flusso di Ricci (non normalizzato) su
una varieta riemanniana compatta M di dimensione n € IN, definita
per t € [0, T). Indichiamo con Vol(t) = [y, dpg () il volume e con r(t)
la curvatura scalare media della varieta (M, ¢(t)). Durante il flusso, il
volume evolve secondo I'equazione (2.10):

%Vol(t) —- /M R(g(8)) dyigs) = —r(E)Vol(t).

Introduciamo un fattore di riscalamento spaziale ¢ : [0,T) — R™

definito come segue:
~(Vol(0)\*"
po) = (Vol(t)) ’

che quindi soddisfa

Definiamo la metrica riscalata § e un nuovo parametro temporale T
come segue:

t
T(t) :/0 P(s)ds.

oQ
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Esaminiamo come cambiano le quantita geometriche passando dalla
metrica ¢(t) alla metrica g(7). Essendo ¢(7) un riscalamento omoteti-
co di g(t), il tensore di Ricci & invariante, ovvero Ric(g(7)) = Ric(g(t)),
mentre la curvatura scalare riscala con 'inverso del fattore di omotetia,
per cui la curvatura scalare media 7(7) rispetto alla metrica g(7) &
legata a r(t) dalla relazione

() = p(t) r (). (63)

Calcoliamo l’evoluzione temporale della nuova metrica g rispetto al
nuovo tempo 7. Si ha

J dt

250 = L) 2 (p0)s) = 57

/ 98
S (P 0sw v E
e sostituendo in questa espressione l'equazione di evoluzione del
flusso di Ricci per g(t), ricordando che g(t) = ¢(t)~'g(7), si ottiene

5280 = L0 (9050 + F ) = La(0) - 2R,

essendo Ric(g(t)) = Ric(g(71)).
Infine, inserendo I'espressione per la derivata ¢/ (t) data dalla formu-
la (6.2), concludiamo

2 §() =29()) " r{H)§(1)/n — 2Rie(3(x))

= —2Ric(g(7)) +27(1)g()/n,

per la relazione (6.3). Questo dimostra che il flusso cosi riscalato & un
flusso di Ricci normalizzato e viceversa, si vede facilmente che con un
opportuno riscalamento, da un flusso di Ricci normalizzato si ottiene
un flusso di Ricci “standard”, mostrando 1’equivalenza analitica e
geometrica dei due problemi.

Il risultato mostrato da Hamilton nel 1982 per le 3—varieta con
tensore di Ricci positivo ¢ il seguente.

Teorema 6.2 (Hamilton [22]). Sia (M, go) una 3—varieta Riemanniana
compatta con tensore di Ricci definito positivo. Allora il flusso di Ricci
normalizzato con dato iniziale g esiste per tutti i tempi t € [0, +00)
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e converge esponenzialmente nella topologia C* a una metrica con
curvatura sezionale costante positiva. In particolare, M ¢é diffeomorfa
alla sfera S con la sua metrica standard o a un suo quoziente per un
gruppo finito di isometrie.

Le sezioni che seguono sono dedicate a sviluppare in dettaglio i
passi della dimostrazione.

Osservazione 6.3. Questo teorema ha rappresentato il primo passo
fondamentale verso la dimostrazione della congettura di Poincaré. La
condizione Ric > 0 assicura che non si formino singolarita “a collo”
(neckpinch) o di altro tipo, ma che l'intera varieta si contragga a un
punto diventando sferica. Se la condizione Ric > 0 non & soddisfatta,
il flusso puo sviluppare singolarita pitt complesse, che richiedono

I'analisi successiva di Perelman in [34, 35, 36] per essere gestite.

6.1 PINCHING DEGLI AUTOVALORI DEL TENSORE DI RICCI

Ricordiamo che il tensore di Ricci tracefree di una varieta tridimensio-
nale & definito come

Ric = Ric — Rg/3
e osserviamo che
|Ric|” = [Ric — Rg/3|> = [Ric|> — R?/3 = § — R?/3

= [ — 02+ A=+ (e vP),

dove S = tr Rfj = |Ric|> e A, u, v sono i tre autovalori del tensore

di Ricci. Chiaramente si ha S — R2/3 > 0 e si annulla solo quando
A = pu = v. Dunque questa quantita misura quanto gli autovalori
divergono l'uno dall’altro.

Supponiamo di avere un flusso di Ricci di una varieta compatta
tridimensionale con Ric > 0 in un intervallo temporale [0, T). La
seguente stima di Hamilton mostra che gli autovalori del tensore di
Ricci si avvicinano tra loro in quei punti in cui la curvatura scalare
diventa grande.
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Proposizione 6.4. Esistono una costante é > 0 e una costante C > 0
dipendente solo dalla varieta iniziale, tali che per ogni t € [0, T), si ha

S—R?/3 < CR*7,
in ogni punto di M.

Dimostrazione. Siay =2 — 6 con 7y € (1,2). Ricordiamo, per comodita,
che
otRjj=AR;—Q; e  9R=AR+2S,

con
Qjj = 6S;j — 3RR;; + (R* — 25)g;;,

S = |RiC|2 = gikgleink[ = /\2 + }12 + 1/2,

inoltre, poniamo
T = "¢l g RyjRiyRon = A° + pi° + v

e

L ik ji L 53
=M+ +07) — (Au+ A + A%0 + A2 4 pPu + uv?) + 3Au,

dove A, i e v sono gli autovalori del tensore di Ricci.
Per il calcolo che porta all’equazione (2.9) per 1'evoluzione della norma
quadratica S del tensore di Ricci S, segue che

;S = AS — 2| VRic|> +4(T - C).
Vediamo alcuni “lemmi di calcolo”.

Lemma 6.5. Se R > 0, allora per ogni <y si ha

SN _a(S\, 200-1) , S
at<ﬁ)_A<ﬁ>+—R VRV 2

2 . .
- R,Y+2|RVR1C— V RRic|?
2-7(-1) 2 4R(T - C) — 29§
_ O S|VR|* + Ry .

(6.4)
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Dimostrazione. Calcoliamo le derivate

a(s>_R%—§—ys%—ff
t S A 13

RY R1+L 7

vq( S ) _ RV4S—9SV,R

RY RY+1 ’
S\ _RAS—9SAR 2y . y(y+1) )
A(m) = R'YJFl — R'YJFlg vaqu+WS‘VR| .
Poiché,
mv, RV, () = L oV, RV, S — —L_S|VR[?
§MVRV( 27 ) = 778" ViRVS — 53 SIVRT,

e vale inoltre I'identita
S|VR|*> = |VRRic|?,

si ha che la somma dei termini nell’equazione di evoluzione per S/R"
che sono quadratici nelle derivate prime della curvatura e uguale a
1/R7*2 moltiplicato per

—2R?|VRic|? +2yRgMV,RV,S — (7 +1)S|VR|?
= —2|RVRic — VRRic[?
+2(y —1)(Rg"V,RV,S — vS|VR[?)
+(r=2)(r - 1)S|VRP,
da cui segue la formula (6.4), sostituendo. a

Lemma 6.6. Se R > 0, allora per ogni <y si ha

2(y—1
OR*T =AR*T + —('YR ) gr VRV R>™7

Gl ]G ) ;m “UR2TRE +2(2 - )RS, (63)

Dimostrazione. Calcoliamo le derivate
0;R?>™7 = (2— 9)R'"7(AR +25),
AR*> 7 = (2—9)RV7AR+ (2—9)(1 —9)R7|VR[?,
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2(y—=1) - _
=R 8"V RV R =2(2— ) (v = )RT|VRP,
da cui segue la formula (6.5). |

Lemma 6.7. Sia f = S/RY — R?~7/3. Allora,

d v—1
f Aer%ngpquf 2\RVR1C—VRR1C|2

RY+

Gl )16 et ;m “U (s r2/3)|VR?

+ ——=[(2—7)S(S — R?/3) —2P], (6.6)

RYH
dove P =S*+R(C—T).

Dimostrazione. Questa identita segue direttamente dai Lemmi 6.5 e
6.6, per sottrazione. |

La tesi della Proposizione 6.4 segue dal principio di massimo per la
funzione f se i termini di reazione hanno segno nonpositivo. L'unico
termine che non é chiaramente tale & 1'ultimo, nella formula (6.6),
dunque dobbiamo analizzare il termine P, che & un polinomio simme-
trico di grado 4 negli autovalori A, y e v del tensore di Ricci. Infatti,
utilizzando le formule per S, R, T e C in termini di A, p e v, si ha
facilmente

P=(A*+pt o) — (A3 + Apd + A%+ A8 4 by + )
+ (Apv + ApPv + Apv?)
=VA = A =v) + (= M) —v) + 02 = M)V — p).
Lemma 6.8. Se R > 0 e Ric > ¢Rg, allora P > ¢2S(S — R?/3).

Dimostrazione. Poiché entrambi i membri della disuguaglianza sono
polinomi omogenei di grado 4 in A, u e v, possiamo assumere che
S =A%+ u?+v2=1esupponiamo A > u > v > 0. Poiché

A+pu+v)? =2 A2 42402 =1,

abbiamo v > e(A +p +v) > ¢, essendo R;; > eRgj;. Riscriviamo P
come

P=(A—p?A+A+p)(p—v)]+v*(A—v)(u—v),
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da cui & evidente che
P2 A A= p)? + (A —v)(pu—v) = A2 (A = p)* + V3 (p —v)?
e poiché A > v > ¢, otteniamo
P> E[(A—p)?+ (n—v)?.
Draltra parte, poiché
(A=) = [(A=w) + (1 =)]* <2[(A = W+ (=),

vediamo che

1
S=R/3=2[(A=p?+A-v)*+(u=v)’] <A-p)+(p-v)?
e questo conclude la dimostrazione del lemma. O

Da questa stima su P, se § < 2¢2, si ha che 'ultimo termine nella
formula (6.6) & nonpositivo, dunque dal Lemma 6.7, segue

d
a—{ < Af + XKV,
dove Xk = —2(7£1)glelR.

Se quindi C > 0 & una costante tale che

S 1 5
- 2 IR«
f=m 3R 7sC
al tempo t = 0, allora per il principio del massimo, abbiamo f < C per
ogni t € [0,T), cioe S — R%2/3 < CR?*79, come volevamo dimostrare.
O

6.2 STIMA DEL GRADIENTE DELLA CURVATURA SCALARE

Come nella sezione precedente, assumiamo che la nostra varieta sia
compatta e tridimensionale, che la metrica iniziale abbia curvatura
di Ricci strettamente positiva e che 1’equazione di evoluzione non
normalizzata ammetta una soluzione per ¢ € [0, T).
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Proposizione 6.9. Per ogni # > 0 possiamo trovare una costante C(77),
dipendente solo da # e dalla metrica al tempo iniziale, tale che per
ognit e [0,T),siha

[VR[* < yR*+C(1),
in ogni punto di M.

Dimostrazione. Calcoliamo l’equazione di evoluzione per |VR|?> =

§ViRV,R. Si ha
3|VR[* = 2¢'"V;ARV ;R + 4¢"V ,RV ;S + 2g" ¢/ Ry V;RV R,

mentre -
A|VR|* = 2gAV,;RV R + 2| V*R|?

e sfruttando l'identita
AV;R = V;AR + ¢/R;; ViR,

che segue dal contrarre la formula di interscambio di derivate cova-
rianti di VR, si ottiene

9|VR[> = A|[VR|* —2|V?R}* + 4"V ,RV,S.

Segue che abbiamo la seguente equazione di evoluzione:

IVRP\ _ (VRPN 2 hoop 2
at( ) =a( ZIRV?R — VR VR

4 28
+ EgWV,,qus — ﬁ|VR|z. (6.7)

Calcoliamo infatti

3 [VR[?\  RA|VR|?> —|VR]’AR
‘\"R ) R2

2 oo 4 25 . _
mentre

A [VR|?\  RA|VR|?> — |[VR]’AR
R ) R2

- ﬁglkg]lelvzszviRij + 23/ VR® VR|?,
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e la formula (6.7) segue.
Ricordiamo le equazioni di evoluzione
0:R?* = AR? — 2|VR|? 4 4RS, (6.8)
9;S =AS —2|VRic|?> + 4(T — C),
(S —R?*/3) =A(S — R*/3) —2(|VRic]* — |VR[*/3) +4Q, (6.9)

dove Q =T — RS/3 — C e vediamo che si ha
Q < R(S—R?*/3). (6.10)

Infatti, dalla sezione precedente, sappiamo che P = S> + R(C—T) > 0
e poiché S < RZ, otteniamo

QR < P+QR=5(S—R?*/3) <R*(S—R?/3),

e la formula (6.10) segue dividendo per R.
Poiché V;R = gfk ViRj, € immediato osservare che

|VR|? < 3|VRic|?,

per la disuguaglianza tra media aritmetica e quadratica. E in realta
piuttosto sorprendente che valga una stima leggermente migliore.

Lemma 6.10. In dimensione n = 3, si ha la disuguaglianza |[VR|?> <
2| VRic|%.

Per un generico tensore simmetrico Tl-]-, la sua derivata covariante
VT (che & un tensore di tipo (0,3), simmetrico negli ultimi due
indici) possiede due contrazioni (tracce) algebricamente indipendenti:
la derivata della traccia gfk ViTy = V;trT e la divergenza Il ViTy =
divTy. Di conseguenza, la parte di VT legata alle tracce dipenderebbe
da due campi vettoriali distinti, impedendo di ottenere una stima su
un unico scalare.

Nel caso del tensore di Ricci Rl-]-, tuttavia, entra in gioco la seconda
identita di Bianchi contratta (1.7), che in coordinate si scrive come

§IViRj = %ka/ (6.11)

la quale mostra un legame tra la divergenza e il gradiente della traccia
del tensore di Ricci. Grazie a questa identita, entrambe le tracce di
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VRic sono proporzionali al solo vettore VR e questo permette di
migliorare la costante nella disuguaglianza, cosa che non si ha per un
tensore generico.

Dimostrazione del Lemma 6.10. E sempre una buona idea provare a
scrivere un tensore come somma delle sue componenti irriducibili.
Decomponiamo quindi VRic come

ViRjx = Eijx + Fijk,

dove E & un tensore che “raccoglie” le parti di traccia di VRic, mentre
F ¢ allora totalmente a traccia nulla. Poiché Ejjx deve essere simmetrico
in negli indici j e k, lo cerchiamo sotto la forma

Eij = 8ijAx + &ikAj + jiBi,

per delle costanti Ay e B; da determinare. Per assicurarci che Fj =
ViRjx — Ejj sia a traccia nulla, dobbiamo imporre che le tracce di E;jx
coincidano con quelle di V;Rj;, dunque:

e contraendo con g/, si ha
& Ejjk = 8/ (81 Ak + 8ikAj + 8jkBi) = 2Ai +3B; = ¢ ViR = ViR,
perognii=1,2,3;

e contraendo con g7/,
8" Ei= 8" (8ijAx + SikAj + 8jkBi) = 4Ax + By = ¢ ViR = V(R /2,
per ogni k =1,2,3, per l'identita di Bianchi (6.11).

Risolvendo questo sistema lineare, troviamo immediatamente Ay =
%)VkR eB; = 1—30V1-R, dunque

1 3
Eije = 55(8ij ViR + 8k ViR) + 158k ViR,

da cui
7
2 _ 2
|Eijx|* = —2O\VR| .
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Per costruzione, il tensore Fjjx = V;Rj — E;j; € a traccia nulla su ogni
coppia di indici, ovvero

§Fy =0, §"Fp=0 e ¢Fyp=o.

Ne consegue che i tensori E ed F sono mutuamente ortogonali rispetto
al prodotto indotto dalla metrica:

8(E,F) =g" P g E iy,
= (2% (8" ViR + ¢'1VR) + %ngiR) Fipg = 0.
Pertanto,
|VRic|* = |Ej|* + |Fiul* > %\VRF,
il che dimostra il lemma. a

Dunque, per la disuguaglianza (6.10) e quella di questo lemma,
dall'uguaglianza (6.9) otteniamo

9:(S—R?*/3) < A(S—R?*/3) — 22—1\VRic\2 +4R(S —R?*/3). (6.12)

Tornando all’equazione (6.7) per 'evoluzione di |VR|?>/R, 1'unico
termine di reazione che potrebbe avere segno positivo e g7V ,RV,S,
che stimiamo nel modo seguente:

gPV,RV,S = 2¢Pg" ¢V ,RR;;V Ry < 2| VR||Ric||VRic|

e quest’ultimo termine & minore o uguale a 4R|VRic|? in quanto
|[VR|?> < 3|VRic|> < 4|VRic|? (I'ultima disuguaglianza & per evitare
radici quadrate).
Dunque, usando questa stima per 1’equazione (6.7) e ricordando la
formula (6.8), si ha per 7 < 1/3,

[VR[? ?

IVRIZ 0\ A IVRE o 225 opp2
at< R ;7R>\A< R ;7R>+16VR1C| R2|VR\

+ 27| VR[* — 45RS
2
<A<@ - ;71{2> + 16| VRic|* — %;71{3,

(6.13)
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in quanto S > R?/3 e il termine 2(S/R?)|VR|?> domina 27|V R|?
quando < 1/3.

L'idea ora & di “aggiungere” a |VR|?/R un multiplo di S — R?/3 tale
che il suo termine di reazione — % | VRic|? nell’equazione 6.12 (che non
sarebbe presente senza 1’analisi raffinata del tensore VRic vista sopra
nel Lemma 6.10) sia sufficiente a cancellare il termine nonnegativo
|VRic|?, per poi invocare la Proposizione 6.4 che ci dice che l'altro
termine di reazione R(S — R?/3) @ piccolo rispetto a R>.

Osserviamo che 168 22—1 = 16 e poniamo

_ IVRP
R
Allora, per ogni 77 < 1/3, esiste una costante C(1) dipendente unica-

mente da # e dal valore iniziale della metrica al tempo iniziale tale
che

F —nR* +168(S — R?/3).

oF
I < AF+C(n). (6.14)
Infatti, sommando i contributi forniti dalle stime (6.13) e (6.12), gli

unici termini di reazione che non si annullano sono
4
672R(S — R*/3) — §;71{3

e in virtt della Proposizione 6.4, & possibile determinare una costante
J > 0 e una costante C > 0 dipendente solo dalla metrica iniziale,
tali che S — R*/3 < CR>~°. Conseguentemente, per un’opportuna
costante C(7) dipendente solo da é, C ed i > 0, otteniamo

672R(S — R*/3) — %;71{3 < CR3™® — %;71@ < C(n),

da cui segue la formula (6.14).
Tale formula, per il principio di massimo, implica che

[VR[?
R
per ogni t € [0,T) e in ogni punto di M.
Ricordando la stima (3.2) sul tempo massimale di esistenza del flusso,
anch’essa dipendente solo dalla metrica iniziale, siha T < 3/2Rpin(0),
dunque concludiamo che

VR[? =
| R' <R*+C(1),

77R2 < Fmax(t) < Pmax(o) + é(ﬂ)t < Fmax(o) + 6(77)T
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in M x [0, T), con C() dipendente solo dalla metrica iniziale.
Questo implica che

IVR|*> <nR?+ C(57)R < 2qR® + C(n),

con C(#) dipendente solo dalla metrica iniziale. Dunque, cambiando
variabile da # a 27, poiché R > 0 e possiamo scegliere 7 arbitrariamen-
te piccolo, abbiamo la tesi della Proposizione 6.9. O

6.3 IL CONTROLLO DEL RAPPORTO Rmax/ Rmin

Sappiamo che se T e il tempo massimale di esistenza del flusso,
Smax = |Ric|2,,x — +oo per t — T, che nel nostro caso di curvatura
di Ricci positiva, e equivalente a Rmax — +00. Vogliamo studiare il
rapporto Rmax/ Rmin all’avvicinarsi a tale tempo massimale.

Proposizione 6.11. Si ha Rpax/Rmin — 1, pert — T.

Dimostrazione. Per la Proposizione 6.9 sappiamo che per ogni # > 0
possiamo trovare una costante C(7) con

1
[VR| < 57*R¥2 +C(n)

per ogni t € [0, T). Poiché Rmax — +0c0 per t — T, possiamo trovare
un tempo 6 tale che C(7) < 372R3/2 per ogni t € [0, T), dunque,
‘ VR‘ < 772R3/2

max-’

per ogni t > 6. Fissato allora un tale tempo t e un punto p € M dove
R(-,t) assume il suo massimo spaziale, su qualsiasi geodetica uscente
da p di lunghezza £ = 1/(yR1Y2) siha R > (1 — 17) Rmax-

Mostriamo che se #7 > 0 e sufficientemente piccolo (indipendentemente
da t), su tale geodetica vi € un punto coniugato a p. Dunque per il
teorema di Hopf—Rinow (si veda [20]), la famiglia di queste geodetiche
“copre” tutta M e di conseguenza, la stima R > (1 — 17) Rmax vale per
ogni punto della varieta. Chiaramente segue che

Rmin 2 (1 - U)Rmaw

Infatti, poiché sappiamo dal Teorema 5.6 che Ric > eRg, per un certo
e > 0, indipendente da ¢, lungo una tale geodetica si ha

Ric > eRg > €(1 — 7)Rmaxg
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e possiamo applicare la seguente versione del teorema di Bonnet—Myers
(si veda [20]).

Teorema 6.12. Se Ric > (n — 1)kg lungo una geodetica di lunghez-
za almeno 77/+v/k su una varieta di dimensione 7, allora lungo tale
geodetica vi sono punti coniugati.

Dunque, se

1 7'[\/5 L. 1 7'(\/5

7 2 , cioe -2
77Rmax 8(1 - W)Rmax n V 8(1 - 77)
abbiamo la conclusione e questo si verifica se scegliamo # sufficiente-

mente piccolo, per ogni t > 6.
Segue che

/€:

liminf Ryin/Rmax =1 —1
t—T

e per l'arbitrarieta di #, concludiamo che Rmax/Rmin — 1, per t —
T. |

Per il Teorema 4.15 e I'Osservazione 4.16, sappiamo non solo che
|Ric|max — +00, per t — T, ma anche che per una costante C > 0 (che
nelle seguenti stime puo variare da riga a riga), si ha

C

‘Ric|max(t) = ﬁ;

per ogni T € [0, T), dunque nella nostra situazione di Ric > 0, cid &

equivalente a

C
Rmax(t) = ﬁ
Come facile conseguenza della proposizione appena vista, si ha allora
anche

C C
Rmin(t) > ﬁ — 400 e r(t) 2 ﬁ — 400, (615)

per ogni t € [0,T), dove r & la curvatura scalare media al tempo ¢ (la
costante C nelle precedenti stime puo variare da riga a riga).
Segue chiaramente che

T T T
/ Rmax dt = +o0, / Rppin dt = +o0 e / rdt = +oo.
0 0 0
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Proposizione 6.13. Si ha S/R?> —1/3 — 0, per t — T.

Dimostrazione. Per la Proposizione 6.4, abbiamo

S 1 -5 -5
3 <CR° <CR;,,
e Rpyin — +o0,set — T. O

64 STIME PER IL FLUSSO NORMALIZZATO

Nelle stesse ipotesi delle sezioni precedenti, consideriamo il flusso di
Ricci normalizzato g(t) associato al flusso di Ricci () su M nellinter-
vallo massimale [0, T), che dunque soddisfa (si veda l’analisi all’inizio
del capitolo)

d - 2 ~
5-8ij = 378ij — 2R;

in un intervallo [0, T), dove

0 =pigt) e ()= /0 p(s)ds,  (616)

con

2/3
P(t) = <—¥,leg(t)))) , (6.17)

per ogni t € [0, T). In particolare, ricordiamo che
F(T) = p(t) e (t). (6.18)

Per i risultati visti, riscalando le quantita geometriche, abbiamo
allora le seguenti conclusioni:

. ﬁmax/ ﬁmin — 1, per T — T. In particolare, questo rapporto &
uniformemente limitato.

* Ric > eRg, per un certo ¢ > 0.

Lemma 6.14. Esiste una costante C > 0 tale che Rpayx < C < 400, per
ognit € [0,T).
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Dimostrazione. Siano Vol il volume e d il diametro di (M, §(7)). Aven-
do tensore di Ricci positivo, il teorema di Bishop—Gromov (si veda [20])
ci dice che i volumi delle palle di (M, g(7)) sono minori di quelli delle
palle euclidee tridimensionali di stesso raggio. Segue che esiste una
costante uniforme C > 0 (1/8 il volume della palla unitaria di IR%) tale
che Vol < Cd3 e poiché Ric > eRming, si ha d < Cgﬁ;ﬁlrf 2, per il teore-
ma di Bonnet-Myers (dove C, = 71'\/2_/8). Pertanto, Vol ﬁf’nﬁ < GCS.
Poiché per costruzione Vol = 1, concludiamo che Riin < CC3. Di
conseguenza, si ha anche Rpax < C, per una costante C > 0, in quanto

Rimax/ Rmin @ uniformemente limitato. O
Lemma 6.15. Si ha T = +co.

Dimostrazione. Poiché dt/dt = ¢ e Y7 =, si ha

T T
/ 7dT:/ rdt = 400,
0 0

per le stime (6.15). Ma 7 < Rmax < C, dunque si deve necessariamente
avere T = +oo. O

Dalla Proposizione 6.13 segue che (essendo invariante per riscala-
mento)
S/R*~1/3 0,

per t — +o0 e poiché abbiamo visto che vale la relazione

~ 1=~
S—-R?>=
3

(A= + (A -0+ (i—v)?],

Q=

ne consegue che il rapporto A/ tra due qualsiasi autovalori del
tensore di Ricci Ric converge a 1 per T — 4o (essendo equilimitati).
Dato che anche Ryax/ ﬁmm — 1 per T — 400, deve inevitabilmente
accadere che la curvatura sezionale diventi ad un certo tempo 1/4-
pinched, cioé che il rapporto SeCmin/SeCmax appartenga all’intervallo
(1/4,1]. Dunque, per il teorema della sfera (si veda [37, Sezione 12.3]) si
ha che il rivestimento universale di M & una sfera. Tuttavia, possiamo
evitare di invocare tale teorema e utilizzare soltanto un lemma chiave
della sua dimostrazione (detto “del raggio di iniettivita di Klingenberg”
- si veda [10, Theorem 5.10] per una dimostrazione).
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Lemma 6.16 (Klingenberg [26, 27]). Sia M una varieta semplicemente
connessa di dimensione maggiore o uguale a 3, tale che tutte le sue
curvature sezionali appartengono all’intervallo (K/4,K]. Allora il
raggio di iniettivita di M & almeno 71/ v/K.

Applichiamo questo risultato al rivestimento universale riemannia-
no (compatto) M di M, che ha un numero finito m € IN di fogli, per
il teorema di Bonnet-Myers. Inoltre, se le curvature sezionali appar-
tengono all’intervallo (K/4, K] (in particolare, sono minori o uguali a
K), per il teorema di Giinther (si veda [20]), il volume di una palla Bin
M di raggio inj(M) sara maggiore di quello di una palla B di stesso
raggio nella varieta semplicemente connessa con curvatura sezionale
costante uguale a K.

Poiché K & limitato dall’alto da una costante (un multiplo fissato di
ﬁmi_n o equivalentemente, di Rimax, che sono uniformemente limitate
per T € [0,4c0)), si ha

VolX(B) > Cinj(M)3,

per una qualche costante Cx > 0 (si osservi che anche inj(M) & limitato
da una costante uniforme, per il teorema di Bonnet-Myers). Dunque,
per il Lemma 6.16, si ha

K2 < inj(M)® < Ce'Vol(B) < Ci'Vol(B) < Ci'Vol(M).

Poiché il volume di M & uguale a m volte quello di M, che & uguale
a 1 e ricordando che K & minore o uguale a un multiplo (fissato) di

Rinin, otteniamo
R—3/2 < K—3/2 < C

min 4
per una costante C > 0, per ogni T € [0, +00).
Concludiamo quindi che esiste ¢ > 0 tale che Ry, > ¢, per ogni

T € [0, +00).
6.5 CONVERGENZA ESPONENZIALE

Per concludere la dimostrazione del Teorema 6.2, dobbiamo mostrare
che le quantita geometriche della metrica normalizzata non solo si
avvicinano a quelle di una sfera, ma lo fanno con una rapidita tale
da garantire la convergenza della metrica stessa nella topologia C*.
Questo ¢ garantito da delle stime di decadimento esponenziale.
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Iniziamo con un principio generale per convertire le quantita dal
flusso di Ricci non normalizzato a quello normalizzato. Siano P e
Q due espressioni costruite a partire dalla metrica e dai tensori di
curvatura e siano P e Q le corrispondenti espressioni per il flusso
normalizzato. Poiché differiscono per dilatazioni, differiscono per una
potenza di ¢ (si ricordino le equazioni (6.16) e (6.17)). Diciamo che P
ha grado 1 se P = " P. Pertanto, ¢ ha grado 1, Ric ha grado 0, R ha
grado —1 e S ha grado —2.

Lemma 6.17. Supponiamo che P soddisfi
P =AP+Q

per il flusso non normalizzato e che P abbia grado n. Allora Q ha
grado n — 1 e per il flusso normalizzato vale

9:P=AP+0Q+ gnﬂ?
Dimostrazione. Osserviamo che Q ha grado n — 1 poiché dt/dt = e
A = ¢A. Si ha quindi
Yor(p~"P) =ypA(yp~"P) +p~"1Q,
T dl/J ~
9:P=AP+Q+ EEP.

Poiché dall’equazione (6.2) segue

dlogyp . dlogy ldlogy | 1 .
I =2r/3, dacui e o dt =2y r/3=27/3,
per la formula (6.18), abbiamo la tesi del lemma. a

Dalla sezione precedente, sappiamo che il flusso normalizzato
soddisfa, per ogni T € [0, +-00),

0<ée< Ryin < Rmax < G, (6.19)
¢Rg < Ric < Rg,
per delle costanti positive C ed ¢, inoltre
Rmax/Rmin—1 e  S/R*—=1/3—0,

per T — +00.
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Lemma 6.18. Possiamo trovare delle costanti C,J > 0 tali che
S—R?*/3<CeT,

per ogni T € [0, +00).

Dimostrazione. Poniamo f = S/R? —1/3 e notiamo che f ha grado 0.

Allora, per il Lemma 6.7 con ¢ = 2 e il Lemma 6.17, abbiamo
F 2 2 - D
= < =gM — 4=
57 \Af+Rg VRV, f 4R3

e dal Lemma 6.8, si ha

P> 5(5 - R2/3) — 2SREF,
Dunque,
O < RF+RIT,F - oF,
oT 1 !
con X7 =237V ,R/R e § = 46> /3, in quanto
I A o
d— > 46?22 > 42 fR/3 > 462 /3 = of,
= >4 > 47F Fra=of
essendo S > R?2/3eR > ¢ (disuguaglianze (6.19)). Quindi,
p) o e~ ~
() < AT + KT,

e per il principio del massimo segue che T <C, per una costante

C > 0 dipendente dal massimo di f(+,0) (cioe dalla metrica iniziale).
Dunque, f < Ce™°T per ogni T € [0, +o0) e poiché R & uniformemente
limitata dall’alto e positivamente dal basso, questo risulta equivalente
alla tesi del lemma. O

Corollario 6.19. Si ha |Ric — Rg/3| < Ce™97, per ogni T € [0, +0o).
Dimostrazione. Gli autovalori di Ric — Rg/3 sono della forma
A=A tptv)/3=[A=p)+ (A -v)/3
mentre
S—R/3=[(A—p?+ A=)+ (u—v)/3,

dunque la stima segue immediatamente dal lemma precedente. [
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Lemma 6.20. Possiamo trovare delle costanti C, 6 > 0 tali che
Rmax — Rinin < Ce ™7,

per ogni T € [0, +00).

Dimostrazione. Poniamo

~ ~~2 ~ ~
F= % +168(S — R%/3),

che ha grado —2. Dalle formule (6.12) e (6.13) (scegliendo 1 = 0)
segue

= = == 4
_F< _ _ =
5oF < AF+672R(S — R*/3) — 37,

(il Lemma 6.17 vale anche per le disuguaglianze differenziali). Utiliz-
zando la stima del Lemma 6.18, si ha

9 F < AF 4 Ce 07 _ 6F,
oT

per delle costanti C,6,e>0, poiché R<Ce7> ﬁmm >e>0.
Dunque,

9 - o

—(e°"F — C1) < A(e°"F — C1)

oT

e dal principio del massimo, concludiamo che e’"F — Ct < C, per una
costante C > C dipendente solo dalla metrica iniziale. Ne deriva che
F < C(1+1)e~°T per ogni T € [0, +00) e cid conclude la dimostrazione
del lemma, in quanto & sufficiente considerare un valore di § > 0
leggermente minore di quello trovato. O

Lemma 6.21. Si ha |[Ric —7§/3| < Ce %7, per ogni T € [0, +0o).

Dimostrazione. Sappiamo che Riin < 7 < Rmax, dunque |ﬁ -7 <
Rimax — ﬁmm < Ce 0T, per il lemma precedente. Poiché per il Co-
rollario 6.19, abbiamo |Ric — ﬁg~/ 3| < Ce 07, la tesi segue dalla
disuguaglianza triangolare. O

Per il Lemma 4.12 e le precedenti stime di decadimento esponen-
ziale, si ha il seguente risultato.
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Proposizione 6.22. Le metriche g(7) sono tutte equivalenti e conver-
gono uniformemente per T — 400 a una metrica continua definita
positiva g(oo) su M.

Per stimare le derivate della curvatura, ricordiamo la formula (4.9)
nell’Osservazione 4.11 e vediamo che tutti e tre i termini hanno lo
stesso grado di omogeneita (V = V e i = ¢°u), di conseguenza la
stessa formula vale per il flusso normalizzato. Poiché in dimensione
tre il tensore di di Riemann e interamente determinato da quello di
Ricci, abbiamo la stima

A [ g N
—/ I+ Ricdf <—2/ |Vk+1Ric\2dy+Cmax|Ric|/ |+ Ric i
dt M M M M

<—2/ |€k+ll€ﬂ:\2dﬁ+€/ |VFRic|?dji,  (6.20)
M M

in quanto |Ric| & uniformemente limitato, per T € [0, +0c0). .
Introduciamo il tensore E = Ric — 7§/3 e osserviamo che V¥Ric =
VXE, per k > 1, dal momento che 7 & costante in spazio. Quindi,
interpolando per mezzo della Proposizione 4.9, si ha

. o R _ N k/(k+1) _ 1/(k+1)
c/ |VFRic|2dji < c(/ |Vk+1Ric2dﬁ> (/ Ezdﬁ) ,
M M M

per k > 1 e applicando la disuguaglianza di Young, per ogni ¢ > 0,

E/ kazdﬁgc’e/ Wk+1RTc|2dﬁ+c’e-k/ Bz,
M M M

per una costante C' > 0 dipendente solo da k (e non da ¢).
Scegliendo dunque ¢ > 0 tale che C'e < 2 e sostituendo questa stima
nella formula (6.20), otteniamo

i/ ‘%ka\l/C‘zd;"i g CII/ |E|2d‘z’1 < C€72§TI
dt M M
dove la seconda disuguaglianza segue dal Lemma 6.21. Segue che

/ |VRic2dji < Cy,
M



65 CONVERGENZA ESPONENZIALE

per ogni k > 1 e per ogni T € [0, +0).
Usiamo poi la stima di interpolazione data dalla Proposizione 4.10,
per ottenere, per ogni k,n € Ncon1 <k <n,

!

|VFRic|*"/*dji < Cmax |E[2/k=1) [ |V"Ric|?dji < C, e 7,
N j a N PGy,

per delle costanti C, én_ké’ > 0 dipendenti da n e k.

Infine, ripetendo I’argomento che conduce alla Proposizione 4.14 (alla
fine della Sezione 4.3), essendo tutte le metriche g(7) equivalenti
tra loro (cioe applicando le immersioni di Sobolev con una costante
uniforme), concludiamo che per ogni k > 1, si ha

max |VFRic| < Ce ™7,

per delle costanti Cy,d > 0, per ogni T € [0, +00).
La seguente proposizione conclude la dimostrazione del Teore-
ma 6.2.

Proposizione 6.23. Per T — o0, le metriche (1) convergono alla
metrica limite g(o0), data dalla Proposizione 6.22, nella topologia C*.
Dunque, §(c0) & una metrica C* e Ric(t) — Ric(co). Di conseguenza,
(M, g(o0)) ha curvatura sezionale costante positiva.

Dimostrazione. La convergenza C® delle metriche a g(c0) segue dal

teorema di Ascoli-Arzela e dall’equazione del flusso normalizzato, da

cui la convergenza delle curvature.

Per il Lemma 6.21, il tensore Ric — 7§/3 converge uniformemente

a zero, dunque (M, g(o0)) ha il tensore di Ricci proporzionale alla

metrica, quindi & a curvatura costante positiva, per il lemma di Schur.
O
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