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LA FORMULA DI GAUSS-GREEN CLASSICA

TEOREMA

Sia E C RN un aperto regolare; ossia, E & limitato, (l:=)Q = FE e OE é una
(N — 1)-varieta di classe C'. Allora V¢ € CL(RN;RN)

/divgbdx =— | ¢ -vedHN T,
5 OE

dove vg & il versore normale interno a OF e HN=1 & la misura di Hausdorff
(N — 1)-dimensionale.
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LA TEORIA

e Una funzione u: Q C RYN — R & a variazione limitata, u € BV(Q), se
u € LY(Q) e il gradiente distribuzionale Du & una misura di Radon finita;
ossia, una misura di Borel a valori vettoriali con variazione totale su € finita.

e Un insieme di perimetro (localmente) finito E & un insieme la cui funzione
caratteristica xg & (localmente) una funzione BV.
@ Sottoinsiemi rilevanti del bordo topologico di E:

e bordo ridotto, " E, sul quale & ben definito un versore vg, chiamato (a meno
di un segno) measure theoretic interior unit normal,

e measure theoretic boundary, 9" E, che coincide, a meno di un insieme di
misura HY~! nulla, con §*E.

Dxg = vgHN"1LOE.
Regola di Leibniz: se u,v € BV(Q2) N L>(Q), allora uv € BV(Q2) N L>(Q) e

D(uv) = u*Dv + v*Du,

dove u* & il preciso rappresentante di u.
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LA FORMULA DI GAUSS-GREEN PER INSIEMI DI
PERIMETRO FINITO

TEOREMA (De Giorgi e Federer)

Sia E C RN un insieme di perimetro localmente finito. Allora, Y¢ € Ccl(]RN; ]RN),

/div¢dx:—/ ¢-vedHN L.
E O*E

o Obiettivo: indebolire le ipotesi di regolarita sul campo vettoriale.

o Strategia: caratterizzare la divergenza in un senso debole (come una misura
di Radon) e la traccia come limite approssimato o come densita di una
misura di Radon.
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LA FORMULA DI GAUSS-GREEN PER CAMPI BV

TEOREMA (Vol'pert)

Sia u € BV(Q;RN) N L>°(Q; RN) e sia E CC Q un insieme di perimetro finito,
/ ddiv(u) = divu(E') = —/ Uy - ve dHN L
EL E

/ d div(u) = divu(E* UJ*E) = —/ u_y, - vedHNTY
E1U0*E O*E

dove E1 & il measure theoretic interior di E e Ui, Sono rispettivamente la traccia
interna ed esterna; ossia, il limite approssimato di u in HN='-q.0. x € O*E
ristretto a My, (x) == {y € RV : (y — x) - (£ve(x)) > 0}.
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RIEPILOGO DELLA TEORIA PREESISTENTE

o Formula di Gauss-Green classica: campi ¢ € C}(RV;R") e aperti regolari
come insiemi d’'integrazione.

e Teoria BV: nuova caratterizzazione degli insiemi in base alle proprieta del
gradiente distribuzionale della loro funzione caratteristica e regola di Leibniz
nel senso delle misure di Radon.

@ De Giorgi e Federer: estensione ad insiemi di perimetro finito.
o Vol'pert: estensione a campi vettoriali in BV (Q; RN) N L>°(Q; RN).
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DIVERGENCE-MEASURE FIELDS: DEFINIZIONE

@ Un campo vettoriale F € LF’(Q;R’V)7 1 < p < oo si dice divergence-measure
field, e si scrive F € DMP(Q;R"), se divF & una misura finita di Radon su
Q.

@ Un campo vettoriale F & localmente divergence-measure field, e si scrive
F € DML (4 RN), se F € DMP(W;RN) per ogni W CC Q aperto.

loc
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CONFRONTO CON BV/(Q;RM)

o BV(Q;RN) N LP(Q;RN) € DMP(Q; RY). Infatti se
F = (F1,...,Fn) € LP(Q;RN) con F; € BV(RQ) per j =1,...N, allora risulta
che D;F; sono misure di Radon finite per ogni i, e quindi divF = Zszl D;F;
& una misura di Radon finita.

o La condizione divF = p, con pu misura di Radon, ammette delle cancellazioni;
percio, per N > 2, I'inclusione & stretta. Ad esempio,

-t (25 ) ()

F € DM™(R?;R?) \ BVio.(R?; R?).

soddisfa

16
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ASSOLUTA CONTINUITA E REGOLE DI LEIBNIZ

@eSeN>2eFe DM{JOC(Q;]RN) per % < p < o0, allora si ha
||[divF|| < HN=9, dove q := ﬁ & I'esponente coniugato di p. Quindi, se
F € DM>=(;RN), allora ||divF|| < HN~1.

o Se g € BV(Q) N L*>(Q) con supporto compatto in Q e F € DM>(Q; RV),
si ha gF € DM™>(Q; RV)

div(gF) = g*divF + F - Dg,

dove g* & il preciso rappresentante di g e F - Dg & il limite weak-star di

F - V(g = ps) per § — 0, che soddisfa ||F - Dg|| < ||Dg||- Quindi in
particolare & possibile usare questa formula nel caso g = xg con E CC Q di
perimetro finito.
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RISULTATO PRINCIPALE

TEOREMA

Sia F € DM®>(%; RN). Se E CC Q é un insieme di perimetro finito, allora
esistono la traccia normale interna e quella esterna di F su 0*E; ossia, esistono
(Fi-vE), (Fe - ve) € L°(0*E; HN1) tali che

divF(E') = —2xeF - Dxe(9"E) = — Fi-vedHN T,
O*E

divF(E' UO*E) = —2xq\eF - DX£(9"E) = — Fo-vedHNL,
O*E

dove xgF - Dxe e xa\ef - Dxe sono il limite weak-star, rispettivamente, delle
successioni xgF - V(xe * ps) e xa\eF - V(xe * ps) per 6 — 0. Inoltre,

[[Fi - VEl|Loo (0% E:2v—1) < |[FlLoe (1R,
|| Fe - VEllLoo (0% £0v—1) < [|Fl Lo\ ERY)-
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L'enunciato di questo teorema & analogo ai risultati esposti negli articoli

[CT] G.-Q. CHEN, M. TORRES, Divergence-measure fields, sets of finite
perimeter, and conservation laws, Arch. Ration. Mach. Anal. 175 no. 2, 245-267
(2005).

[CTZ] G.-Q. CHEN, M. TORRES, W.P. ZIEMER, Gauss-Green Theorem for
Weakly Differentiable Vector Fields, Sets of Finite Perimeters, and Balance Laws,
Comm. on Pure and Applied Mathematics, Vol. LXII, 0242-0304 (2009).

[S] M. SILHAVY, Divergence measure fields and Cauchy'’s stress theorem Rend.
Sem. Mat. Univ. Padova 113 (2005), 15-45.

Tuttavia il metodo della dimostrazione esposto nella tesi segue I'idea di Vol'pert di
utilizzare la regola di Leibniz in modo da ottenere identita fra misure di Radon, e
in seguito di valutarle su tutto €2, senza avvalersi della teoria di approssimazione
tramite insiemi con bordo liscio presentata in [CTZ].
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COMPONENTE DI SALTO DELLA DIVERGENZA

@ Si ha la seguente formula di rappresentazione della componente di salto della
divergenza di F; ossia, per ogni insieme di perimetro finito E CC 2 si ha

XoredivF = (Fi - ve — Fe - vg) HVN1LO*E
nel senso delle misure di Radon su Q. Percid si ha anche
[|divFI||(0"E) = / |Fi - ve — Fe - VE dHN-?
0*E
e, per ogni insieme di Borel B C 0*E,
divF(B) = /(]—',- Vg — Fe VE) dHNL.

B

@ Se F & continua, la traccia normale interna e quella esterna su 0*E
coincidono come funzioni in L>(9*E; HN=1), e ammettono un
rappresentante che ¢ il prodotto scalare classico F - vg. Quindi campi
vettoriali continui non hanno componente di salto nella divergenza.
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TEOREMI DI INCOLLAMENTO ED ESTENSIONE

Grazie alla formula di Gauss-Green si ottengono teoremi di incollamento ed
estensione:

e siano F; € DM™(Q;RN), F, e DM™(RNV\ W;RN) e W CcC E CC Q per
un insieme di perimetro finito E, allora si possono incollare F; e F; lungo il
bordo di E; ossia, se si pone

 JFi(x) se xeE
Fl = {Fg(x) se xcRV\ E

si ha F € DM>(RN; RN);
o se F € DM™(QRN) e HV=1(9Q) < oo, allora si pud estendere F a 0 fuori
da Q, in modo che I'estensione F sia in DM‘X’(RN;RN).
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APPLICAZIONI A SISTEMI NON LINEARI IPERBOLICI DI

LEGGI DI CONSERVAZIONE

@ Un sistema non lineare iperbolico di leggi di conservazione & il seguente
problema di Cauchy

up + divef(u) =0 in R := (0, +00) x R,
u=g su {0} x RY

dove u:RY™ — U CR™, f € CYU;R™ ), div,f(u) & (almeno
formalmente) la divergenza rispetto ad x della matrice f e g & il dato iniziale.

@ In modo di selezionare un'unica soluzione debole si impone che venga
soddisfatta la disuguaglianza di entropia di Lax

Om(u) + diveg(u) <0

nel senso delle distribuzioni per ogni coppia di entropia (7, q).

o Data una soluzione debole d’entropia u(t, x) € L°(R{™; R™), il campo
(n(v), g(u)) & in DMGS (R RI+Y) ed esiste una misura di Radon positiva
p tale che diV(t,x)(n(U)a q(u)) = —p.
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TRACCIA SUGLI IPERPIANI

Per ogni 7 > 0, se una soluzione debole d'entropia u soddisfa una proprieta di
annullamento in media sulle mezze bolle

B*((7,y),r) :== B((1,y),r) N {(t,x) € R : t > 7}, allora n(u) ha una traccia
essenzialmente limitata (u); H9-quasi ovunque sull'iperpiano

{(t,x) € RI*!: t = 7}; ossia,

1

P gt /c+((r,y),r) n(u(t, <)) dt dx = n(u)e(7.y),

dove C*((7,y),r) &il cilindro {(t,x) e R0 <t —7<r |x—y|<r}.
Quindi, se scegliamo n(u) = uj, j =1, ..., m, otteniamo la traccia di ogni
componente di u.
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Vi ringrazio per |'attenzione!
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