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Figura 1: Una super�ie minima on un manio e tre bordi (vista anhe in sezione).
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viii ELENCO DELLE FIGURE



Introduzione

Figura 2: �E possibile trovare una super�ie orientabile he ha ome bordo il nodo trifoglio.Questa super�ie �e topologiamente un diso on un manio.Il problema di Plateau �e il problema di trovare una super�ie S di area minima on bordoA assegnato. Questo problema deve il suo nome al �sio belga J. Plateau (1801{1883)he studi�o, essenzialmente in modo sperimentale, le super�i he si formano mettendo untelaio di �l di ferro nell'aqua saponata [22℄. Trasurando la forza di gravit�a l'energia diuna pelliola di sapone �e dovuta alla tensione super�iale ed �e quindi proporzionale all'areadella super�ie. Si sopre dunque he la super�ie di una pelliola di sapone minimizzal'area. Matematiamente l'interesse per le super�i minime �e dato dal fatto he queste sonodei buoni rappresentanti di lassi di super�i. Per la trattazione matematia, la diÆolt�ainiziale e in qualhe modo sostanziale �e dare una buona de�nizione di super�ie, di area edi bordo. Selte diverse di queste nozioni portano a diverse formulazioni del problema diPlateau e all'uso di varie tenihe geometrihe ed analitihe.Nei primi approi al problema di Plateau si onsiderano ome super�i, le immagini diappliazioni ontinue on dominio �ssato e on valori al bordo �ssati (super�i in formaparametria). Le diÆolt�a in questo approio nasono essenzialmente dal fatto he ripara-metrizzando il dominio di base si possono ottenere pi�u funzioni diverse he rappresentanola stessa super�ie, rendendo quindi neessario lo studio delle lassi di equivalenza del quo-ziente delle funzioni ontinue per il gruppo delle riparametrizzazioni. Il problema �e per�o hetale gruppo non �e ompatto e quindi le lassi di equivalenza non sono neppure hiuse nellatopologia della onvergenza uniforme.Un'altro fenomeno dell'approio parametrio �e il fatto he le super�i minime risultanti nonsono quelle he uno troverebbe usando le pelliole di sapone. Questo in quanto il proesso diminimizzazione viene fatto mantenendo invariato il dominio di base, osih�e risulta �ssatoa priori il tipo di topologia della super�ie risultante (si veda l'esempio in Figura 3). Inoltre,anhe riusendo a trovare la super�ie di area minima tra tutte quelle on un erto genere1,1Le super�i \lassihe", orientabili e on un solo bordo, sono topologiamente dei dishi on manii. Ilgenere di tali super�i �e il numero di manii. ix



x INTRODUZIONE

Figura 3: Un esempio di soluzione al problema di Plateau formulato in modo parametrio,e la soluzione ottenuta ome pelliola di sapone. Si noti he la prima �e un'immersione onautointersezioni di un diso topologio, mentre la seonda, di area minore, �e un'immersioneregolare di un diso on un manio.pu�o suedere he il minimo assoluto dell'area si abbia proprio quando il genere tende adin�nito (Figura 4). Osserviamo omunque he anhe il problema di trovare super�i minimeo immersioni minime di genere assegnato �e di notevole interesse.

Figura 4: Una urva hiusa per ui la super�ie minima ha genere in�nito.Il problema di Plateau per le super�i on dominio di tipo diso fu omunque risolto la-vorando on parametrizzazioni onformi, in questo modo le super�i parametrihe di areaminima risultano essere sia onformi he armonihe. Le prime dimostrazioni vennero fatteda Douglas [10℄ e Rad�o [24, 23℄, suessivamente queste dimostrazioni vennero sempli�ateda Courant [6, 7℄ e Tonelli [28℄ (si veda ad esempio [9℄). Non si rius�� per�o, a risolvere ilproblema pi�u generale di super�i di dimensione m in Rn, in quanto, in questo aso, non siriesono a trovare delle funzioni per rappresentare le super�i he svolgano un ruolo analogoa quello delle funzioni onformi.



xiNegli anni '60, quasi ontemporaneamente, De Giorgi, Reifenberg e Federer e Fleming tro-varono delle formulazioni \deboli" he permisero di risolvere il problema di Plateau, indimensione maggiore di due.Nell'approio di De Giorgi [8℄ una super�ie m-dimensionale in Rm+1 viene rappresentataome frontiera d'insieme e l'area �e la variazione totale della funzione aratteristia di taleinsieme. Questo metodo delle frontiere minime, pu�o essere appliato solo in odimensioneuno e ovviamente le super�i risulteranno sempre orientate.Federer e Fleming [14, 12, 15℄ hanno invee risolto il problema de�nendo ome m-super�ile orrenti retti�abili. Queste super�i sono rappresentate da un insieme retti�abile, (uninsieme he �e unione al pi�u numerabile di immagini lipshitziane di sottoinsiemi misurabili diRm) dotato di una struttura indiante l'orientazione e la moltepliit�a e he permette quindidi assoiare all'insieme una \orrente" (io�e un funzionale lineare sullem-forme di�erenziali).Tramite le \orrenti" si de�nise sempliemente osa sono il bordo e l'area di una super�ie.Mentre le teorie di De Giorgi e di Federer e Fleming, sono state lungamente studiate edestese dagli anni '60 �no ad oggi, l'approio di Reifenberg, a parte i ontributi di Morrey eAlmgren2, �e stato un poo trasurato. Forse una ragione di questo, oltre all'obbiettiva diÆ-olt�a di lettura, �e il fatto he le fondamenta dell'approio di Reifenberg da una parte sonopi�u di tipo algebrio-topologio he analitio-funzionale, e dall'altra rihiedono di lavorarein un ontesto estremamente generale, a priori privo di una qualsiasi struttura di�erenziale.In questa tesi si �e voluto rivisitare questo approio generale quasi di tipo insiemistio-topologio e presentare in modo organio alune delle idee e delle tenihe sviluppate daReifenberg.Una super�ie S �e per Reifenberg un generio insieme ompatto di Rn. Il bordo vienedato �ssando un insieme L di ili omologii in un ompatto A. Si die quindi he S habordo L se ontiene A e se tutti i ili omologii di L sono bordi omologii in S. Questade�nizione di bordo, dipende anhe dal gruppo dei oeÆienti on ui si de�nise l'omologia,variando i quali si possono ottenere diversi tipi di super�i. In�ne, l'area della super�ie�e sempliemente la misura di Hausdor� dell'insieme S. Queste de�nizioni verranno dateon preisione nel Capitolo 1, insieme ad aluni esempi e alle propriet�a di base di questesuper�i he verranno ridimostrate a volte in modo pi�u semplie.In [25℄, Reifenberg dimostra he, on queste de�nizioni, esistono super�i di area minima(si noti he il funzionale area, in questo ontesto, non �e semiontinuo) e he su tali super�i,in un intorno di quasi tutti i punti, si pu�o trovare un omeomor�smo on un diso. Ulterioririsultati, di tipo analitiit�a, vengono poi sviluppati in [26℄.Come strumento fondamentale per studiare la regolarit�a dei minimi, Reifenberg dimostraun teorema (il \Teorema del diso topologio") he d�a delle ondizioni geometrihe per ga-rantire he un dato insieme sia loalmente omeomorfo ad un diso. Nel Capitolo 2 di questatesi, viene data una dimostrazione pi�u semplie di questo teorema, basandosi anhe sullarisrittura fatta da Morrey [20℄. Inoltre, dimostreremo he l'omeomor�smo on il diso �eH�olderiano. Il teorema del diso topologio �e indipendente dalla teoria delle super�i mini-me, un'appliazione di questo teorema si ha ad esempio nello studio dell'insieme singolaredi appliazioni armonihe [17℄.Nei Capitoli 3 e 4, viene ompletata la trattazione del problema di Plateau, basandosifondamentalmente sull'artiolo originale di Reifenberg. In partiolare si dimostra l'esistenzadi super�i di area minima on bordo assegnato e he tali super�i nell'intorno di quasi2Morrey [20℄ estende i risultati di Reifenberg alle variet�a Riemanniane e Almgren [2, 3℄, basandosi sulleidee di Reifenberg, introdue la nozione di \varifold" e on Allard [1℄ ne sviluppa la teoria.



xii INTRODUZIONEogni punto veri�ano le ipotesi del Teorema del diso topologio e onseguentemente sonoloalmente delle variet�a topologihe.



Capitolo 1Super�i, bordi e areaIn questo apitolo, daremo le de�nizioni neessarie a spiegare osa si intende nell'artiolo [25℄di Reifenberg per super�ie S on bordo A. Prendendo ome S sempliemente un sottoinsie-me ompatto di Rn riusiremo a esprimere il onetto di super�ie, bordo e area, sfruttandosolamente le propriet�a metrihe di S o meglio dell'ambiente.Per esprimere il fatto he S ha bordo A, imporremo he A sia ontenuto in S, e he A sia un\bordo" in S ol signi�ato di bordo dato dalla topologia algebria e io�e nel senso he ogniilo omologio in A deve essere un bordo omologio in S. Per quanto riguarda la nozionedi area, segliamo la misura di Hausdor� sferia m-dimensionale he denoteremo on Hm(si veda la Sezione 1.5).Fissato un gruppo ompatto abeliano G, se X e Y sono spazi topologii indiheremo onHq(X; Y ;G) (o pi�u sempliemente Hq(X; Y ) o anora Hq(X) quando Y �e vuoto) il q-esimogruppo di omologia di �Ceh (si veda la Sezione 1.2).De�nizione 1.1 Siano A e S due ompatti on A�S. De�niamo bordo algebrio b(S;A)di S rispetto ad A il nuleo dell'omomor�smo i�:Hm�1(A)! Hm�1(S) indotto dalla mappadi inlusione i:A ! S di A in S. Fissato un ompatto A e L un sottogruppo di Hm�1(A),diiamo he S �e una m-super�ie on bordo L se b(S;A)�L.De�nizione 1.2 Dati A un ompatto di Rn, G un gruppo ompatto abeliano e L un sot-togruppo di Hm�1(A;G), indihiamo on S(G;L) (o pi�u sempliemente S(L)) lo spaziometrio di tutti i ompatti S�A on bordo L munito della distanza di Hausdor� (si veda laSezione 1.4).Osservazione 1.3 Se prendiamo ome L il sottogruppo generato da un elemento h 2Hm�1(A), dire he b(S;A)�L �e equivalente al dire he esiste un elemento k 2 Hm(S;A)tale he �k = h. Questo perh�e la suessione:Hm(S;A) �! Hm�1(A) i�! Hm�1(S)�e esatta.1.1 Aluni esempi di \super�i"Si trova failmente (vedi Proposizione 1.16) he nel aso m = 1 qualunque onnesso S�A �eammissibile ome super�ie on bordo A. Gli esempi dunque saranno tutti per sempliit�aon m = 2 e n = 3. 1



2 CAPITOLO 1. SUPERFICI, BORDI E AREASi noti innanzitutto he se Hm�1(S;G) = 0 allora S �e una super�ie on bordo A, qualunquesia la selta di L e di A�S. Se invee S si retrae su A, si trova (Lemma 1.33) he il bordoalgebrio b(S;A) �e nullo, e quindi la super�ie S non ha bordo A, se non nel aso banaleL = 0. Si pu�o anhe dimostrare he se A �e una (m � 1)-sfera topologia, G = R=Z eHm(S) <1 allora S si retrae su A se e solo se b(S;A) = 0 ([25, Lemma 20A℄).Esempio 1.4 Prendiamo A = f(x; y; z)jx2 + y2 = 1; z = 0g e L = H1(A). Allora ildiso S = f(x; y; z)jx2 + y2 � 1; z = 0g �e una super�ie on bordo L, qualunque siail gruppo G dei oeÆienti, in quanto S �e ontrattile (si veda il Corollario 1.35).Se invee prendiamo un qualunque S 0 hiuso A�S 0�S, S 0 6= S e se L 6= 0 allora S 0non �e una super�ie on bordo L, in quanto S 0 si retrae su A (si veda il Lemma 1.38).Segliendo ome gruppo di oeÆienti G = Z=2Z, si pu�o rendere ammissibili, anhe lesuper�i non orientabili. In generale se G = Z=kZ, o omunque se in G i sono elementi diordine k, �e possibile ottenere delle super�i on k fogli he si inontrano su un insieme didimensione minore. Pu�o essere utile segliere G = R=Z in quanto tale gruppo ha elementi diordine k per ogni k (R=Z pu�o essere rappresentato dal segmento [0; 1℄ on l'identi�azione0 = 1).

Figura 1.1: Il nastro di M�obius: una super�ie minima non orientabile.Esempio 1.5 Sia S il nastro di M�obius e A la urva bordo di S (Figura 1.1). Se se-gliamo G = Z=2Z e L un qualunque sottogruppo di H1(A), otteniamo he b(S;A)�L,io�e S ha bordo L. Questa selta di G orrisponde infatti a trasurare le orientazioni.Sia ora invee G = R=Z e onsideriamo l'isomor�smo �:G ! H1(A;G). Possiamoanora trasurare le orientazioni segliendo un opportuno L. Se infatti ome L siprende il sottogruppo generato da �(12), abbiamo anora he b(S;A)�L. Per qualunquealtra selta di L 6= 0, si ha S 62 S(L) e quindi la super�ie minima dovr�a essere quellaorientata.Queste onsiderazioni si appliano a qualunque variet�a S on bordo A nel senso he seS �e orientabile, per ogni selta di L e G si ha b(S;A)�L se invee S non �e orientabile,perh�e sia una super�ie ammissibile bisogner�a segliere un gruppo L on tutti glielementi di ordine 2.Esempio 1.6 Prendiamo A = f(x; y; z) t:: x2 + y2 = 1 e z = �1g l'unionedisgiunta di due ironferenze A1, A2 (Figura 1.2). La super�ie S1 data dai due dishihe bordano A1 e A2 �e in ogni aso una super�ie ammissibile, in quantoH1(S1;G) = 0.



1.1. ALCUNI ESEMPI DI \SUPERFICI" 3S1 S2

Figura 1.2: Due dishi e la atenoide he ha lo stesso bordo.Vediamo invee, se S2 �e la atenoide (Figura 1.2), per quali L e G si ha b(S2; A)�L.Consideriamo dunque l'isomor�smo �:G � G ! H1(A). Se segliamo ome L il sot-togruppo di H1(A) generato da �(g;�g) per un qualhe g 2 G, si trova failmentehe i�(L) = 0 e quindi b(S2; A)�L. Questa selta orrisponde ad orientare in sensoopposto le due ironferenze. Segliendo invee ome L il sottogruppo generato da�(g; g), otterei di nuovo i due dishi, in quanto si sta orientando le due ironferenzenello stesso verso.Si pu�o ottenere anora la atenoide se si seglie un sottogruppo L on tutti gli elementidi ordine 2. Questo orrisponde a trasurare le orientazioni.S1 S2
S3

Figura 1.3: Il triplo nastro di M�obius (S2), la super�ie orientata (S1) e quella non orientata(S3) on lo stesso bordo.Esempio 1.7 Sia A il bordo del \triplo nastro di M�obius". Si onsideri la super�ie S1della Figura 1.3, he orrisponde a tre dishi ollegati mediante due \twist". EssendoH1(S1) = 0 tale super�ie �e sempre ammissibile ome super�ie bordante A.



4 CAPITOLO 1. SUPERFICI, BORDI E AREAConsideriamo ora G = R=Z e sia dato l'isomor�smo �:G ! H1(A). Se si prendeome L il sottogruppo generato da �(13), una super�ie S2 di area minore dell'area diS1 risulter�a quella della Figura 1.3, io�e una super�ie he non opre il buo entralelasiato da A e on una urva singolare in ui si \attaano" tre fogli ad un angolo di120 gradi. Questa super�ie non �e una variet�a, ma �e realizzabile anhe ome pellioladi sapone.Se invee si seglie ome L il sottogruppo generato da �(12), si potr�a ottenere omesuper�ie, la super�ie S3 rappresentata in Figura 1.3, io�e una super�ie formata daun nastro di M�obius on attaato un diso. L'area di S3 sar�a minore di quella di S1ma maggiore di quella di S2.Possiamo anhe trovare super�i he bordano un insieme A he non sia esso stesso regolare,ome nel seguente esempio.

Figura 1.4: Una super�ie on bordo gli spigoli del ubo.Esempio 1.8 Sia A l'insieme degli spigoli di un ubo. Allora esistono super�i S onb(S;A) = H1(A). Un esempio �e la super�ie minima raÆgurata in Figura 1.4. Questasuper�ie ha un insieme di punti singolari sul perimetro di un quadrato \arrotondato".Sui lati di tale quadrato si inontrano 3 fogli ad un angolo di 120 gradi, mentre suivertii se ne inontrano 4 ad un angolo di ira 109 gradi (queste sono esattamente lesingolarit�a he Plateau aveva osservato nelle pelliole di sapone).Il numero di fogli he si inontrano in un punto, �e legato alla densit�a dell'insieme in quelpunto (se abbiamo 3 fogli he si inontrano su un segmento, tale segmento avr�a densit�a 32).In base a questi esempi �e dunque hiaro he non possiamo aspettari he la densit�a di unasuper�ie minima sia 1 ovunque, n�e possiamo aspettari la regolarit�a nei punti on sensit�amaggiore di uno.Anhe questa nozione generale di super�ie non risponde a tutte le possibili esigenze.Nell'appendie, sritta da Adams, all'artiolo di Reifenberg [25℄, �e dato un esempio di unasuper�ie realizzabile ome pelliola di sapone ma non ammissibile ome super�ie on lenostre de�nizioni.Esempio 1.9 Consideriamo la super�ie S riprodotta nella Figura 1.5, io�e un nastrodi M�obius unito on una sottile strisia ad un triplo nastro di M�obius. Siano dati G edL qualunque. Sapendo he A �e omeomorfo ad una urva hiusa abbiamoHm�1(A) �= G



1.2. L'OMOLOGIA DI �CECH 5S
A

Figura 1.5: Una super�ie S ottenibile ome pelliola di sapone ma he si retrae sul propriobordo A.mentre S si retrae su due urve hiuse unite da un segmento e quindiHm�1(S) �= G�G.A meno di isomor�smi possiamo dunque sriverei(S;A)�:G ! G�G:x 7! (2x; 3x)Perh�e sia b(S; a)�L, bisogna he preso un qualunque ilo � �= g 2 G, si abbia(2g; 3g) = (0; 0) he pu�o suedere solo se g = 0. Dunque se L 6= 0, la super�ie S non�e ammissibile ome super�ie on bordo A.La aratteristia peuliare di questa super�ie S �e he essa ammette una retrazionesul proprio bordo A. Di fatto, per avere un fenomeno di questo tipo, bisogna segliereuna super�ie S he abbia \punti singolari", ome il triplo nastro di M�obius, in quantouna variet�a non si retrae mai sul proprio bordo.1.2 L'omologia di �CehRihiamiamo brevemente la teoria omologia di �Ceh e alune sue aratteristihe peuliarihe la rendono molto utile nel trattare spazi ompatti (per maggiori dettagli si veda [11℄).Dato un rioprimento aperto �:V� ! �(X) di X, dove V� �e l'insieme degli indii e �(X)�e la famiglia degli aperti di X, si de�nise il gruppo Hq;�(X) ome il q-esimo gruppo diomologia simpliale fatto sull'insieme di vertii V� prendendo ome simplessi gli insiemi diindii V�V� per per i quali Tv2V �(v) 6= ;. Il gruppo di omologia di �Ceh Hq(X) vienede�nito ome limite inverso del sistema di gruppi Hq;�(X). Analogamente si de�nise ilgruppo di omologia relativa Hq(X; Y ).Questi gruppi omologii Hq(X; Y ) sono de�niti quando G �e un qualunque R-modulo, e se laoppia (X; Y ) �e ompatta possono essere de�niti anhe on G un gruppo abeliano ompatto.In e�etti, l'omologia di �Ceh, non oinide esattamente on le altre teorie omologihe inquanto, in generale, non soddisfa il seguente



6 CAPITOLO 1. SUPERFICI, BORDI E AREAAssioma 1.10 (di esattezza) Sia (X; Y ) una oppia di spazi topologii (io�e Y�X). Esiano i : Y ! X e j : X ! (X; Y ) le mappe di inlusione. Allora la suessione di omologiadi (X; Y ): : : : �! Hq(Y ) i�! Hq(X) j�! Hq(X; Y ) �! Hq�1(Y ) i�! : : :�e esatta.L'assioma �e per�o veri�ato se la oppia (X; Y ) �e ompatta (io�e X e Y ompatti) e G �eompatto, ome del resto abbiamo imposto nella De�nizione 1.1.Il vantaggio dell'omologia di �Ceh, rispetto alle usuali teorie omologihe �e la ontinuit�a: se laoppia ompatta (X; Y ) �e il limite inverso delle oppie ompatte (X�; Y�), allora Hq(X; Y )�e il limite inverso dei gruppi Hq(X�; Y�).In partiolare, vale la seguenteProposizione 1.11 Se Xn �e una suessione deresente (Xn�Xn+1) di spazi topologii eX = TnXn, allora se de�nitivamente in n i gruppi Hq(Xn) sono uguali ad un erto gruppoH, allora H �e il limite inverso di Hq(Xn) e Hq(X) = H.Dalla ontinuit�a si pu�o anhe trovare he l'assioma di esissione vale in ondizioni molto pi�ugenerali.Assioma 1.12 (di esissione) Sia (X; Y ) una oppia di spazi topologii, e U un apertodi X tale he la sua hiusura U sia ontenuta nella parte interna di Y . Allora la mappa diinlusione i: (XnU; Y nU)! (X; Y ) indue un isomor�smo i�:Hq(XnU; Y nU)! Hq(X; Y )per ogni q.Proposizione 1.13 Se la oppia (X; Y ) �e ompatta e G �e un gruppo ompatto, l'assiomadi esissione vale per l'omologia di �Ceh preso qualunque aperto U�X.1.3 L'omologia aumentataIn questa sezione de�niremo i gruppi di omologia aumentata H℄m�1 (augmented homology),he sempli�heranno le notazioni nel aso partiolare m = 1 (si veda ome riferimento [16℄).Se si �e interessati solamente al aso m > 1, basta riordare he per m > 1 si ha H℄m�1 =Hm�1.De�nizione 1.14 Sia X uno spazio topologio, e p0 2 X. Consideriamo la mappa ostantef :X ! fp0g e sia  l'isomor�smo tra H0(fp0g) e G. De�niamo allora �℄:H0(X) ! Gome �℄ =  Æ f�. Il gruppo di omologia aumentata H℄q viene de�nito ome segue:H℄0(X) = Ker �℄H℄q(X) = Hq(X) 8q > 0:Le suessione esatte, restano esatte anhe on l'omologia aumentata, ed essendo H℄0(fp0g)nullo, molte dimostrazioni si sempli�ano.Nel nostro aso, l'utilit�a dell'omologia aumentata si pu�o apire dalla seguente



1.4. LA DISTANZA DI HAUSDORFF 7Proposizione 1.15 Dato un qualunque ompatto A�Rn, H℄m�1(A) �e il pi�u grande sotto-gruppo L di Hm�1(A) per ui si pu�o trovare un ompatto S on b(S;A)�L.Dimostrazione:Se prendiamo ome S una palla hiusa ontenente A, dal Lemma 1.34 abbiamob(S;A)�H℄m�1(A). D'altro anto l'unio aso in ui H℄m�1(A) non oinide onHm�1(A) si ha per m = 1. Siano g:S ! fp0g e f :A! fp0g le mappe ostanti suun punto p0 2 A e i:A! S la mappa inlusione. Si ha ovviamente f� = g�Æi�. Seprendiamo un ilo omologio � 2 b(S;A), abbiamo i�(�) = 0 quindi f�(�) = 0e anhe �℄(�) = 0 io�e � 2 H℄0(A). 2Inoltre, per il aso m = 1 si ha anheProposizione 1.16 Comunque siano dati un ompatto A e L un sottogruppo di H℄0(A), seS�A �e un ompatto onnesso, allora b(S;A)�L.Dimostrazione:Essendo S onnesso abbiamo H℄0(S) = 0 ed �e faile veri�are hei�(H℄0(A))�H℄0(S)dove i:A! S �e la mappa inlusione. Si ha dunque i�(L) = 0. 21.4 La distanza di Hausdor�Vediamo ora alune propriet�a della distanza di Hausdor� he i serviranno in seguito,soprattutto nel Capitolo 2 (si veda ad esempio [5℄).Se x e y sono due punti di Rn, denoteremo on jx � yj la loro distanza. Dato poi unsottoinsieme Y di Rn indihiamo ond(x; Y ) = infy2Y jx� yjla distanza del punto dall'insieme.De�nizione 1.17 Siano X e Y due sottoinsiemi di Rn. De�niamo la distanza puntualedi insiemi o distanza di Hausdor�:D(X; Y ) = max(supx2X d(x; Y ); supy2Y d(y;X)) :Osservazione 1.18 Si noti he D(fxg; Y ) = supy2Y jx�yj india il raggio della pi�u piolapalla hiusa entrata in x ontenente Y . E si ha quindi d(x; Y ) 6= D(fxg; Y ).La propriet�a aratterizzante di questa distanza, he si user�a ontinuamente in seguito, �e hese D(X; Y ) � " allora si ha he X �e ontenuto in un "-intorno di Y e Y �e ontenuto in un"-intorno di X. Per indiare gli "-intorni degli insiemi, useremo la notazioneX +B(0; ") = fx + y t: x 2 X e jyj < "g:



8 CAPITOLO 1. SUPERFICI, BORDI E AREA
b

x
byx +Wx+ V
b

zjx� yjFigura 1.6: Una disuguaglianza triangolare mista: d(y; x + V ) � d(y; x + W ) +jx� yjD0;1(W;V ).Osservazione 1.19 Si trova failmente he D veri�a la disuguaglianza triangolare. Tut-tavia D �e una distanza solo se ristretta ad insiemi hiusi, essendoD(X; Y ) = D(X; Y ):Teorema 1.20 Una famiglia di ompatti equilimitati (io�e tutti ontenuti in una palla�ssata) �e un insieme ompatto per la metria di Hausdor�.Dimostrazione:In generale, seX �e uno spazio metrio si pu�o de�nire lo spazio degli insiemi hiusi�(X) dotato della distanza di Hausdor�. Si dimostra quindi he seX �e ompatto,anhe �(X) lo �e (si veda [19℄). Avendo una famiglia di ompatti equilimitati,possiamo prendere ome X una palla hiusa ontenente tali ompatti. 2De�nizione 1.21 Per omodit�a useremo la seguente notazioneDx;r(X; Y ) = D(X \B(x; r); Y \ B(x; r))dove si intende anhe Dx;1(X; Y ) = D(X; Y ).Se V �e un sottospazio vettoriale di Rn, indiheremo on x+V il sottospazio aÆne paralleloa V e passante per x 2 Rn. Essendo gli spazi vettoriali invarianti per omotetia si pu�o farela seguenteOsservazione 1.22 Se V e W sono due sottospazi vettoriali m-dimensionali di Rn, datoun punto x0 2 Rn e r > 0, si haD0;1(V;W ) = 1rDx0;r(x0 + V; x0 +W ):Il seguente lemma espone una disuguaglianza triangolare \mista" per le distanze d e D.Lemma 1.23 Siano x; y due punti e V;W due sottospazi vettoriali m-dimensionali di Rn.Abbiamo allora d(y; x+ V ) � d(y; x+W ) + jx� yjD0;1(W;V ):
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bp r

�Sbx �
Figura 1.7: Un aso in ui D(S;�) �e molto piolo rispetto a D(p;r)(S;�).Dimostrazione:Sia z 2 x +W il punto di minima distanza da y (si veda la Figura 1.6). Ov-viamente abbiamo he jx� zj � jx� yj e quindi, in base all'Osservazione 1.22,d(z; x + V ) � Dx;jx�yj(x + W;x + V ). Dunque disuguaglianza d(y; x + V ) �jy � zj + d(z; x + V ) si ottiene dunque subito la tesi. 2Lemma 1.24 Siano � un m-sottospazio aÆne, S un hiuso, p e p0 due punti di Rn, 0 <r < 1 e 0 < r0 � 1. Supponiamo he d(p;�) � r2 , B(p; r) \ S 6= ; e B(p0; r0)�B(p; r).Allora si ha la stima Dp;r(�; S) � 4Dp0;r0(�; S):Il fattore 4 nella stima del lemma preedente non �e ottimale, ma per quello he i servir�ain seguito avremmo potuto mettere una qualunque ostante positiva. �E invee interessantenotare he �e neessario he il piano � non sia troppo lontano dal punto p. Se ad esempioprendiamo un piano � ad una distanza r os� da p, possiamo trovare un insieme S hedisti meno di r � r os� da � pur rimanendo fuori dalla palla B(p; r) (Figura 1.7). Sepoi onsideriamo l'insieme S 0 = S [ fxg on x un qualunque punto di � \ B(p; r) quandoandiamo ad interseare on la palla B(p; r) abbiamoDp;r(S 0;�) = Dp;r(fxg;�) � r sin�e quindi Dp;r(S 0;�)Dp0;r0(S 0;�) � r sin�r � r os� �!0�!1he i impedise di �ssare una qualunque ostante nella stima.Dimostrazione:Poniamo: d = Dp;r(�; S)a = supx2�\B(p;r) d(x; S \B(p; r))b = supx2S\B(p;r) d(x;� \ B(p; r))



10 CAPITOLO 1. SUPERFICI, BORDI E AREAe analogamente de�niamo le quantit�a d0, a0 e b0 in funzione di p0 e r0. Abbiamodunque d = max(a; b) e d0 = max(a0; b0) e valgono le seguenti propriet�a:8x 2 � \B(p; r) 9y 2 S \ B(p; r) t:: jx� yj = a (1.1)8x 2 S \ B(p; r) 9y 2 � \ B(p; r) t:: jx� yj = b (1.2)e le propriet�a analoghe si hanno per a0 e b0.
r

a0
�Sby

bpbwb

x
b

z

Figura 1.8: Il primo passo della dimostrazione del Lemma 1.24.Dimostriamo ora he a < 4a0 (Figura 1.8). Dato un punto generio x 2 � \B(p; r) bisogna trovare un punto y 2 S \ B(p; r) per ui si abbia jx� yj � 4a0.Se abbiamo a0 � r=2 possiamo segliere un qualunque punto y 2 S \ B(p0; r0)per ottenere a � jx� yj � 2r � 4a0. Supponiamo dunque he sia a0 < r=2. Siaz il punto di � a minima distanza da p: per ipotesi abbiamo jz � pj � r2 . Seprendiamo il punto w 2 � \ B(p; r � a0) pi�u viino a x, per la propriet�a (1.1)riferita ad a0 abbiamo he esiste un punto y 2 S \ B(p0; r0) per ui jw � yj � a0e quindi y 2 B(p; r). Otteniamojx� yj � jx� wj+ jw � yj � jx� wj+ a0e baster�a dunque veri�are la disuguaglianza jx�wj � 3a0 per ottenere a � 4a0.Considerando sul piano (bidimensionale) passante per p, x e z le ironferenzeon entro p di raggio r e r � a0, si vede failmente he il aso peggiore si haquando jz � pj = r=2 e jx� pj = r, ottenendo dunque:jx� wj � p3r2 �s(r � a0)2 � �r2�2 = p3r2 �s34r2 � 2ra0 + a02 == p3r2 0�1�s1� 43 a0r (2� a0r )1A � p32 "1�  1� 43 a0r (2� a0r )!# == p32 43a0(2� a0r ) � 4p33 a0 � 3a0dove abbiamo usato il fatto he p1� t � 1� t se t 2 [0; 1℄.Dimostriamo he anhe b � 4b0. Sia stavolta x 2 S \B(p; r) un punto generio.Per la Propriet�a 1.2 per b0 sappiamo he esiste un punto y 2 � \ B(p0; r0) per
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bp r �

b

w
b

z Sbxby
Figura 1.9: Il seondo passo della dimostrazione del Lemma 1.24.ui vale jx� yj � b0. Sia anora z il punto di � di minima distanza da p. Se valeb0 � r=2 abbiamo banalmentejx� zj � jx� pj+ jp� zj � r + r2 � 4b0Supponiamo dunque he sia b0 < r=2. Se prendo un punto w 2 �\B(p; r) trovohe vale jx� wj � jx� yj+ jy � wj � b0 + jy � wje baster�a dunque dimostrare he esiste un tale w per ui jy � wj � 3b0. Anora,onsiderando sul piano per y, z e p la ironferenza entrata in p di raggio r sitrova (si nota he il aso peggiore si ha per jx�pj = r e jz�pj = r=2, Figura 1.9)jw � yj � sr2 � �r2 � b02��sr2 � �r2�2)= p32 r0�vuut1 + 43 b0r  1� b0r !� 11A �� p32 r 23 b0r  1� b02!! = p33 b0  1� b02! � p33 b0 � 3b0dove abbiamo usato il fatto he p1 + x � 1 + x=2.Abbiamo dunque b � 4b0 he insieme a a � 4a0 i porta alla tesi d � 4d0. 21.5 La misura sferia di Hausdor�Per alolare l'area di una \super�ie" (nel senso della De�nizione 1.2) adotteremo la misurasferia di Hausdor� de�nita qui di seguito (per maggiori dettagli si veda [13, 2.10.2℄).De�nizione 1.25 Denoteremo on m la misura di Lebesgue della palla m-dimensionale diRm.De�nizione 1.26 Sia S un qualunque sottoinsieme di Rn. PoniamoHmÆ (S) = inffB(xi;ri)g2CXi mrmi



12 CAPITOLO 1. SUPERFICI, BORDI E AREAdove C �e la lasse di tutti i rioprimenti di S on palle aperte B(xi; ri) per ui si abbiari < Æ. De�niamo la misura sferia m-dimensionale di Hausdor�Hm(S) = limÆ!0HmÆ (S) se m > 0e poniamo H0(S) uguale al numero di punti di S.Normalmente quando si parla di misura di Hausdor� H, si intende la misura ottenutaapprossimando l'insieme on rioprimenti qualunque, non solo on rioprimenti ompostieslusivamente da palle. Ci sono degli esempi di insiemi sui quali le due misure danno valoridiversi (si veda [4℄) ma se abbiamo insiemi abbastanza regolari, ad esempio retti�abili, ledue misure oinidono. Siome le super�i minime risulteranno essere regolari in questosenso, il tipo di misura usata non �e os�� determinante.La selta, d'altra parte forzata in questo ontesto generale, porta per�o a dei problemi. In-fatti la misura di Hausdor� Hm:S(L) ! R, non �e semiontiuna inferiormente rispettoalla distanza di Hausdor�, ome vedremo nell'Esempio 1.29. La mananza di semionti-nuit�a i ostringer�a, per trovare i minimi di Hm su S(L), a segliere opportune suessioniminimizzanti sulle quali si abbia semiontinuit�a (si veda la Sezione 4.1).Prima dell'esempio diamo la seguente de�nizione he i servir�a anhe nel Capitolo 2De�nizione 1.27 Dato un insieme S e un raggio r, diiamo he un insieme �nito di puntiX �e un r-retiolo per S se X � S; [x2XB(x; r)�Sjx1 � x2j � r se x1; x2 2 X e x1 6= x2Osservazione 1.28 In base alla de�nizione si ha ovviamente he per ogni r e S esiste unr-retiolo di S.

Figura 1.10: Una suessione di super�i, on bordo �ssato, he minimizza l'area ma il uilimite �e una super�ie on area in�nita.Esempio 1.29 Siano date la ironferenzaA = f(x; y; 0) 2 R3 t:: x2 + y2 = 1ged il diso S = f(x; y; 0) 2 R3 t:: x2 + y2 � 1g:



1.5. LA MISURA SFERICA DI HAUSDORFF 13Prendiamo la suessione in�nitesima rk = 2�k e per ogni k � 1 segliamo un rk-retioloXk di S \B(0; 1=2). Possiamo ostruire una super�ie Sk prendendo tutti i punti di She distano pi�u di r3k da Xk e aggiungendoi i ilindri on base su S entrati nei puntidi Xk di raggio r3k e altezza 1 (nella Figura 1.10 sono rappresentate le super�i S0, S1e S2). Se Nk �e il numero di punti di Xk abbiamoH2(Sk) = H2(S) +Nk2�r3kdove il seondo addendo la somma delle aree delle super�i laterali dei ilindri. Sti-miamo Nk sapendo he le palle B(x; rk=2) sono disgiunte al variare di x 2 Xk:� = H2(B(0; 1)) � H20� [x2XkB(x; rk)1A = Nk�r2ke quindi Nk � r�2k da ui si trova he H2(Sk)! � = �(H1(A)) i�e Sk �e una suessioneminimizzante. Si veri�a per�o failmente he Sk onverge, per la distanza di Hausdor�all'insieme S0 = S [ f(x; y; z) 2 R3 t:: x2 + y2 � 1=2 e z 2 [0; 1℄ghe �e un ompatto on misura 2-dimensionale in�nita.Ovviamente potevamo modi�are di poo gli Sk in modo da renderli gra�o di unafunzione C1 e quindi il problema non sta tanto nella selta della lasse di super�i,quanto nel tipo di onvergenza.Nel dimostrare la regolarit�a delle super�i minime useremo spesso il seguente teoremalassio di teoria della misura:Teorema 1.30 (Besiovith-Vitali) Se Hm(S) <1, data una famiglia di palle tale hein ogni punto di S sono entrate delle palle di raggio arbitrariamente piolo (e he inpartiolare rioprono S), allora possiamo trovare una sottofamiglia di palle disgiunte herioprono S a meno di un sottoinsieme Hm-trasurabile.Un'altro strumento he i servir�a in seguito �e il seguente lemma, he �e di per s�e interessantein quanto esprime un legame tra il gruppo di omologia Hm e la misura di Hausdor� Hm.Lemma 1.31 Se Hm(S) = 0, allora Hm(S) = 0.La dimostrazione di questo lemma �e rionduibile alla nozione di dimensione topologia.Infatti si dimostra he se Hm(S) = 0 allora la sua dimensione topologia pu�o essere almassimo m� 1. Questo signi�a he nell'insieme S non si trovano simplessi di dimensionem e quindi Hm(S) = 0.Il seguente lemma deriva da argomenti lassii di teoria della misura (si veda ad esempio [13,2.9.11,2.10.19℄).Lemma 1.32 Se Hm(S) <1 e X�S �e l'insieme dei punti x di S onlim infr!0 Hm(S \ B(x; r))mrm > 1e Y�S �e l'insieme dei punti y di S onlim infr!0 Hm(S \ B(y; r))mrm = 0;allora Hm(X) = 0 e Hm(Y ) = 0.



14 CAPITOLO 1. SUPERFICI, BORDI E AREA1.6 Propriet�a del bordo b(S;A)Assumeremo sempre he S e A siano insiemi ompatti. Se Y�X, indihiamo oni(X; Y ):Y ! Xi(X;X):X ! Xrispettivamente la mappa di inlusione la mappa identit�a. Fissato m sia b(S;A) =Ker i(S;A)� on i(S;A)�:Hm�1(A)! Hm�1(S), ome dalla De�nizione 1.1.Lemma 1.33 Sia S�A. Se S si retrae su A (io�e esiste una mappa r:S ! A tale herjA = i(A;A)) allora b(S;A) = 0.Dimostrazione:Poniamo i = i(S;A) e I = i(A;A). Per le propriet�a di r si ha he r Æ i =I. Passando all'omologia otteniamo he r� Æ i� = I� e quindi in partiolarel'omomor�smo i� dovr�a essere iniettivo. Dunque b(S;A) = Ker i� = 0. 2Lemma 1.34 Se H℄m�1(S) = 0 (in partiolare se S �e ontrattile) allora b(S;A) = H℄m�1(A).Dimostrazione:Si ha banalmente H℄m�1(A) i�!H℄m�1(S) = 0e quindi, essendo i� = 0, si ha la tesi. 2Corollario 1.35 Sia S = Bm un diso topologio m-dimensionale e A il suo bordo. SiaL = H℄m�1(A). Allora b(S;A)�L.Lemma 1.36 Sia f : (S;A)! (S 0; A0) e L un sottogruppo di Hm�1(A). Sia L0 = (f jA)�(L)e supponiamo b(S;A)�L. Allora b(S 0; A0)�L0.Dimostrazione:Siano i = i(S;A) e i0 = i(S 0; A0). Allora il diagrammaHm�1(A) i�! Hm�1(S)(f jA)� # # f�Hm�1(A0) i0�! Hm�1(S 0)ommuta. Preso un elemento � 2 L0�Hm�1(A0) questo deve provenire per ipotesida un elemento � 2 L�Hm�1(A). Dunque i0�(�) = f�(i�(�)) = f�(0) = 0 essendoi�(L) = 0. 2Corollario 1.37 Sia L un sottogruppo di Hm�1(A), L�b(S;A) e sia S 0�S.Allora L�b(S 0; A).Lemma 1.38 Sia A la sfera unitaria (m � 1)-dimensionale di Rm e D il diso hiuso diui A �e bordo. Allora b(S;A) = H℄m�1(A) se S�D, altrimenti b(S;A) = 0.



1.6. PROPRIET�A DEL BORDO B(S;A) 15Dimostrazione:Se S�D per il Corollario 1.35 sappiamo he b(D;A) = H℄m�1(A) e per il Co-rollario 1.37 possiamo onludere he b(S;A)�b(D;A). In aso ontrario esisteun punto p0 2 D n A he non appartiene a S. Proiettando S su A lungo lerette passanti per p0 si pu�o ostruire una retrazione di S su A e dunque per ilLemma 1.33 si ha la tesi. 2Il seguente teorema mostra he una super�ie S on bordo A \riempie" A nel senso dellamisura di Hausdor�.Teorema 1.39 Sia � un sottospazio aÆne m-dimensionale di Rn, sia A una sfera (m�1)-dimensionale ontenuta in � e sia D il diso m-dimensionale del quale A �e bordo. Allorab(D;A) = H℄m�1(A) e se S�A �e una qualunque super�ie, per ui b(S;A) 6= 0 allora si haHm(S) � Hm(D).Dimostrazione:Il fatto he b(D;A) = H℄m�1(A) segue direttamente dal Lemma 1.38. Sia�:Rn ! � la proiezione ortogonale su �, sia S 0 = �(S) e f = �jS:S ! S 0Per il Lemma 1.36, essendo f jA = i(A) si ha b(S 0; A) = b(S;A) 6= 0 e quindi peril Lemma 1.38 si ha S 0�D. Essendo f una funzione 1-lipshitziana otteniamoHm(D) � Hm(S 0) � Hm(S): 2Il seguente teorema, insieme al Teorema 1.20 di ompattezza, �e fondamentale per la rieradi minimi nella lasse S(L) delle m-super�i on bordo L�Hm�1(A).Teorema 1.40 Lo spazio S(L) delle super�i on bordo L, �e hiuso nello spazio dei ompattidi Rn munito della distanza di Hausdor� D.Dimostrazione:Presa S 0k�S(L) una suessione di super�i e S un ompatto tali helimk!1D(S 0k; S) = 0dobbiamo dimostrare he S 2 S(L). Poniamo Sk = Sl�k S 0l. Chiaramente gliSk sono una suessione deresente di ompatti e si ha S = Tk Sk. Essendob(Sk; A)�L per ogni k, per la Proposizione 1.11 sulla ontinuit�a dell'omologia di�Ceh, si ha he b(S;A)�L e quindi S 2 S(L). 2Data una super�ie S 2 S(L) e una palla U = B(x; r) entrata su S, una ostruzione heuseremo spesso nel seguito �e la seguente: si \taglia" S1 = U \S da S e si \ue" al suo postouna \toppa" S 01, ottenendo la super�ie S 0 = (S nB(x; r)) [ S 01. Il teorema seguente i diehe, on opportune ipotesi, vale S 0 2 S(L). Se S 01 �e una super�ie di ui si onose l'area el'omologia (ad esempio il ono C(x; S \ �U), e se S �e una super�ie minima otteniamo, inquesto modo, delle stime sull'area di S \U , sapendo he S 0 non pu�o avere area minore di S.



16 CAPITOLO 1. SUPERFICI, BORDI E AREATeorema 1.41 (\taglia e ui") Sia L un sottogruppo di Hm�1(A) e b(S;A)�L. Sia Uun aperto tale he U \ A sia vuoto, S1 = S \ U , S2 = S n U e A1 = S1 \ S2. Sia S 0 lasuper�ie S2[S 01 ottenuta togliendo U da S e aggiungendo un ompatto S 01 (la \toppa") talehe b(S 01; A1)�b(S1; A1) e S 01 \ S2�A1. Allora b(S 0; A)�L.Dimostrazione:In base all'assioma di esissione nelle ipotesi \deboli" (si veda la Proposizio-ne 1.13) sappiamo he la terna (S1; S2; A1) �e esatta, in quanto S1 n S2 e S2 n S1sono aperti in S = S1[S2. Dunque sappiamo he le suessioni di Mayer-VietorisHm�1(A1) j1�! Hm�1(S1)�Hm�1(S2) j2�! Hm�1(S) (1.3)e Hm�1(A1) j01�! Hm�1(S 01)�Hm�1(S2) j02�! Hm�1(S 0) (1.4)sono esatte (dove j1 = (i(S1; A1)�; i(S2; A1)�), j2 = i(S; S1)� � i(S; S2)� ed inmodo analogo abbiamo selto j 01 e j 02).Prendiamo un ilo � 2 L�Hm�1(A), e poniamo � = i(S2; A)�(�). Conside-riamo poi l'elemento (0; �) 2 Hm�1(S1) �Hm�1(S2). Sappiamo per ipotesi hei(S; S2)�(�) = i(S;A)�(�) = 0 e quindi j2(0; �) = i(S; S1)�(0)� i(S; S2)�(�) = 0.Per l'esattezza di (1.3) dovr�a esistere un ilo �1 2 Hm�1(A1) on j1(�1) = (0; �),ome nel diagramma riprodotto nella Tabella 1.1. Cio�eHm�1(A)� 2 L Hm�1(S)0
Hm�1(S2)� Hm�1(S1)�Hm�1(S2)(0; �) Hm�1(S1)0

Hm�1(A1)�1Tabella 1.1: Il diagramma ommutativo usato nella dimostrazione del Teorema 1.41i(S1; A1)�(�1) = 0; (1.5)i(S2; A1)�(�1) = �: (1.6)Dalla (1.5) otteniamo �1 2 b(S1; A1) e quindi per ipotesi �1 2 b(S 01; A1) io�ei(S 01; A1)�(�1) = 0. Considerando ora la suessione (1.4), usando anhe (1.6),otteniamo j 01(�1) = (0; �) e dall'esattezza di (1.4) otteniamo j 02(0; �) = 0 io�ei(S 0; S2)�(�) = 0. Riordano in�ne he i(S 0; A)�(�) = i(S 0; S2)�(�) = 0 ottenia-mo la tesi. 2
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SSt� tbxiri�i(t)

Figura 1.11: La ostruzione fatta nella dimostrazione del Lemma 1.42.1.7 Coni e disuguaglianza isoperimetriaGli insiemi he abbiamo selto ome super�i, avendo solo propriet�a topologihe, possonorisultare piuttosto diÆili da trattare per quanto riguarda la teoria della misura. In partio-lare tali insiemi non �e detto he siano retti�abili, quindi molti teoremi he risultano sempliiper gli insiemi retti�abili, non saranno utilizzabili in questo ontesto, se non modi�andoneleggermente gli enuniati e rifaendone la dimostrazione.Un primo esempio si ha ol seguente lemma, he supponendo S retti�abile sarebbe unasemplie onseguenza della formula di oarea.Lemma 1.42 Sia S un ompatto di Rn e sia St l'insieme dei punti di S ad una distanza tda un piano k-dimensionale �. Allora per ogni m si haZ 10 Hm�1(St) dt � Hm(S) (1.7)Dimostrazione:Possiamo supporre he S sia disgiunto da �, infatti se il lemma vale in questoaso, varr�a al limite, anhe per un generio S.Fissati " > 0 e Æ > 0, prendiamo un rioprimento fB(xi; ri)g di S on ri � Æ,tale he Xi mrmi � HmÆ (S) + ":Se �i(t) �e il raggio della pi�u piola palla he ontiene St \ B(xi; ri), si haovviamente Hm�1Æ (St \ B(xi; ri)) � m�1�i(t)m�1:Avendo supposto S disgiunto da �, se Æ < d(xi;�) possiamo a�ermare he(Figura 1.11) �i(t) = qr2i � (t� d(xi;�))2 + o(Æ)e quindi Z 10 Hm�1Æ (St) dt� Xi Zjt�d(x;�)j�ri m�1 �qr2i � (t� d(xi;�))2�m�1 + o(Æ) dt



18 CAPITOLO 1. SUPERFICI, BORDI E AREA= Xi Z ri�ri m�1 �qr2i � s2�m�1 ds+ o(Æ)= Xi mrmi + o(Æ) � HmÆ (S) + "+ o(Æ):Faendo tendere " e Æ a zero, si ha la tesi. 2L'esempio seguente illustra un aso in ui nell'equazione (1.7) si ha la disuguaglianza strettae mostra he, per avere l'uguaglianza, bisogna he l'insieme S sia \perpendiolare" a �.Esempio 1.43 Sia � la retta y = 0 nel piano R2 = f(x; y)g e sia S il segmento[(0; 0); (1; 1)℄. Ovviamente si ha H1(S) = p2, mentre essendo St = f(t; t)g si haZ 10 H0(St) dt = Z 10 1 dt = 1:Un'operazione he dovr�a essere possibile fare sulle nostre super�i, �e quella del \taglia eui". Sappiamo dal Teorema 1.41 he �e possibile dato un qualunque aperto U tagliareS \ U dalla super�ie S e inollari una \toppa" D�A = �U \ S, se b(D;A)�b(S n U;A),senza modi�are il bordo di S. Per fare questo, dato A sarebbe utile trovare una super�iestandard da usare ome \toppa", io�e una super�ie D�A on b(D;A) = Hm�1(A). Laselta pi�u ovvia �e prendere, ome D, un ono fatto su A, essendo il ono una super�ieontrattile. Il problema �e he per insiemi non retti�abili, l'area del ono non �e quello hei si aspetta, infatti se anhe supponiamo A��B(x; r), e prendiamo il ono C(x;A), pu�osuedere he sia Hm(C(x;A)) > rmHm�1(A):Questo fenomeno �e dovuto al fatto he la misura di Hausdor� non �e stabile rispetto alprodotto di insiemi. Infatti dato X 2 Rn in generale non �e vero (a meno he X non siaretti�abili) he Hm+1(X� [0; 1℄) = Hm(X) ma si ha solo una disuguaglianza on una ertaostante K: Hm+1(X � [0; 1℄) � KHm(X): (1.8)In aordo on l'Equazione (1.8) si ha il seguenteLemma 1.44 Siano A un ompatto e � un piano m-dimensionale di Rn on m < n.Consideriamo il \ono" C(�; A) de�nito ome l'unione dei segmenti he unisono ogni puntodi A alla sua proiezione sul piano �. Allora se A�� +B(0; r) si haHm(C(�; A)) � 2mmm�1 rHm�1(A):Dimostrazione:Consideriamo un rioprimento di A fatto da palle B(xi; ri) di raggio ri < Æ onla propriet�a Xi m�1rm�1i � Hm�1Æ (A) + Æ:Possiamo ostruire un rioprimento di C(�; A) on palle di raggio minore di2Æ nel modo seguente (Figura 1.12). Per ogni punto xi, sia yi il punto di � aminima distanza da xi. Ovviamente si riese a oprire tutto un intorno di raggio
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b

yi �Sb

xi
Figura 1.12: La ostruzione usata nel Lemma 1.44.ri del segmento [xi; yi℄ usando non pi�u di r=ri palle di raggio 2ri e siome questiintorni rioprono tutto C(�; A) si haHm2Æ(C(�; A)) �Xi rrim(2ri)m � 2mmm�1 Xi m�1rm�1i � 2mmm�1 r(Hm�1Æ + Æ):Faendo tendere Æ a zero, si ottiene la tesi. 2Il seguente lemma i die he si possono trovare delle \toppe" he veri�ano la stima dell'areadel ono a meno di ".Lemma 1.45 Sia A un ompatto on A�B(x0; r0). Allora per ogni " > 0, esiste unasuper�ie D on bordo b(D;A)�H℄m�1(A), ontenuta nell'involuro onvesso di A [ fx0gtale he Hm(D) � r0Hm�1(A)m (1 + "): (1.9)Daremo qui di seguito solo l'idea della dimostrazione, tralasiando i dettagli tenii.Dimostrazione:Si osservi innanzitutto he se A fosse un poliedro, il ono fatto su A sarebbe asua volta un poliedro e la disuguaglianza (1.9) varrebbe ovviamente on " = 0.Baster�a dimostrare he, per ogni ", si pu�o trovare un poliedro A0 ontenutonell'involuro onvesso di A [ fx0g on le seguenti propriet�a:A0 � A+B(0; ") (1.10)Hm�1(A0) � (1 + ")Hm�1(A): (1.11)Infatti, avendo un tale poliedro A0, sfruttando il Lemma 1.44 posso trovareuna super�ie C 0 (ottenuta faendo il \ono" di A sulle varie fae di A0) onHm(C 0) � o(")Hm�1(A). D'altra parte possiamo onsiderare il ono poliedraleC = C(x0; A0) per il quale vale la stima (sfruttando (1.10) e (1.11))Hm(C) � (r0 + ")m Hm�1(A0) � (1 + o("))r0mHm(A)e prendendo D = C 0[C otteniamo he ovviamente D �e ontenuto nell'involuroonvesso di A, e ome desideratoHm(D) � (1 + o("))r0mHm�1(A):Usando il Teorema 1.41 si riese poi a veri�are he b(D;A) = H℄m�1(A). Di-mostriamo dunque he esiste una super�ie poliedrale A0 on le propriet�a (1.10)e (1.11).



20 CAPITOLO 1. SUPERFICI, BORDI E AREASe m = 1 si trova he o H0(A) = 1, nel qual aso la disuguaglianza diventaovvia, oppure A �e formato da un numero �nito di punti e quindi A stesso �e unpoliedro. Dimostriamo dunque per induzione il aso m > 1. L'idea �e di prendereun rioprimento di A fatto on palle B(xi; ri) per ui si abbiaHm�1(A) �Xi m�1rm�1i � "e per ogni i onsiderare gli insieme Ai = A \ B(xi; ri) e Xi = A \ �B(xi; ri).Per ipotesi induttiva possiamo trovare delle poligonali X 0i he \approssimino"Xi. Prendiamo quindi i oni A0i = C(xi; X 0i) e ostruiamo A0 unendo assiemetutti questi A0i. La propriet�a (1.10) �e failmente veri�ata, quello he inveenon �e ovvio �e dimostrare (1.11). Dobbiamo dimostrare io�e he Hm�1(A0i) �(1 + o("))Hm�1(Ai) ovvero heHm�1(Ai) � (1 + o(")) rim� 1Hm�2(Xi): (1.12)Se (1.12) non fosse vera per nessun ri suÆientemente piolo, esisterebbe unerto r�i per ui, se r < r�i , si avrebbe (sfruttando il Lemma 1.42)Z r0 Hm�2(A \ �B(xi; t)) dt � Hm�1(A \B(xi; r)) (1.13)� (1� o(")) rm� 1Hm�2(A \ �B(xi; r):Ponendo  (r) = R r0 Hm�2(A \ �B(xi; t)) dt, otteniamo dunque, per quasi ogni r (r) � (1� o(")) rm� 1 0(r)e quindi  0(r) (r) � m� 1(1� o(")) 1rhe integrato da r1 a r2 i d�a  (r2) (r1) � �r2r1� m�11�o(") :Faendo tendere r1 a zero otteniamo quindi  (r) = o(rm�1) e  0(r) = o(rm�2) edalla (1.13) otteniamo dunqueHm�1(A \ B(xi; r)) = o(rm�1):Per il Lemma 1.32 questo pu�o suedere solo in un insieme trasurabile di punti,he possiamo supporre non siano i entri xi delle nostre palle. 2Lemma 1.46 (disuguaglianza isoperimetria) Esiste una ostante K = K(n;m) talehe se A �e un hiuso limitato di Rn em � 2, esiste una super�ie S, ontenuta nell'involuroonvesso di A, on bordo b(S;A) = Hm�1(A), e tale heHm(S) � KHm�1(A) mm�1e D(S;A) � KHm�1(A) 1m�1 :



1.7. CONI E DISUGUAGLIANZA ISOPERIMETRICA 21La dimostrazione di questo lemma viene fatta per induzione su m. Faremo qui di seguito ladimostrazione del aso base m = 2, he dovrebbe hiarire qual �e l'idea della dimostrazionee aenneremo soltanto la dimostrazione del passo induttivo (si veda [25, Lemma 8℄).Dimostrazione:Sia m = 2 e sia l = Hm�1(A) 1m�1 . Vogliamo innanzitutto dimostrare he A �eontenuto in una unione disgiunta di ubi di lato 2l. Consideriamo un generiopiano (n�1)-dimensionale � e prendiamo delle oordinate x1; : : : ; xn per le quali� = fx1 = 0g. De�niamo quindi�t = [k2Zfx1 = (t+ 2lk)g:Dal Lemma 1.42 otteniamoZ 2l0 H0(A \ �t) dt � H1(A) = le quindi dovr�a esistere un t0 tale he H0(A\�t0) = 0 io�e per questo t0 troviamohe A non intersea �t0 . Usando questo proedimento on n iperpiani ortogonalitra loro, abbiamo dimostrato he A si pu�o suddividere in insiemi disgiunti Aiognuno dei quali �e ontenuto in un ubo Ki di lato 2l.Dunque se prendiamo un generio punto xi 2 Ai, otteniamoAi�Ki�B(xi; 2lpn)e prendendo Si = C(xi; Ai) appliando il Lemma 1.44 abbiamoH2(Si) � 2� � 2lpnH1(Ai):Ponendo quindi S = Si Si, abbiamo he S �e ontenuto nell'involuro onvesso diA, vale b(S;A) = H1(A) (essendo ogni ono ontrattile) e si haH2(S) =Xi H2(Si) � 4�pnl �Xi H1(Ai) � 4�pnlH1(A) � KH1(A) mm�1se prendiamo K > 4�pn otteniamo dunque la tesi per m = 2.
A0 A�0A01X1A1A�1A02X2A2A�2A03X3A3A�3A04X4A4A�4 �Figura 1.13: La super�ie A viene \a�ettata" on piani paralleli a �.Per quanto riguarda il aso generale, usando lo stesso argomento usato per ilaso m = 2, riusiamo a trovare un insieme �t0 di piani paralleli he interseanoA in insiemi di misura minore di lm�2. In questo modo possiamo \a�ettare" A(Figura 1.13) lungo i piani di �t0 ottenendo degli insiemi Ai he si interseanoa due a due in sottoinsiemi Xi on Hm�2(Xi) � 2m�2 (in pratia Ai ha duetagli he supponiamo siano Xi e Xi+1). Per induzione possiamo supporre di aver



22 CAPITOLO 1. SUPERFICI, BORDI E AREAtrovato delle super�i A0i (di dimensione m � 1) he bordano gli insiemi Xi eper ui vale la disuguaglianza isoperimetria. Fissato i, inollando insieme gliinsiemi A0i, Ai e A0i+1, ottengo una super�ie di dimensione m� 1 he ha altezzaminore di l. Se siamo in odimensione maggiore di uno, dobbiamo anora iterarequesto proedimento, per ottenere una suddivisione di A in insiemi A�i ognunodei quali �e ontenuto in un ubo di lato l. L'insieme A� = SA�i �e pi�u grandedell'insieme originario A, ma per ome sono stati ostruiti gli A0i, la sua misuram� 1 dimensionale si pu�o stimare on quella di A. A questo punto posso fare ioni Si sugli insiemi A�i per ottenere la super�ie S he dovr�a veri�are la disu-guaglianza isoperimetria rispetto a A� e quindi (on una opportuna ostante)anhe rispetto a A. 2I seguenti lemmi tenii verranno utilizzati rispettivamente nelle dimostrazioni del Teore-ma 3.4 di regolarit�a e nel Teorema 4.1 di esistenza di super�i minime.Lemma 1.47 Siano � un m-piano passante per x, " < 12 , A��B(x; r), L�Hm�1(A). SeS �e una super�ie on bordo L e A�� +B(0; "r) allora oHm(S) � mrm � 22mmm�1 "rHm�1(A)e la proiezione di S su � ontiene � \ B(x; (1 � ")r), oppure esiste una super�ie S 0 onbordo L tale he Hm(S 0) � 22mmm�1 "rHm�1(A):Daremo un'idea della dimostrazione, lasiando da parte i dettagli puramente algebrii.Dimostrazione:Innanzitutto onsideriamo la proiezione A0 di A su �\�B(x; r) e ostruiamo unasuper�ie S 0 on bordo A[A0, proiettando il \ono" C(�; A), sulla sfera �B(x; r).L'area di S 0 si stima usando il Lemma 1.44 per trovare l'area del \ono" C(�; A)e sapendo he tale area viene modi�ata di poo dalla proiezione su �B(x; r) inquanto A �e viino a � \ �B(x; r). Si pu�o dunque ottenere la seguente stimaHm(S1) � 22mmm�1 "rHm�1(A):Ora, algebriamente, si dimostra he ogni ilo di Hm�1(A) �e equivalente in S 0ad un ilo di Hm�1(A0). Se tutti i ili di L vanno a zero in S1 allora S 0 �e unasuper�ie on bordo A e quindi vale la seonda parte dell'enuniato del lemma.In aso ontrario troviamo he la super�ie S [ S 0 ha bordo Hm�1(A) e quindiper il Teorema 1.39 Hm(S [ S 0) � mrmio�e esattamente quanto a�ermato nella prima parte dell'enuniato del lemma.2Lemma 1.48 Sia data una famiglia F di ubi di lato a paralleli e i ui entri formano unagriglia di larghezza a=3 e sia C 2 F un ubo �ssato. Siano S�C, e A��C due ompatti.Esiste una ostante K = K(n;m) tale he se valeHm(SnA) < (2m+2nm)�n+mam3m4mKm�1 (1.14)



1.7. CONI E DISUGUAGLIANZA ISOPERIMETRICA 23allora esister�a una super�ie S 0��C on bordo b(S 0; A)�b(S;A) tale heHm(S 0nA) � KHm(SnA)e se C 0 6= C, �e un ubo della famiglia F , si haA \ C 0 = ; ) S 0 \ C 0 = ;:Vediamo brevemente solo l'idea della dimostrazione di questo lemma.Dimostrazione:Sia x il entro del ubo C. L'ipotesi (1.14) i die he l'area di S �e molto piolarispetto all'area di una m-faia del ubo C. Avendo questa stima sull'area di S,e usando il Lemma 1.42, possiamo trovare una palla B(x; r) per ui la \lunghez-za" di A1 = S \ �B(x; r) �e molto piola in onfronto alla \lunghezza" di una(m � 1)-faia di C. A questo punto, appliando la disuguaglianza isoperime-tria (Lemma 1.46), possiamo trovare una super�ie S1 on bordo A1 ontenutanell'involuro onvesso di A1. La super�ie S 00 ottenuta inollando S nB(x; r) aS1 avr�a anora bordo A, e area piola. Vediamo ora he S 00 dista almeno r=2dal entro x di C. Se infatti S 00 fosse troppo viino a x, siome S1 �e ontenu-to nell'inoluro onvesso di A1, avrei he A1 dovrebbe avere una \lunghezza"paragonabile ad r, il he, prendendo K suÆientemente grande, �e assurdo. Siseglier�a dunque S 0 ome la proiezione di S 00 su �C. Sfruttando anora il fattohe l'area di S �e molto piola, si dimostra quindi he tale S 0 non intersea pi�uubi di quelli he interseava S. 2
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Capitolo 2Il teorema del diso topologioIn questo apitolo dimostreremo il teorema del diso topologio he verr�a appliato, inseguito, alle super�i minime. Questo teorema �e tuttavia del tutto indipendente dalla teoriadelle super�i minime e, di fatto, sfrutter�a soltanto i lemmi della Sezione 1.4 sulla distanzadi Hausdor�.De�nizione 2.1 (ondizione-("; R) di Reifenberg) Sia S un hiuso di Rn, x0 2 S. Di-iamo he S soddisfa la ondizione ("; R) nel punto x0 se omunque si prenda un r < R eun punto x 2 S \B(x0; R) esiste un sottospazio vettoriale m-dimensionale V (x; r)�Rn perui vale Dx;r(S; x+ V (x; r)) � "rTeorema 2.2 (del diso topologio) Esiste una ostante "0 tale he se S �e un hiuso hesoddisfa la ondizione ("; R) nel punto x0 per un erto " < "0 allora esiste un omeomor�smo� tra un m-diso topologio D e un intorno di x0 in S. Inoltre tale omeomor�smo � sar�a�-H�olderiano, on � = �("; R).Vediamo brevemente l'idea della dimostrazione he, essendo piuttosto laboriosa, sar�a svoltanell'intero apitolo.Prendiamo una suessione di raggi rj tendenti a zero, e per ogni j prendiamo un rj-retiolo fxjig di punti di S, io�e un numero �nito di punti tali he ogni altro punto di Sdisti meno di rj da questo retiolo (si veda De�nizione 1.27). Per ognuno di questi puntipossiamo prendere l'm-piano xji + Vji dato dalla ondizione ("; R), in modo he tale pianodisti \poo" dall'insieme ristretto ad una palla di raggio dell'ordine di rj. A questo puntopossiamo estendere, in modo C1, questa distribuzione di piani ottenendo per ogni punto xin un intorno di S un piano x+Vj(x) passante per x he disti anora \poo" dall'insieme Sin un opportuno intorno di x. Per fare i�o introdurremo una funzione x 7! Mj(x) a valorinelle matrii ortogonali, in modo tale he il piano generato dai primi m vettori olonna diMj(x) sia proprio Vj(x).Il passo suessivo onsiste nel de�nire delle funzioni x 7! �j(x) per x he varia in un intornodi S, he proiettino il punto x sul piano xji+Vj(x) in modo da farlo avviinare alla super�ieS. Mediante le buone propriet�a di �j possiamo ostruire le iterate �j = �0 Æ �1 Æ : : : Æ �j inmodo he Sj = �j(S0) siano dei buoni approssimanti di S (S0 sar�a un diso piano entratoin x0) e in modo tale he �j onverga uniformemente verso una funzione iniettiva � dal disoS0 all'insieme S. La surgettivit�a si riava poi senza troppa fatia on argomenti di tipotopologio, sfruttando anora un volta la propriet�a ("; R).25



26 CAPITOLO 2. IL TEOREMA DEL DISCO TOPOLOGICO2.1 Lemmi preliminariDe�nizione 2.3 Se M ed M 0 sono due matrii di Rn, de�niamojM �M 0j = sXi;j jMij �M 0ijj2:Si osservi he se 1; : : : ; n sono i vettori olonna di M e 01; : : : ; 0n sono i vettori olonnadi M 0, si ha jM �M 0j = sXj jj � 0jj2:Proposizione 2.4 Se M �e una matrie ortogonale e A, B sono due matrii di Rn, si hajMA�MBj = jA� Bj:Dimostrazione:Dalle propriet�a delle matrii ortogonali sappiamo he jMvj = jvj per qualunquevettore v. Indiando on gli indii in alto, i vettori olonna delle matrii, sionlude rapidamente:jMA�MBj2 = Xj ���(MA)j � (MB)j���2 =Xj ���M(Aj � Bj)���2= Xj ���Aj �Bj���2 = jA� Bj2: 2De�nizione 2.5 Data una matrie ortogonaleM di Rn, se 1; : : : ; n sono i vettori olonnadi M , denotiamo on V (M) =< 1; : : : ; m >lo spazio vettoriale m-dimensionale generato dai primi m vettori olonna di M .Lemma 2.6 Se M e M 0 sono matrii ortogonali e V = V (M) e V 0 = V (M 0) sono gli spazivettoriali generati dai primi m vettori olonna di M e M 0 rispettivamente, si ha:D0;1(V; V 0) � jM �M 0j:Dimostrazione:Dato un qualunque vettore v 2 V unitario, basta dimostrare he si pu�o trovareun vettore unitario v0 2 V 0 on jv � v0j � jM �M 0j. Siome abbiamo visto(Proposizione 2.4) he la norma jM �M 0j �e invariante per ambi di oordinate,possiamo supporre v = 1, dove 1; : : : ; n sono i vettori olonna diM . Segliamodunque v0 = 01 (dove 01; : : : ; 0n sono i vettori olonna di M 0) ottenendo omevoluto jv � v0j2 = j1 � 01j2 �Xj jj � 0jj2 = jM �M 0j2: 2



2.2. DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DEL DISCO TOPOLOGICO 27De�nizione 2.7 Siano M una matrie ortogonale, 1; : : : ; n i suoi vettori olonna e Vun m-sottospazio vettoriale di Rn. Siano 01; : : : ; 0m le proiezioni di 1; : : : ; m su V e0m+1; : : : ; 0n le proiezioni di m+1; : : : ; n sullo spazio ortogonale a V . Se abbiamo he01; : : : ; 0n sono una base di Rn e 01; : : : ; 0m generano V , possiamo appliare il proedimen-to di ortonormalizzazione di Gram-Shmidt ai vettori 01; : : : ; 0m e 0m+1; : : : ; 0n ottenendo ivettori olonna di una matrie ortogonale M 0. De�niamo dunque�(M;V ) =M 0:Osservazione 2.8 Si ha ovviamenteV (�(M;V )) = Vper ogni V sottospazio vettoriale m-dimensionale di Rn.Osservazione 2.9 SianoM una matrie ortogonale e V un m-sottospazio vettoriale di Rn.Esiste una ostante "1 tale he se D0;1(V; V (M)) � "1 allora �(M;V ) �e ben de�nito.Lemma 2.10 Esistono delle ostanti "2 e k0 per ui se jM �M 0j � "2, D0;1(V; V 0) � "2,D0;1(V; V (M)) � "2 e D0;1(V 0; V (M 0)) � "2 alloraj�(M;V )� �(M 0; V 0)j � k0(jM �M 0j+D0;1(V; V 0)):Dimostrazione:Lo spazio delle matrii ortogonali �e ompatto, e anhe la famiglia degli m-sottospazi vettoriali diRn. Se dunque abbiamo selto "2 suÆientemente pioloin modo da rimanere all'interno del dominio di � abbiamo he (M;V ) varia inun ompatto. Essendo � 2 C1 su tale ompatto � sar�a pure lipshitziana. 22.2 Dimostrazione del teorema del diso topologioNel dimostrare il teorema faremo uso di molte ostanti he, a posteriori, dovranno soddisfarele seguenti relazioni:1� k0 � k4 � k1 � 1� � k3 � k2 � k6 � k5 � k7 � 1" ;"� "1;"� "2:Poniamo r0 = R=16 e selto un 0 < � < 1 poniamo rj = r0�j. Per ogni intero positivo jsegliamo un rj-retiolo fxjig per S� = S \ B(x0; 10r0) (si veda la De�nizione 1.27).Ad ogni punto xji assoiamo poi un m-sottospazio vettoriale Vji�Rn per il quale valgaDxji;8rj (S; xji + Vji) � 8"rj (2.1)ome i assiura la ondizione-("; R). Allo stesso modo onsideriamo un m-sottospaziovettoriale V0 tale he Dx0;R(S; x0 + V0) � "R: (2.2)



28 CAPITOLO 2. IL TEOREMA DEL DISCO TOPOLOGICO2.2.1 Costruzione della suessione MjIl primo passo della dimostrazione onsiste nel ostruire una suessione di funzioniMj:S� +B(0; (3=2)rj)! O(n)dove O(n) �e il gruppo delle matrii ortogonali. Ad ogni matrie Mj(x) posso assoiareil sottospazio vettoriale Vj(x) = V (Mj(x)) dato dalla De�nizione 2.5. Vogliamo he lesuessioni Mj e Vj veri�hino le seguenti ondizioni:(i) Vj(xji) = Vji 8j � 1;(ii) jrMj(x)j � k1 "rj 8j � 0;(iii) Dx;6rj(S; x+ Vj(x)) � k3"rj 8x 2 S� 8j � 0;(iv) jMj(x)�Mj�1(x)j � k2" 8j � 1.Sia j = 0. Cominiamo ol de�nire M0(x) ome una matrie ostante per ui valga V0(x) =V0. La ondizione (ii) �e ovviamente soddisfatta, veri�hiamo dunque la ondizione (iii):Dx;6r0(S; x + V0(x)) � Dx;6r0(S; x0 + V0) +Dx;6r0(x0 + V0; x+ V0)� 4Dx0;R(S; x0 + V0) + 4D0;1(x0 + V0; x+ V0)� 4"R+ 4d(x; x0 + V0) � 4"r + 4"R = 128"r0In questa atena di disuguaglianze abbiamo usato prima la disuaglianza triagolare per ladistanza di Hausdor�, poi abbiamo appliato il Lemma 1.24 (si veri�a sempliemente hese x 2 S� si ha B(x; 6r0)�B(x0; R)) e in�ne abbiamo sfruttato la Propriet�a (2.2). Dunquebasta imporre k3 � 128 per avere la ondizione (iii).Consideriamo ora per induzione il aso j > 0. Cominiamo ol de�nire (si veda la De�ni-zione 2.7 e l'Osservazione 2.8) Mj(xji) = �(Mj�1(xji); Vji)in modo da veri�are la ondizione (i). Perh�e � sia de�nito (si veda l'Osservazione 2.9)bisogna per�o veri�are he valga D0;1(Vj�1(xji); Vji) � "1:E infatti abbiamo, in base all'Osservazione 1.22:D0;1(Vj�1(xji); Vji) = 18rjDxji;8rj(Vj�1(xji); Vji) (2.3)� 18rj (Dxji;8rj(Vj�1(xji; S) +Dxji;8rj(S; Vji)):Imponendo la ondizione � < 34 si ha he B(xji; 8rj)�B(xji; 6rj�1) e possiamo quindi ap-pliare il Lemma 1.24 per poi stimare il primo addendo mediante la ondizione (iii) hesupponiamo sia valida per j � 1, mentre la stima del seondo addendo si ha direttamentedalla propriet�a (2.1)D0;1(Vj�1(xji); Vji) � 18rj (4Dxji;6rj�1(Vj�1(xji); S) + 8"rj)� 18rj (4k3"rj�1 + 8"rj) = (k32� + 1)":



2.2. DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DEL DISCO TOPOLOGICO 29Abbiamo dunque la stima voluta imponendo he sia(k32� + 1)" � "1Vogliamo ora de�nire la funzioneMji su tutto S�+B(0; 32rj) estendendo i valori sul retiolofxjig mediante una opportuna partizione dell'unit�a. Prendiamo una funzione ' 2 C1(R)on le propriet�a: '0(s) � 0 8s 2 R;j'0(s)j � 2 8s 2 R;'(s) = 1 8s � 0;'(s) = 0 8s � 1e de�niamo poi �0ji(x) = '( jx� xjij � rj=43rj );�00ji(x) = �0(x)Yi0 6=i(1� �0ji0(x));�ji(x) = �00ji(x)=Xi0 �00ji0(x):Si veri�a failmente he�0ji(x) = 1 se jxji � xj � rj4 ;�0ji(x) = 0 se jxji � xj � 134 rj;�00ji(x) = 0 se 9i0 6= i t:: jxji0 � xj � rj4 ;�00ji(x) = 0 se jxji � xj � 134 rj;e quindi Xi �ji = 1;�ji(x) = 1 se jx� xjij � rj4 ;�ji(x) = 0 se 9i0 6= i t:: jx� xji0j � rj4 ;�ji(x) = 0 se jx� xjij � 134 rj;jr�ji(x)j � k4rj :Il oeÆiente k4 non dipende da j in quanto il numero di termini diversi da zero nellesommatorie e nei prodotti �e maggiorato dal numero Nj(x) di punti del retiolo ontenuti inB(x; 134 rj) he si stima failmente:Nj(x) � Hn �B(x; 134 rj)�Hn(B(x; rj)) � �134 �n = Nj:



30 CAPITOLO 2. IL TEOREMA DEL DISCO TOPOLOGICOPossiamo ora de�nireMj(x) =Xi �ji(x)Mj(xji) 8x 2 S� +B(0; 32rj):Veri�hiamo la propriet�a (ii). Sia x 2 S�+B(0; 32rj) e sia xji0 2 S� il punto del retiolo pi�uviino a x (quindi jx� xji0 j � (1 + 3=2)rj). Otteniamo:jr(Mj(x))j = �����Xi r�ji(x)Mj(xji)����� = �����Xi r�ji(x)(Mj(xji)�Mj(xji0))����� =� Xi k4rj jMj(xji)�Mj(xji0)jPossiamo supporre he sia jx � xjij � 134 rj (in aso ontrario avrei r�ji(x) = 0) e quindijxji � xji0 j � (134 + 1 + 32)rj � 6rj. Sfruttando poi l'induzione sulla propriet�a (ii) abbiamojMj�1(xji)�Mj�1(xji0)j � k1 "rj�1 jxji � xji0 j � 6k1�":Inoltre valeD0;1(Vji; Vji0) = 12rjDxji;2rj(xji + Vji; xji + Vji0) � 12rj (Dxji;2rj(xji + Vji; S)+Dxji;2rj(S; xji0 + Vji0) +Dxji;2rj (xji0 + Vji0; xji + Vji0))� 12rj (4Dxji;8rj (xji + Vji; S) + 4Dxji0 ;8rj(S; xji0 + Vji0)+ 4D0;1(xji0 + Vji0; xji + Vji))� 12rj (4 � 8"rj + 4 � 8"rj + 4 � 8"rj) = 96":Poih�e Mj(xji)�Mj(xji0) = �(Mj�1(xji); Vji)� �(Mj�1(xji0); Vji0)possiamo dedurre jMj(xji)�Mj(xji0)j � k0(6k1�"+ 96") (2.4)se sono veri�ate le ipotesi del Lemma 2.10 e io�e se96" � "2;6k1�" � "2;(k32� + 1)" � "2:(l'ultima disuguaglianza si ha dal fatto he D0;1(V (Mj�1(xji); Vji) � (k3=(2�) + 1)" ome si�e gi�a visto in (2.3)). In de�nitiva otteniamo ome desideratojrMj(x)j � Nj k4rj 6k0(k1�+ 16)" � k1 "rjse imponiamo 2 � 6Njk4k0 � k1



2.2. DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DEL DISCO TOPOLOGICO 31e k1� � 16:Dimostriamo la propriet�a (iii). Sia x 2 S� e sia xji0 2 S� un punto del retiolo onjx� xji0j � rj. AbbiamoDx;6rj(S; x+ Vj(x)) � Dx;6rj (S; xji0 + Vji0) +Dx;6rj (xji0 + Vji0; x+ Vji0)+Dx;6rj(x+ Vji0; x + Vj(x)):I singoli addendi si stimano nel modo seguenteDx;6rj(S; xji0 + Vji0) � 4Dx;8rj(S; xji0 + Vji0) � 4 � 8"rj;Dx;6rj (xji0 + Vji0; x + Vji0) � 4D0;1(xji0 + Vji0; x+ Vji0) � 4d(x; xji0 + Vji0) � 4 � 8"rj;Dx;6rj(x + Vji0; x+ Vj(x)) � 6rjD0;1(Vji0; Vj(x)) � 6rjjMj(xji0)�Mj(x)j� 6rjrjk1 "rj = 6rjk1"per ui otteniamo la ondizione (iii) se imponiamo6k1 + 64 � k3:Dimostriamo la propriet�a (iv). Sia x 2 S� + B(0; 32rj) e xji0 2 S� tale he jx � xji0j �(1 + 3=2)rj. AbbiamojMj(x)�Mj�1(x)j � jMj(x)�Mj(xji0)j+ jMj(xji0)�Mj�1(xji0)j+ jMj�1(xji0)�Mj�1(x)j:Ora per la propriet�a (ii)jMj(x)�Mj(xji0)j � jx� xji0 jk1 "rj � 52"k1e jMj(xji0)�Mj�1(xji0)j = j�(Mj�1(xji0); Vji0)� �(Mj�1(xji0); Vj�1(xji0))jappliando il lemma 2.10 ome in (2.4)jMj(xji0)�Mj�1(xji0)j � k0(0 +D0;1(Vji0; Vj�1(xji0))� k06rj (Dxji0 ;6rj (xji0 + Vji0; S) +Dxji0 ;6rj (S; xji0 + Vj�1(xji0)))� k06rj (k3rj"+ 4Dxji0 ;6rj�1(S; xji0 + Vj�1(xji0)))� k06rj (k3rj"+ 4k3 rj� ") � 56k0k3 "�essendo � � 1, ed usando anora la propriet�a (ii)jMj�1(xji0)�Mj�1(x)j � jx� xji0jk1 "rj�1 � 52rjk1� "rj = 52k1�":In onlusione otteniamojMj(x)�Mj�1(x)j � (52k1 + 56 k3� + 52k1�)" � k2"se imponiamo he valga 5k1 + 56 k3� � k2:



32 CAPITOLO 2. IL TEOREMA DEL DISCO TOPOLOGICO2.2.2 Costruzione della suessione �jDato un m-piano �, in questa sezione indiheremo on��:Rn ! Rnla proiezione ortogonale su �.Consideriamo l'appliazione �j:S� +B(0; 32rj)! Rn de�nita da�j(x) =Xi �ji(x)�xji+Vj(x)(x):De�niamo poi lj = k5" 1Xk=j+1 rk = k5" �j+11� �r0;S0 = (x0 + V0) \B(x0; 10r0 � l0)�S� +B(0; 32rj);Sj = �j(Sj�1) 8j � 1(la buona de�nizione di Sj segue dalla propriet�a (vi) qui di seguito).Veri�heremo per induzione le seguenti propriet�a di �j:(v) j�j(x)� xj � k5"rj 8x 2 Sj�1 8j � 1;(vi) d(x; S) � k6"rj+1 e jx� x0j � 10r0 � lj 8x 2 Sj;(vii) 12 jx� yj � j�j(x)� �j(y)j � 2jx� yj 8x; y 2 Sj�1 8j � 1;(viii) jx� yj � 4k5"rj+1 ) d(y; x+ Vj+1(x)) � k7"jx� yj 8x; y 2 Sj.Sia j = 0. Le propriet�a (v) e (vii) sono ovvie. Per veri�are la propriet�a (vi) prendiamo unpunto x 2 S0. Abbiamo per de�nizione jx� x0j � 10r0 � l0, mentred(x; S) � D(S0; S \ B(x0; 10r0 � l0)) � Dx0;10r0�l0(x0 + V0; S) �� 4Dx0;R(x0 + V0; S) � 4"R � 64"r1� � k6"r1se si pone 64=� � k6. La veri�a della propriet�a (viii) �e banale in quanto S0�x0 + V0.Sia j > 0 e ominiamo ol dimostrare la propriet�a (v). Sia x 2 Sj�1.j�j(x)� xj = �����Xi �ji(x)(�xji+Vj(x)(x)� x)����� �� Xi �ji(x)d(x; xji + Vj(x))e possiamo supporre he sia jxji � xj � 134 rj. Sia y 2 S il punto di minima distanza da x,per la propriet�a (vi) (per induzione) abbiamo jx� yj � k6"rj e quindid(x; xji + Vj(x)) � jx� yj+ d(y; xji + Vj(x)) � k6"rj +Dxji; 8rj(S; xji + Vji)� k6"rj +Dxji;8rj(S; xji + Vj(x)) +Dxji;8rj(xji + Vji; xji + Vj(x))� k6"rj + 8"rj + 8rjD0;1(Vji; Vj(x)):



2.2. DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DEL DISCO TOPOLOGICO 33Per il Lemma 2.6D0;1(Vji; Vj(x)) � jMj(xji)�Mj(x)j � jxji � xjk1 "rj � 134 k1"otteniamo quindi j�j(x)� xj � Xi �ji(x)((k6 + 8)"rj + 26k1"rj)� (k6 + 26k1 + 8)"rj � k5"rjse imponiamo k6 + 26k1 + 8 � k5:Veri�hiamo la ondizione (vi) per il punto �j(x) 2 Sj on x 2 Sj�1. Siano y 2 S il puntodi minima distanza da x e xji0 2 S il punto del retiolo di minima distanza da y. Abbiamojx� yj � k6"rj e jx� x0j � 10r0 � lj�1 per l'ipotesi induttiva. Quindijy � x0j � jy � xj+ jx� x0j � 10r0 � (lj�1 � k6"rj) � 10r0 � lj (2.5)e y 2 S� se imponiamo anhe he sia k6 � k5. Per la propriet�a (v) si ha j�j(x)� xj � k5"rjed essendo jy � xji0 j � rj troviamo j�j(x)� xji0j � ((k5 + k6)"+ 1)rj.Imponendo he valga (k5 + k6)"+ 1 � 8 possiamo fare la stimad(�j(x); S) � d(�j(x); xji0 + Vj(x)) +Dxji0 ;8rj (xji0 + Vj(x); xji0 + Vji0)+Dxji0 ;8rj (xji0 + Vji0; S):Ora d(�j(x); xji0 + Vj(x)) � j�j(x)� �xji0+Vj(x)(x)j= �����Xi �ji(x)(�xji+Vj(x)(x)� �xji0+Vj(x)(x))������ Xi �ji(x)d(xji; xji0 + Vj(x))sapendo he jxji�xji0 j � (13=4+k6"+1)rj � (5+k6")rj e imponendo 5+k6" � 8 otteniamousando il Lemma 1.23 e l'Osservazione 1.22d(xji; xji0 + Vj(x)) � d(xji; xji0 + Vj(xji0)) + jxji � xji0jD0;1(Vj(xji0); Vj(x))� 8"rj + 8rjjMj(xji0)�Mj(x)j� 8"rj + 8rjk1 "rj (k6"+ 1)rj� (8 + 8k1(k6"+ 1))"rje quest'ultima stima vale anhe per d(�j(x); xji0 + Vj(x)) sapendo he P�ji = 1. Abbiamopoi Dxji0 ;8rj(xji0 + Vj(x); xji0 + Vji0) � 8rjjMj(x)�Mj(xji0)j� 8rjk1 "rj (k6"+ 1)rje Dxji0 ;8rj(xji0 + Vji0; S) � 8"rj:



34 CAPITOLO 2. IL TEOREMA DEL DISCO TOPOLOGICODunque in onlusione otteniamod(�j(x); S) � (8 + 8k1(k6"+ 1) + 8k1(k6"+ 1) + 8)"rj+1�� k6"rj+1se imponiamo 16(1 + k1(k6"+ 1)) � k6ottendo la prima parte della ondizione (vi). La seonda parte si dimostra failmente perinduzione in quanto se x 2 Sj�1 si haj�j(x)� x0j � j�j(x)� xj+ jx� x0j � k5"rj + 10r0 � lj�1 = 10r0 � lj:Dimostriamo la ondizione (vii). Siano x; y 2 Sj�1, se jx� yj � 4k5"rj abbiamo, sfruttandola propriet�a (v) j�j(x)� �j(y)j � jx� yj � j�j(x)� xj � j�j(y)� yj� jx� yj � 2k5"rj � 12 jx� yje j�j(x)� �j(y)j � jx� yj+ j�j(x)� xj+ j�j(y)� yj� jx� yj+ 2k5"rj � 2jx� yj:Quindi possiamo supporre jx� yj � 4k5"rj. Siomej�j(x)� �j(y)j � jx� yj � j�j(x)� x� �j(y) + yje j�j(x)� �j(y)j � jx� yj+ j�j(x)� x� �j(y) + yj�e suÆiente dimostrare he vale j�j(x) � x � �j(y) + yj � jx � yj=2 per avere entrambe lestime della propriet�a (vii). Maj�j(x)� x� �j(y) + yj = �����Xi ��ji(x)(�xji+Vj(x)(x)� x)� �ji(y)(�xji+Vj(y)(y)� y)������� �����Xi �ji(x)(�xji+Vj(x)(x)� x� �xji+Vj(y)(y) + y)�����+ �����Xi (�ji(x)� �ji(y))(�xji+Vj(y)(y)� y)�����e j�xji+Vj(x)(x)� x� �xji+Vj(y)(y) + yj � j(�xji+Vj(x)(x)� x)� (�xji+Vj(x)(y)� y)j+ j(�xji+Vj(x)(y)� y)� (�xji+Vj(y)(y)� y)j� d(y; x+ Vj(x)) + j�xji+Vj(x)(y)� �xji+Vj(y)(y)j:Appliando la propriet�a (viii) al passo j � 1 abbiamo d(y; x + Vj(x)) � k7"jx � yj mentreper il seondo addendo, supponendo he sia �ji 6= 0, abbiamoj�xji+Vj(x)(y)� �xji+Vj(y)(y)j � jy � xjijD0;1(Vj(x); Vj(y))� (jy � xj+ jx� xjij)k1 "rj jx� yj� (4k5"+ 134 )k1"jx� yj:



2.2. DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DEL DISCO TOPOLOGICO 35L'ultima stima da fare �e�����Xi (�ji(x)� �ji(y))(�xji+Vj(y)(y)� y)����� � 2Njk4 jx� yjrj d(xji; y + Vj(y))dove abbiamo usato la stima su r�ji e il fatto he il numero di indii i per ui �ji(x) 6= 0 o�ji(y) 6= 0 �e maggiorato da 2Nj.Prendiamo ora un punto z di S a minima distanza da y, ome si �e visto in (2.5) z 2 S�. Sitrova d(xji; y + Vj(y)) � d(xji; z + Vj(y)) + jz � yj� d(xji; z + Vj(z)) + jxji � zjD0;1(Vj(z); Vj(y)) + jz � yj:Supponendo he almeno uno dei due termini �ji(x), �ji(y) sia diverso da 0, abbiamo jxji �zj � 13=4rj+ jx�yj+ jy�zj � (13=4+4k5"+k6")rj � 6rj se (4k5+k6)" � 2. E ontinuandola atena di disuguaglianzed(xji; y + Vj(y)) � k3"rj + 6rj k1rj "k6"rj + k6"rj � (k3 + 6k1"k6 + k6)"rj:Per ui otteniamo�����Xi (�ji(x)� �ji(y))(�xji+Vj(y)(y)� y)����� � 2Njk4jx� yj(k3 + 6k1"k6 + k6)" (2.6)e �nalmente ome volutoj�j(x)� x+ �j(y) + yj� (k7 + (4k5"+ 134 )k1 + 2Njk4(k3 + 6k1"k6 + k6))"jx� yj� 12 jx� yjse " �e suÆientemente piolo.Dimostriamo la ondizione (viii) per �j(x); �j(y) 2 Sj on x; y 2 Sj�1. Dall'ipotesi j�j(x)��j(y)j � 4k5"rj+1 e dalla propriet�a (vii) otteniamo jx�yj � 8k5"�rj. Abbiamo innanzituttod(�j(y); �j(x) + Vj+1(�j(x))) � d(�j(y); �j(x) + Vj(x)) (2.7)+D�j(x);j�j(y)��j (x)j(�j(x) + Vj(x); �j(x) + Vj(�j(x)))+D�j(x);j�j(y)��j (x)j(�j(x) + Vj(�j(x)); �j(x) + Vj+1(�j(x)))dove indiando on Vj(x)? lo spazio ortogonale a Vj(x)d(�j(y); �(x) + Vj(x)) = j�Vj(x)?(�j(y)� �j(x))j:Consideriamo ora la seguente uguaglianza�j(y)� �j(x) = Xi �ji(y)(�xji+Vj(y)(y)� �xji+Vj(x)(y))+Xi �ji(y)(�xji+Vj(x)(y)� �xji+Vj(x)(x))+Xi (�ji(y)� �ji(x))(�xji+Vj(x)(x)� x):



36 CAPITOLO 2. IL TEOREMA DEL DISCO TOPOLOGICOStimiamo il modulo del primo e del terzo addendo, mentre dimostriamo he il seondoaddendo �e un vettore dello spazio Vj(x) e quindi ha proiezione nulla sull'ortogonale. Neiprimi due addendi possiamo supporre he sia jy � xjij � (13=4)rj e otteniamo�����Xi �ji(y)(�xji+Vj(y)(y)� �xji+Vj(x)(y))����� � jy � xjijD0;1(Vj(y); Vj(x))� 134 rjjMj(x)�Mj(y)j� 134 rjk1 "rj jx� yj = 134 k1"jx� yjper il seondo addendo abbiamoXi �ji(y)(�xji+Vj(x)(y)� �xji+Vj(x)(x)) = Xi �ji(y)(�Vj(x)(y)� �Vj(x)(x))= �Vj(x)(y � x) 2 Vj(x)e per il terzo addendo, abbiamo la stessa stima dell'equazione (2.6).Dunque si ottiene, sfruttando anhe la propriet�a (vii),d(�j(y); �j(x) + Vj(x)) � (134 k1 + 0 + 2Njk4(k3 + 6k6k1"+ k6))" � 2j�j(x)� �j(y)j:Della disuguaglianza (2.7) dobbiamo anora fare le stimeD�j(x);j�j(y)��j (x)j(�j(x) + Vj(x); �j(x) + Vj(�j(x))) � j�j(x)� �j(y)jjx� �j(x)jk1 "rj� j�j(x)� �j(y)jk5k1"2e D�j(x);j�j(y)��j (x)j(�j(x) + Vj(�j(x)); �j(x) + Vj+1(�j(x)))� j�j(x)� �j(y)jjMj(�j(x))�Mj+1(�j(x))j � j�j(x)� �j(y)jk2":Per ottenere in onlusioned(�j(y); �j(x) + Vj+1(�j(x)))� (2(134 k1 + 0 + 2Njk1(k3 + 6k6k1 + k6)) + k5k1"+ k2)"j�j(x)� �j(y)j� k7"j�j(x)� �j(y)jse imponiamo he valga l'ultima disuguaglianza tra le ostanti.2.2.3 De�nizione della mappa � e veri�a dell'iniettivit�aDe�niamo la suessione �j:S0 ! Rn per riorrenza ome �j(x) = �j(�j�1(x)) e �0(x) = x.Abbiamo per la propriet�a (vi)j�j(x)� �j�1(x)j = j�j(�j�1(x))� �j�1(x)j � k5"rj = k5"r0�jio�e �j(x) �e una suessione di Cauhy per ogni x e quindi possiamo dei�nire la funzione� :S0 ! Rn ome limite puntuale di �j. Ma si trova anhej�j(x)� �(x)j � 1Xk=j+1 j�k(x)� �k+1(x)j � 1Xk=j+1 jk5"rk+1j = lj+1 (2.8)



2.2. DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DEL DISCO TOPOLOGICO 37e quindi la onvergenza �j ! � �e uniforme e � �e ontinua.Veri�hiamo he � �e iniettiva. Supponiamo he sia �(x) = �(y) e quindij�j(x)� �j(y)j � j�j(x)� �(x)j+ j�(y)� �j(y)j � 2lj+1:Per la propriet�a (viii)j�j(x)� �j(y)j = j�j(�j�1(x))� �j(�j�1(y))j� 12 j�j�1(x)� �j�1(y)j � : : : � 12j j�0(x)� �0(y)jQuindi per ogni j abbiamo 12j j�0(x)� �0(y)j � 2lj+1io�e j�0(x) � �0(y)j � 2lj+12j = 2k5" �1���2(2�)jr0 he �e una suessione in�nitesima se� < 1=2. Quindi �0(x) = �0(y) io�e, essendo �0 iniettiva, x = y.2.2.4 Surgettivit�a di �Per la propriet�a (vi) abbiamo ovviamente �(S0)�S. Vogliamo dimostrare he �(S0)�S \B(x0; 4r0). Prendiamo dunque un punto y 2 S \ B(x0; 4r0) e onsideriamo la seguentefunzione '(x) = 8><>: �(x) se j�(x)� yj � 2r0x se j�(x)� yj � 3r01r0 ((j�(x)� yj � 2r0)x + (3r0 � j�(x)� yj))�(x) altrimentiSi vede dalla de�nizione he '(x) appartiene al segmento [x; �(x)℄ quindi se '(x) = yallora j�(x) � yj � jx � �(x)j, dall'equazione (2.8) troviamo jx � �(x)j � l1 e supponendol1 = k5"r0 �21�� � r0 abbiamo �(x) = '(x) = y. Quindi basta dimostrare he esiste un xtale he '(x) = y. Vogliamo anhe vedere he ' ristretto a (x0 + V0) \ �B(x0; 10r0 � l0) �el'identit�a. Infatti se x 2 S0 e jx� x0j � 10r0 � l0 abbiamoj�(x)� yj � jx� yj � j�(x)� xj � (10r0 � l0 � 4r0)� l1 � 3r0e quindi '(x) = x.Se j'(x)�yj � r0 allora j�(x)�yj � j�(x)�'(x)j+j'(x)�yj � r0+r0 e quindi �(x) = '(x).Possiamo dunque a�ermare he'(S0) \ B(y; r0)��(S0) \ B(y; r0)�SSupponiamo per assurdo he y =2 '(S0), allora per la ontinuit�a di ' (ed essendo S0ompatto), tutto un intorno di y non intersea '(S0). Cio�e esiste k per ui'(S0) \ B(y; 2�kr0) = ;Supponiamo sia k = 0. Preso un punto x 2 S0 essendo S0�x0+V0 ed essendo '(x) 2 [x; �(x)℄abbiamo he d('(x); x0 + V0) � d(�(x); x0 + V0) � "R = 32"r0



38 CAPITOLO 2. IL TEOREMA DEL DISCO TOPOLOGICOConsideriamo ora la mappa �x0+V0 Æ ':S0 ! x0 + V0siome questa mappa ristretta a V0 \ �B(x0; 10r0 � l0) �e l'identit�a, per il teorema di nonretrazione (dal quale si dimostra he una mappa ontinua dal diso al diso he lasia �ssii punti del bordo, deve essere surgettiva) ogni punto di S0 deve essere raggiunto, e quindianhe �x0+V0(y). Ma i punti dell'immagine di ' he si proiettano su �x0+V0(y) devonoessere distanti da y meno di 32"r0 per quanto visto sopra e quindi devono appartenere aB(y; r0) \ '(S0). Dunque k > 0.Poniamo ora r = 2�kr0 e supponiamo he valga '(S0)\B(y; r) = ; ma '(S0)\B(y; 2r) 6= ;e quindi '(S0) \ B(y; 2r) = '(S0) \ (B(y; 2r) nB(y; r)) Segliamo �(y; 2r) ome l'm-pianodato dalla ondizione-("; R) on Dy;2r(�(y; 2r); S) � 2"rSiome in B(y; r0) abbiamo he � = ' otteniamo'(S0) \ B(y; 2r)��(y; 2r) +B(0; 2"r)Sia ora !k de�nita ome la proiezione radiale su �B(y; 2r) per i punti interni a B(y; 2r)nfyg el'identit�a fuori da tale palla. Si veri�a he (!kÆ')(S0)\B(y; 2r) = ; e (!kÆ')(S0)\�B(y; 2r)rimane all'interno di �(y; 2r) +B(0; 2"r). Come prima prendiamo un m-piano �(y; 4r) hedisti meno di 4"r da S\B(y; 4r) e ostruiamo in modo analogo l'appliazione !k�1. Iterandoil proedimento ottengo la mappa�x0+V0 Æ !1 Æ : : : Æ !k Æ ':S0 ! x0 + V0he �e l'identit�a su S0 \ �B(x0; 10r0 � l0) ma he non raggiunge il punto �x0+V0(y) ontrad-diendo il teorema di non retrazione.Dobbiamo anora dimostrare he anhe l'inversa di � �e ontinua. Se prendiamo l'insiemeS 0 = ��1(s \ B(x0; 4r0)) abbiamo appena dimostrato he � :S 0 ! S \ B(x0; 4r0) �e unafunzione ontinua e bigettiva. In generale una funzione ontinua manda i ompatti inompatti, dunque essendo S 0 ompatto, � �e anhe una funzione hiusa (io�e una funzionehe manda hiusi in hiusi) e quindi, essendo bigettiva, �e una funzione aperta. Questodimostra he � ristretta a S 0 �e un omeomor�smo, dunque se prendiamo un diso D�S 0intorno al punto ��1(x0) abbiamo he � :D ! �(D)� �e un omeomor�smo del diso D onun intorno di x0 in S.2.2.5 H�olderianit�a di � .Veri�heremo ontemporaneamente l'H�olderianit�a di � e di ��1. Sappiamo da (vii) e (v) (siveda la sezione 2.2.2) he vale12 jx� yj � j�j(x)� �j(y)j � 2jx� yj (2.9)jx� yj � 2k5"rj � j�j(x)� �j(y)j � 2k5"rj + jx� yj (2.10)Per veri�are l'H�olderianit�a, possiamo supporre jx� yj < 2 �1��k5"r0 in quanto non i sonoproblemi per jx�yj grande, essendo la funzione � de�nita tra due ompatti. Dunque, �ssatix e y, possiamo sempre trovare un intero k = k(x; y) per ui valga (riordiamo he � < 1)2�1� �k5"r0 �  2�!k jx� yj � 2� 2�1� �k5"r0 (2.11)



2.2. DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DEL DISCO TOPOLOGICO 39Abbiamo usando (2.9)j�k(x)� �k(y)j = j�k(�k�1(x))� �k(�k�1(y))j� 21j�k�1(x)� �k�1(y)j � : : : � 2kjx� yje analogamente j�k(x)� �k(y)j � 12k jx� yj;d'altro anto per j > k, usando 2.9j�j(x)� �j(y)j = j�j Æ : : : Æ �k+1 Æ �k(x)� �j Æ : : : Æ �k+1 Æ �k(y)j� j�k(x)� �k(y)j+ jXi=k+1 2k5"rie allo stesso modo j�j(x)� �j(y)j � j�k(x)� �k(y)j � jXi=k+1 2k5"ri:Quindi j�(x)� �(y)j � 2kjx� yj+ 2k5"r0 1Xi=k+1 �i = 2kjx� yj+ 2k5"r0�k+1 11� �e analogamente j�(x)� �(y)j � 12k jx� yj � 2k5"r0�k+1 11� �:Usando poi (2.11) otteniamo quindij�(x)� �(y)j � 2 � 2kjx� yj (2.12)j�(x)� �(y)j � ( 12k + 2k)jx� yj � 12k jx� yj:Usando l'altra stima in (2.11) si ha (on , 0, 00 e 000 ostanti dipendenti da ", r0, � e k5) 2�!k � 41��k5"r0jx� yj = jx� yje quindi k log 2� � log jx� yjio�e k � log jx�yjlog 2�da ui si riava 2k � 0�exp log jx�yjlog 2� 1Alog 2=  jx� yj! log 2log 2� = 0jx� yj� log 2log 2� :



40 CAPITOLO 2. IL TEOREMA DEL DISCO TOPOLOGICOIn onlusione da (2.12) otteniamoj�(x)� �(y)j � 00jx� yj1� log 2log 2� = 00jx� yj�j�(x)� �(y)j � 10 jx� yj2��se poniamo � = 1� log 2log 2�log � . La prima equazione �e la ondizione di H�older per � , la seondadiventa jx� yj � 000j�(x)� �(y)j 12��he �e la ondizione di H�older per ��1.Si vede failmente he dalla ondizione 0 < � < 1 seguono le ondizioni 0 < � < 1 e12 < 12�� < 1, on �! 1 se �! 0.



Capitolo 3Regolarit�a delle super�i minimeIn questo apitolo dimostreremo he le super�i di area minima veri�ano la propriet�a ("; R)di Reifenberg nei punti di densit�a uno e di onseguenza he tali super�i sono loalmentedishi topologii in quasi tutti i punti (Teorema 3.4).Cominiamo on alune de�nizioni.De�nizione 3.1 Poniamo (si veda la De�nizione 1.2)�(L) = infS2S(L)Hm(S):Diremo he S0 2 S(L) �e una super�ie minima seHm(S0) = �(L):Diremo poi he S0 �e una super�ie minima propria se non esiste un ompatto S 2 S(L) onS�S0, S 6= S0 he sia a sua volta una super�ie minima.Dal seguente esempio si pu�o apire ome l'essere super�ie minima propria sia rilevante inquesto ontesto.Esempio 3.2 Sia S = f(x; y; z) 2 R3 t:: x2 + y2 � 1; z = 0g il diso unitario eA = �S il suo bordo. Ovviamente S �e una super�ie minima (si veda il Teorema 1.39),ed �e anhe una super�ie minima propria per quanto visto nell'Esempio 1.4.Prendiamo ora S 0 = S[X dove X �e un qualunque ompatto di misuram-dimensionalenulla. Dal Corollario 1.37 S 0 2 S(L), ed essendo Hm(S) = Hm(S 0) si trova he S 0 �euna super�ie minima. Ma se X 6= ; allora S 0 non sar�a una super�ie minima propria.Proposizione 3.3 Se S1 2 S(L) �e una super�ie minima, allora esiste una super�ieminima propria S0 2 S(L) on S0�S1.Dimostrazione:Consideriamo la famiglia F = fS 2 S(L) t:: S�S1g, on l'ordinamentoparziale dato dall'inlusione insiemistia. In base al Teorema 1.40 sappiamohe lo spazio S(L) �e hiuso e possiamo quindi appliare il Lemma di Zorn allafamigliaF , in quanto data una \atena" (io�e una suessione deresente) fS�gpossiamo trovare un elemento \minorante" T� S� 2 F . Dunque sappiamo heesiste un elemento \minimale" S0 tale he S0 2 S(L) e S0�S e non esiste nessunaltro elemento di F ontenuto in S0. Questo i die esattamente he S0 �e unasuper�ie minima propria. 241



42 CAPITOLO 3. REGOLARIT�A DELLE SUPERFICI MINIMEIl teorema he dimostreremo in questo apitolo, sar�a il seguente.Teorema 3.4 (regolarit�a) Sia S0 una super�ie minima propria. Allora per tutti i puntidi x 2 S0 n A si ha lim infr!0 Hm(S0 \ B(x; r))mrm � 1e, se X �e l'insieme dei punti x per ui si halim infr!0 Hm(S0 \ B(x; r))mrm > 1;allora Hm(X) = 0. Inoltre ogni punto di S0 n (A [ X) ha un intorno in S omeomorfo aldiso m-dimensionale.Assumiamo nell'intero apitolo m � 2, in quanto il aso m = 1 ha delle partiolarit�a he iimpedisono di fare alune stime he valgono invee per m > 1. Questa peuliarit�a del asom = 1 �e da rierarsi nel fatto he la onnessione di una super�ie \osta" area, mentre indimensione maggiore si pu�o onnettere qualunque super�ie aggiungendo segmenti he nondanno ontributo in area, e questo a sua volta orrisponde al fatto he H℄0 6= H0 (si veda laproposizione 1.16).Molti dei lemmi dimostrati in questo apitolo, verranno utilizzati anhe nel apitolo se-guente per dimostrare l'esistenza di super�i minime. Per questo motivo, questi lemmiriguarderanno una partiolare suessione di super�i fSkg�S(L) ma, per la dimostrazionedel Teorema 3.4, i baster�a appliare tali lemmi alla suessione ostante fS0g.De�nizione 3.5 D'ora in avanti, dati x 2 Rn, r � 0, una suessione di ompatti fSkg eun ompatto S0, poniamo'k(x; r) = Hm(Sk \B(x; r)); k(x; r) = Z r0 Hm�1(Sk \ �B(x; t)) dt;e � = inf lim infk!1 'k(x; r)mrmdove l'inf �e fatto su tutti gli x 2 S0 e r > 0 per ui B(x; r) non intersea AFissiamo un ompatto A�Rn e un sottogruppo L�Hm�1(A), sia K una qualunque ostantepositiva e siano "k e rk due suessioni in�nitesime di reali positivi. Prenderemo in on-siderazione una suessione di ompatti fSkg e un ompatto S0 he veri�hino le seguentiipotesi: Sk 2 S(L) (3.1)Hm(Sk) � �(L) + "k (3.2)'k(x; r) � Krm 8r > rk 8B(x; r) t:: B(x; r) \ A = ;: (3.3)D(Sk; S0) ! 0: (3.4)Queste ipotesi diono he fSkg �e una suessione minimizzante he in pi�u veri�a (3.3).Nel Capitolo 4 dimostreremo he una tale suessione di super�i esiste e�ettivamente e



3.1. STIME DI DENSIT�A 43dimostreremo, usando molti dei lemmi dimostrati in questo apitolo, he la super�ie S0 aui onverge tale suessione, �e una super�ie di area minima. Si faia anora riferimentoall'Esempio 1.29 per avere una suessione minimizzante he non veri�a l'ipotesi (3.3) (ehe infatti non onverge ad una super�ie minima), in quanto in aluni punti (in ima aiilindri) '0(x; r) rese linearmente on r invee he ome r2.Se S0 �e una super�ie minima e si seglie la suessione ostante Sk = S0, le propriet�a (3.1),(3.2) e (3.4) sono ovviamente veri�ate. Veri�hiamo he, se S0 �e una super�ie minimapropria, vale anhe (3.3).Proposizione 3.6 Sia S0 2 S(L), una super�ie minima propria (L�Hm�1(A) e A�Rn).Allora esiste una ostante positiva K = K(m;n) tale he selta omunque una palla B(x; r)disgiunta da A si abbia: '0(x; r) � KrmDimostrazione:Si ha he Hm�1(S0\B(x; r)) 6= 0 in quanto se fosse 0 anhe il gruppo di omologiaHm�1 sarebbe nullo (per il Lemma 1.31), e quindi per il Teorema 1.41 potreitagliare da S0 la palla B(x; r) senza ambiare il bordo. Questo �e assurdo per ilfatto he S0 �e una super�ie minima propria.Dalla disuguaglianza isoperimetria (Lemma 1.46) essendo S0 una super�ieminima sappiamo heHm(S0 \ B(x; r)) � K �Hm�1(S0 \ �B(x; r))� mm�1e quindi per il Lemma 1.42 0(x; r) = Z r0 Hm�1(S0 \ �B(x; t)) dt � K �Hm�1(S0 \ �B(x; r))� mm�1io�e ddr 0(x; r)( 0(x; r)) mm�1 � K�m�1mhe integrata d�a ( 0(x; r)) 1m � K�m�1m re quindi '0(x; r) �  0(x; r) � K�(m�1)rm: 23.1 Stime di densit�aDal Lemma 1.42 sappiamo he 'k(x; r) �  k(x; r): (3.5)In questa sezione dimostreremo altre propriet�a riguardanti le \densit�a" ',  e �.Lemma 3.7 Se B(x; r) �e una palla he non intersea A, allora k(x; r) � 'k(x; r) � rHm�1(Sk \ �B(x; r))m + "k



44 CAPITOLO 3. REGOLARIT�A DELLE SUPERFICI MINIMEDimostrazione:La prima disuguaglianza segue direttamente dal Lemma 1.42. Per quanto ri-guarda la seonda disuguaglianza, sappiamo per il Lemma 1.45 he per ogni " sipu�o trovare una super�ie C di areaHm(C) � rmHm�1(Sk \ �B(x; r)) + "Siome si ha anhe b(C;A) = Hm�1(Sk \ �B(x; r)), per il Teorema 1.41 pos-siamo \tagliare" da Sk la palla B(x; r) e sostituirla on il ono C, in modo daottenere un'altra super�ie S 2 S(L). Sapendo he Hm(S) � �(L) e he S e Skoinidono fuori dalla palla B(x; r), in base alla propriet�a (3.2) otteniamo subitola disuguaglianza voluta. 2Lemma 3.8 Vale (si veda la De�nizione 3.5)� � Km > 0:Dimostrazione:Data una qualunque palla B(x; r) disgiunta da A on x 2 S0, e preso un qua-lunque r0 < r, per k suÆientemente grande troviamo un punto x0 2 Sk per uiB(x0; r0)�B(x; r) e quindi dall'ipotesi (3.3)'k(x; r) � 'k(x0; r0) � Kr0mio�e per ogni r0 < r esiste un k per ui'k(x; r)mrm � Kr0mmrmda ui si ottiene � � Km . 2Lemma 3.9 Vale (si onfronti on la De�nizione 3.5)� = inf  lim infk!1  k(x; r)mrm !dove l' inf viene fatto su tutti gli x; r per ui x 2 S0 e B(x; r) non intersea A.Dimostrazione:Si ha, usando il Lemma di Fatou, il Lemma 3.7 e la de�nizione di �:lim infk!1  k(x; r) = lim infk!1 Z r0 Hm�1(Sk \ �B(x; t) dt� Z r0 lim infk!1 Hm�1(Sk \ �B(x; t) dt� Z r0 lim infk!1 mt (Hm(Sk \B(x; t))� "k) dt= Z r0 mt lim infk!1 'k(x; t) dt� Z r0 mt �mtm dt � �mrm:D'altra parte si ha  k(x; r) � 'k(x; r) e quindi la tesi. 2



3.1. STIME DI DENSIT�A 45Lemma 3.10 Dati r2 > r1 > 0 e x 2 S0, se B(x; r2) non intersea A abbiamolim infki!1  ki(x; r2)mrm2 � lim infki!1  ki(x; r1)mrm1lim supki!1  ki(x; r2)mrm2 � lim supki!1  ki(x; r1)mrm1per ogni sottosuessione fkig degli interi.Dimostrazione:Per il Lemma 3.9, se k �e suÆientemente grande si ha k(x; r1) � 12�mrm1ed essendo  k resente in r, per ogni r > r1 si ha k(x; r) � 12�mrm1e dal Lemma 3.7, osservando he vale ddr k(x; r) = Hm�1(Sk \ �B(x; r)) otte-niamo  k(x; r) � r ddr k(x; r)m + "k� rm ddr k(x; r) 1 + "krm ddr k(x; r)!� rm ddr k(x; r) 1 + "k k(x; r)� "k!� rm ddr (x; r) 1 + "k12�mrm1 � "k!Da ui si ottiene ddr k(x; r) k(x; r) � mr  1� "k12�mrm2 !he integrando da r1 a r2 i d�alog  k(x; r2) k(x; r1) � log rm2rm1  1� "k12�mrm2 !io�e  k(x; r2)=(mrm2 ) k(x; r1)=(mrm1 ) � exp �"k12�mrm1 log rm2rm1 !he essendo vero per qualunque k suÆientemente grande, i d�a la tesi. 2Il seguente lemma �e probabilmente il passo pi�u importante nella dimostrazione del Teore-ma 3.4 di regolarit�a. Come faile orollario infatti si ha il Lemma 3.12, il quale data unapalla B(x0; r0) garantise l'esistenza di un piano \approssimante" l'insieme S0, non anorasull'intera palla ma, per ora, solo su una palla pi�u piola di quella data.
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bx0 r04

S0Figura 3.1: Se S0 inontrasse tutte le palle di raggio 2r1 ontenute in B(x0; r04 ), dovrebbeavere una misura molto maggiore di mr04 mLemma 3.11 Siano dati h > m e " > 0 e sia B(x0; r0) una palla entrata in S0 e he nonintersehi A. Supponiamo he, per un erto � > 0 e per ogni palla B(x; r)�B(x0; r0) onx 2 S0, si abbia � � lim infk!1  k(x; r)mrm � lim supk!1  k(x; r)mrm � � + � (3.6)e � � lim infk!1 'k(x; r)mrm � lim supk!1 'k(x; r)mrm � � + �: (3.7)Allora esistono "0 > 0, �0 > 0 e 0 < � < 1 (he non dipendono da x0 e r0) tali he se � < �0ed esiste un h-piano �h passante per x0 tale he S0 \B(x0; r0)��h+B(0; "0r0) allora esisteun punto x 2 S0 on B(x; �r0)�B(x0; r0) e un piano (h � 1)-dimensionale �h�1 tali heS0 \ B(x; �r0)��h�1 +B(0; "�r0).Vediamo qual �e l'idea della dimostrazione, he risulter�a piuttosto omplessa. Le ipotesi su e ' i garantisono he ogni volta he intersehiamo Sk on una palla B(x; r), otteniamoun insieme he ha una misura n�e troppo grande n�e troppo piola (pi�u preisamente talemisura �e onfrontabile on quella del diso m-dimensionale di raggio r). Consideriamo per�ssare le idee n = h = 3, m = 2 e si noti he in questo aso S0 dista 0 dallo spazio �h = R3.Il primo passo sar�a quello di trovare una palla B(y; r2) ontenuta in B(x0; r0) (e on r2 > r1non troppo piolo) he sia \tangente" all'insieme S0. Vogliamo io�e he i sia un puntox 2 S0 \ �B(y; r2) ma he non i sia nessun punto di S0 all'interno di tale palla. L'esistenzadi questa palla si dimostra molto failmente per assurdo. Se infatti prendiamo delle palledisgiunte di raggio 2r1, tutte ontenute in B(x0; r0=4) per assurdo, ognuna di queste do-vrebbe ontenere un punto di S0 ad una distanza minore di r1 dal proprio entro. Dunqueper le ipotesi su ', la palla di raggio r1 dovr�a ontenere una quantit�a di insieme dell'ordinedell'area dell'm-diso di raggio r1 (Figura 3.1). Si vede dunque he questa area moltipliataper il numero di palle he uno riese a far stare in B(x0; r0) �e pi�u del dovuto, nel senso he�e molto pi�u grande dell'area dell'm-diso di raggio r0. Una volta trovata una palla suÆ-ientemente grande he non ontiene punti di S0, baster�a ingrandirla per fare in modo he\tohi" un punto x 2 S0. Prenderemo ome piano approssimante �h�1 il piano tangentealla sfera �B(y; r1) nel punto x.Il seondo passo sar�a quello di dimostrare he il ono C� formato dai punti he hanno unangolo minore di � on la semiretta usente da x in direzione opposta a y, ontiene, in area,poo di S0. La dimostrazione di questo fatto risulter�a omplessa e tenia.



3.1. STIME DI DENSIT�A 47Dovremo erare di stimare l'area ontenuta in tale ono sfruttando solo il fatto he lesuper�i Sk sono \"k-quasi minime" e quindi ogni volta he taglio una palla e sostituisol'insieme on un ono, ottengo qualosa he non fa diminuire l'area di pi�u di "k. Oranoi vorremmo tagliare da Sk una palla B(x; r) ma invee di sostituirla ol ono C(x; Sk \�B(x; r)) entrato in x, la sostituiamo on i due oni C(z; C� n (S0 \ �B(x; r))) e C(z; C� \S0\�B(x; r)) entrati in un punto z he abbia una erta distanza d da B(y; r1) (Figura 3.2).In questo modo possiamo sfruttare il fatto he l'insieme S0 deve stare fuori da B(y; r2) epossiamo avere una stima della parte di S0 interna al ono C�.Il terzo passo sar�a la veri�a della tesi del lemma. Notiamo he l'(h� 1)-piano �h�1 divide�h in due h-semipiani X e Y dove supponiamo he sia X quello he ontiene B(y; r2).Selto un opportuno �, se avessi un punto w di S0 ontenuto in B(x; �r0) he dista pi�u di"�r0 da �h�1, questo punto non potrebbe stare in X in quanto essendo lontano da �h�1dovrebbe stare all'interno diB(y; r2) (se � �e abbastanza piolo). Dunque possiamo supporrehe w 2 Y . Se abbiamo selto opportunamente � e �, avremo he una intera palla entratain w dovr�a stare all'interno del ono C�, e quindi per le ipotesi su  , avremo he la parte diS0 ontenuta in C� dovr�a avere un'area dell'ordine di �mrm2 he �e troppo rispetto a quantotrovato nel seondo passo.Dimostrazione:Primo passo. Segliamo un erto raggio r1 < r0 e erhiamo di stimare quantepalle disgiunte, di raggio 2r1 riusiamo a far stare in B(x0; r0=4)\�h. Notiamoinnanzitutto he B(x0; r0=4)\�h ontiene un h-ubo K di lato r02ph mentre unah-palla di raggio 2r1 �e ontenuta in un h-ubo di lato 4r1. Dunque dividendoil ubo K in tanti ubetti di lato 4r1, e mettendo una palla in ogni ubettoriusiamo ad avere $ r0ph8r1%h �  r0ph16r1!h � �16phr1r0��hpalle disgiunte di raggio 2r1 entrate su �h. Se fxig��h �e l'insieme dei entridi queste palle, vogliamo dimostrare he almeno una delle palle B(xi; r1) nonintersea S0. Supponiamo per assurdo he per ogni i esista yi 2 B(xi; r1) \ S0,avremo anora he le palle B(yi; r1) sono disgiunte e ontenute in B(x0; r0),dunque abbiamo usando anhe l'ipotesi (3.7)(� + �)m �r04 �m � lim infk!1 Hm(Sk \ B(x0; 14r0))� Xi lim infk!1 Hm(Sk \ B(yi; r1))� Xi �mrm1 � �16phr1r0��h �mrm1 :he �e assurdo se prendiamo r1 =  (8ph)h2 2m�1 ! 1m�h r0: (3.8)Abbiamo dunque dimostrato he esiste una palla B(y; r1)�B(x0; r0=2) on y 2�h he non ontiene punti di S0. Poniamor2 = maxfr 2 R t:: B(y; r) \ S0 = ;g



48 CAPITOLO 3. REGOLARIT�A DELLE SUPERFICI MINIMEin modo tale da avere B(y; r2) \ S0 = ; pur sapendo he esiste un puntox 2 S0 \ �B(y; r2). Siome x0 2 S0 si ha r2 � jx0 � yj � x0=4 e quindiB(y; r2)�B(x0; r0=2).
b
xr

byr2
bp� XYbz�

C� b

qSk
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Figura 3.2: La super�ie Sk, l'iperpiano � e il ono C�.Seondo passo. Chiamiamo � l'(n� 1)-piano tangente a B(y; r2) nel punto x (siveda la Figura 3.2). Consideriamo poi il ono C� on vertie in x e ampiezza �de�nito ome segue:C� = fv 2 Rn t:: (v � x) � (x� y) � jv � xjjx� yj os �ge prendiamo il punto z 2 C� giaente sulla retta xy e ad una erta distanza d dax. Segliamo poi r3 e r4 ome seguer4 = �r3r2� 34 r3 < r3 � r2 (3.9)e poniamo d = r23r2 (3.10)os � = 2�r3r2� 18 : (3.11)Prendiamo ora una palla B(x; r) on r4 � r � r3 e poniamolk(r) = Sk \ �B(x; r)l�k(r) = Sk \ �B(x; r) \ C�:Il Lemma 1.45 i permette di trovare due super�i C1 e C2 (he approssimano ioni C(z; l�k(r)) e C(z; lk(r) n l�k(r))) per ui valemHm(C1) � D(fzg; l�k(r))Hm�1(l�k(r)) + 12m"kmHm(C2) � D(fzg; lk(r) n l�k(r))Hm�1(lk(r) n l�k(r)) + 12m"k



3.1. STIME DI DENSIT�A 49e dunque, faendo un'operazione di \taglia e ui" (Teorema 1.41), otteniamom(Hm(Sk \B(x; r))� "k) � mHm(C1 [ C2) (3.12)� D(fzg; lk(r) n l�k(r)) � Hm�1(lk(r) n l�k(r))+D(fzg; l�k(r)) � Hm�1(l�k(r)) +m"k:Se prendiamo un punto p 2 �B(y; r2)\ �B(x; r) e un punto q 2 �C� \ �B(x; r),on alune semplii argomentazioni di tipo geometrio troviamo he:D(fzg; lk(r) n l�k(r)) � jp� zj +D(Sk; S0) (3.13)= sr2 + d2 + dr2r1 +D(Sk; S0)D(fzg; l�k(r)) � jq � zj = pd2 + r2 � 2dr os �:Dunque da (3.12) e (3.13), usando le equazioni (3.10), otteniamomHm(Sk \ B(x; r))� 2m"k� �Hm�1(lk(r))�Hm�1(l�k(r))�0�sr2 + d2 + dr2r2 +D(Sk; S0)1A+Hm�1(l�k(r))pd2 + r2 � 2dr os �� �Hm�1(lk(r))�Hm�1(l�k(r))�0�vuutr23 + r23r22 + r23r2 r23r2 +D(Sk; S0)1A+Hm�1(l�k(r))vuutr43r22 + r3  r3 � 2r23r2 � 2�r3r2� 18!� �Hm�1(lk(r))�Hm�1(l�k(r))�0�r3vuut1 + 2r23r22 +D(Sk; S0)1A+Hm�1(l�k(r))r3vuut1� �r3r2�1+ 18  4� �r3r2� 78!� D(Sk; S0)Hm�1(lk(r)) + r3Hm�1(lk(r)) + r3 �r3r2�2Hm�1(lk(r))� r3Hm�1(l�k(r)) + r3  1� �r3r2� 98!Hm�1(l�k(r))� D(Sk; S0)Hm�1(lk(r)) + r3Hm�1(lk(r))+ 32r3 �r3r2� 54 Hm�1(lk(r))� r3 �r3r2� 98 Hm�1(l�k(r)):E quindiHm�1(l�k(r))� 1r3 �r3r2�� 98 �D(Sk; S0)Hm�1(lk(r)) + r3Hm�1(lk(r))�+ 1r3 �r3r2�� 98  �mHm(Sk \ B(x; r)) + 2m"k + 32r3 �r3r2� 54 Hm�1(lk(r))!



50 CAPITOLO 3. REGOLARIT�A DELLE SUPERFICI MINIME� 1r3 �r3r2�� 98 D(Sk; S0)Hm�1(lk(r)) + 32 �r3r2� 18 Hm�1(lk(r))+ �r3r2�� 98  Hm�1(lk(r))� mHm(Sk \ B(x; r))r + 2m"kr ! :he integrando e usando il Lemma di Fatou i d�a (sapendo anhe he "k ! 0 eD(Sk; S0)! 0)lim infk!1 Z r3r4 Hm�1(l�k(r)) dr � 32 �r3r2� 18 lim infk!1 Z r3r4 Hm�1(lk(r)) dr+ �r3r2�� 98 �lim infk!1 Z r3r4 Hm�1(lk(r)) dr� Z r3r4 lim infk!1 mHm(Sk \B(x; r))r dr! :E quindi, sapendo he m � 2 e usando le ipotesi (3.6) e (3.7) otteniamolim infk!1 Z r3r4 Hm�1(l�k(r)) dr � 32 �r3r2� 18 (� + �)mrm3+ �r3r2�� 98 ((� + �)mrm3 � �m(rm3 � rm4 ))� 32 �r3r2� 18 (� + �)mrm3 + �r3r2�� 98 �mrm3 + �r3r2� 34 �mrm3 :Useremo nel seguito le seguenti propriet�a dei limitilim inf(ak � bk) � lim supak � lim sup bk;� lim sup(ak � bk) � � lim inf ak + lim inf bk:In base al Lemma 1.42 e all'ipotesi (3.7)lim infk!1 Hm(Sk \B(x; r3) \ C�) (3.14)� lim supk!1 Hm(Sk \ B(x; r3))� lim supk!1 Hm((Sk \B(x; r3)) n C�)� (� + �)mrm3 � lim supk!1 Z r30 Hm�1(lk(r) n l�k(r)) dr� (� + �)mrm3 � lim supk!1 �Z r30 Hm�1(lk(r)) dr� Z r3r4 Hm�1(l�k(r)) dr � Z r40 Hm�1(l�k(r)) dr�� (� + �)mrm3 � lim infk!1 Z r30 Hm�1(lk(r)) dr + lim infk!1 Z r3r4 Hm�1(l�k(r)) dr+ lim infk!1 Z r40 Hm�1(lk(r)) dr� (� + �)mrm3 � �mrm3 +  32 �r3r2� 18 (� + �)mrm3+ �r3r2�� 98 �mrm3 + �r3r2� 38 �mrm3 !+ �r3r2� 34 (� + �)mrm3 :



3.1. STIME DI DENSIT�A 51Terzo passo. Poniamo � = 12 r3r0 . Vogliamo dimostrare he ogni punto w 2 S0 \B(x; r3=2) ha distanza da � minore di 14"r3 se si selgono r3r0 e � suÆientementepioli. Notiamo innanzitutto he essendo un iperpiano, � divide Rn in duesemispazi X e Y , uno dei quali (supponiamo X) ontiene la palla B(y; r2) el'altro (Y ) ontiene il ono C�.Supponiamo he w 2 X. Sapendo he la palla B(y; r1) non ontiene punti di S0,se si prende un punto p 2 �B(x; r3=2) \ �B(y; r2), on semplii onsiderazionidi tipo geometrio si ottiened(w;�) � d(p;�) = 12 r32 2r2 = 18 r23r2 � 14"r3se r3r2 �e suÆientemente piolo.Supponiamo ora w 2 Y e per assurdo supponiamo he d(w;�) > 14"r3. Se pren-diamo un punto q 2 �B(x; r3=2)\ �C� e hiamiamo �0 l'iperpiano parallelo a �passante per q, sempre on un semplie argomento di tipo geometrio otteniamod(w; �C�) � d(w;�0) = 14"r3 � 12r3 os �= �14"� 12 os �� r2:e quindi sopriamo heB �w;�14"� 12 os �� r3��B(x; r2) \ C�:Dunque possiamo utilizzare l'equazione (3.14) per ottenere (usando anora l'ipotesi (3.7))m�rm3 �14"� 12 os ��m� lim infk!1 Hm �Sk \ B �w;�14"� 12 os �� r3��� lim infk!1 Hm(Sk \B(x; r3) \ C�)� �mrm3 + 32 "�r3r2� 18 (� + �)mrm3 + �r3r2�� 98 �mrm3+ �r3r2� 38 �mrm3 # + �r3r2� 34 (� + �)mrm3Cio�e, avendo posto os � = 2 �r3r2� 18 , otteniamo�  14"� �r3r2� 18!m� � + 32 "�r3r2� 18 (� + �) + �r3r2�� 98 �+ �r3r2� 38 �#+ �r3r2� 34 (� + �)he prendendo � e r3r2 molto pioli rispetto a " i d�a un assurdo.Abbiamo dunque dimostrato he S0\B(x; r3=2) dista da � meno di 14"r3. Consi-deriamo poi l'h-piano �0p parallelo a �p e passante per il punto x. Dalla ipotesi su



52 CAPITOLO 3. REGOLARIT�A DELLE SUPERFICI MINIME�h e riordando he x 2 S0 e y 2 �h, deduiamo he ogni punto di S0\B(x0; r0)dista meno di 2"0r0 da �0h e quindi d(x;�h) � "0r0, d(y;�0h) � "0r0. Da questopossiamo dedurre he la retta yx e il piano �0h sono ortogonali a meno di unangolo dell'ordine di "r2=r0. Poniamo dunque �h�1 = �0h \ �. Dalle onsidera-zioni appena fatte si ha he �h�1 �e un (h� 1)-piano ed essendo l'angolo tra � e�0h quasi retto, possiamo a�ermare he la distanza di un punto da � \ �0h pu�oessere stimata in funzione della distanza del punto dai due singoli piani. Quindisapendo he per ogni punto w 2 S0 \ B(x; r3=2)�S0 \ B(x0; r0) si had(w;�) � 12"r32e d(w;�0h) � 2"0r32si ottiene, segliendo un "0 suÆientemente piolo,d(w;�h�1) � "r32 : 2Lemma 3.12 Dato " > 0 esiste un � > 0 e un 0 < � < 1 tali he se, per ogni palla B(x; r)disgiunta da A on x 2 S0 e ontenuta in una palla B(x0; r0) �ssata, si ha� � lim infk!1  k(x; r)mrm � lim infk!1  k(x; r)mrm � � + �e � � lim infk!1 'k(x; r)mrm � lim supk!1 'k(x; r)mrm � � + �allora, in ogni tale palla B(x; r) si pu�o trovare un punto x� 2 S0 e un m-piano � passanteper x� tali he S0 \ B(x�; �r)�� +B(0; "�r)e B(x�; �r)�B(x; r):Dimostrazione:Basta notare he S0�Rn, ed appliare ripetutamente il Lemma 3.11 on h =n; n� 1; : : : ; m+ 1 per avere il risultato voluto. 2Lemma 3.13 Sia 0 < � < � e sia data una palla B(x0; r1) disgiunta da A, on x0 2 S0.Se vale � � lim infk!1 'k(x0; r1)mrm1 � � + �232�allora esiste una sottosuessione Ski ed un r0 < r1, tali he per ogni punto x 2 S0\B(x0; r0)e per ogni r � r0 si ha� � lim infi!1 'ki(x; r)mrm � lim supi!1 'ki(x; r)mrm � � + �e � � lim infi!1  ki(x; r)mrm � lim supi!1  ki(x; r)mrm � � + �:



3.1. STIME DI DENSIT�A 53Dall'ipotesi, he i d�a un ontrollo per 'k(x; r) nel solo punto (x; r) = (x0; r0), dobbiamodare un ontrollo di 'k(x; r) e  k(x; r) in tutto un intorno di (x0; 0). Innanzitutto il ontrollodal basso �e dato esattamente dalla de�nizione di �, quindi il problema si ha solo per le stimedall'alto. Siome  k(x; r) < 'k(x; r) (Lemma 1.42), la stima dall'alto per 'k vale anheper  k e sapendo he  k �e monotona in r (Lemma 3.10) riusiamo ad estendere la stima su k(x0; r0) a tutto un intorno di (x0; r0). Per ottenere la stessa stima anhe per 'k, dobbiamosfruttare il Lemma 3.7 he i d�a una stima di 'k on la derivata di  k.Dimostrazione:Innanzitutto segliamo la sottosuessione Ski, in modo he si abbia� � limi!1 'ki(x0; r1)mrm1 � � + �232� :Se segliamo poi un r0 � r1 suÆientemente piolo, preso un qualunque puntox 2 S0 \B(x0; r0) essendo B(x; r1 � r0)�B(x0; r1) si ha� � lim infi!1 'ki(x; r1 � r0)m(r1 � r0)m � lim supi!1 'ki(x; r1 � r0)m(r1 � r0)m � � + �216� ;usando il Lemma 3.9 e (3.5) otteniamo anhe� � lim infi!1  ki(x; r1 � r0)m(r1 � r0)m � lim supi!1  ki(x; r1 � r0)m(r1 � r0)m � � + �216�e quindi per il Lemma 3.10 per r � r1 � r0 si ha� � lim infi!1  ki(x; r)mrm � lim supi!1  ki(x; r)mrm � � + �216� : (3.15)Vogliamo ora dimostrare he per r < 12(r1 � r0) si ha� � lim infi!1 'ki(x; r)mrm � lim supi!1 'ki(x; r)mrm � � + �: (3.16)Supponiamo dunque, per assurdo, he esistano degli i grandi a piaere tali he'ki(x; r)mrm > � + 12�:Dunque preso un t > r abbiamo'ki(x; t)mtm � 'ki(x; r)mrm �rt�m � �� + 12���rt�m� � + 14�se imponiamo anhe t <  � + 12�� + 14�! 1m r = r0 < r1 � r0: (3.17)



54 CAPITOLO 3. REGOLARIT�A DELLE SUPERFICI MINIMEDunque per il Lemma 3.7 abbiamoHm�1(Ski \ �B(x; t)) � m �� + 14��mtm�1 � m"kite quindi ki(x; r0) = Z r0 Hm�1(Ski \ �B(x; t)) dt+ Z r0r Hm�1(Ski \ �B(x; t)) dt�  ki(x; r) + m �� + 14�� (r0m � rm)�m"kilog r0r :Faendo tendere i a in�nito e usando (3.15) � + �216�! r0m � �rm + �� + 14�� (r0m � rm)io�e �216� r0m � 14�(r0m � rm) = 14�r0m �1� 14� rmr0m�ed essendo per (3.17) r0m < 2rm e potendo supporre � < � otteniamo l'assurdo.Abbiamo dunque he vale la disuguaglianza (3.16) ed essendo in generale  k(x; r) �'k(x; r), in base al Lemma 3.9 otteniamo he la stessa disuguaglianza vale inmodo analogo per  . Se si osserva poi he r0 < 12(r1 � r0) si ha la tesi. 2Lemma 3.14 Si ha � � 1Dimostrazione:Si prenda un " > 0 e siano � e � le ostanti de�nite dal Lemma 3.12. Dallade�nizione di � sappiamo he deve esistere una palla B(x0; r1) entrata in S0e disgiunta da A he soddis� le ipotesi del Lemma 3.13, quindi appliando talelemma sappiamo he sono, a loro volta, veri�ate le ipotesi del Lemma 3.12 inuna palla B(x0; r0). Cio�e sappiamo he per ogni B(x; r)�B(x0; r0) on x 2 S0 eB(x; r) \ A = ; esiste un punto x� 2 S0 ed un m-piano � tali heS0 \ B(x�; �r) � � +B(0; "�r)B(x�; �r) � B(x; r):Dunque, a meno di sottosuessioni, possiamo supporre heSk \B(x�; �r)�� +B(0; 2"�r):e sempre a meno di sottosuessioni, dal Lemma 3.13, otteniamo k(x�; �r) < (� + 2�)m�mrm (3.18)'k(x�; 12�r) > 12�m2�m�mrm: (3.19)Dunque abbiamoZ �r12�rHm�1(Sk \ �B(x�; t)) dt �  k(x�; �r) � (� + 2�)m�mrm



3.1. STIME DI DENSIT�A 55e appliando il Teorema del valor medio sappiamo he esistono dei �k tali heHm�1(Sk \ �B(x�; �k)) � 2(� + 2�)m�m�1rm�1: (3.20)Avendo a disposizione un piano approssimante �, possiamo ora appliare ilLemma 1.47 nella palla B(x�; �k), a�ermando he o valeHm(Sk \ B(x�; �k)) � m�mk � 22mmm�1 2"�rHm�1(Sk \ B(x�; �k)) (3.21)oppure (appliando anhe il Teorema 1.41) potremmo tagliare da Sk la pallaB(x�; �k) e sostituirla on una \toppa" S 0k on la propriet�aHm(S 0k) � 22mmm�1 2"�rHm�1(Sk \ �B(x�; �k))ma siome Sk ! S0 otteneniamo (usando (3.18), (3.20) e la propriet�a (3.2))12�m�mrm2m < Hm(Sk \ B(x�; 12�r)) � Hm(S 0k) + "k� 22mmm�1 2"�r2(� + 2�)m�m�1rm�1 + "kil he �e impossibile se si prende " suÆientemente piolo. Dunque deve vale-re (3.21) io�e in base a (3.18)'k(x�; �k) � m�mk � 22m+22mm�1 "(� + 2�)�mrm:A meno di sottosuessioni, possiamo supporre he �k ! � on 12�r � � � �r equindi, per ogni Æ > 0 avremolim supk!1 'k(x�; �+ Æ) � m�mk � 22m+22mm�1 "(� + 2�)�mrm;sapendo he 'k(x�; �+ Æ) � (� + �)m(�+ Æ)me faendo tendere Æ a zero si ottiene� + � � 1� 22m+2mm�1 (� + 2�)":Siome " e � possono essere presi pioli a piaere si ottiene ome voluto� � 1: 2Lemma 3.15 Siano dati: un hiuso S0, � > 0, e� > 0 e " < 1�os �. Sia B(x; r) una pallatale he per ogni Æ piolo a piaere si pu�o trovare un insieme di palle disgiunte fB(xi; ri)g



56 CAPITOLO 3. REGOLARIT�A DELLE SUPERFICI MINIMEe per ogni i si abbia un m-piano �i passante per xi e he formi un angolo maggiore di � onil segmento [xi; x℄. Se poi abbiamoB(xi; ri) � B(x; r) (3.22)ri < Æ (3.23)'0(xi; ri) > mrmi (3.24)Xi mrmi > e� (3.25)S0 \ B(xi; ri) � �i +B(0; "ri) (3.26)allora  0(x; r) � '0(x; r)� e�  1� os � � "2 !m :Questo lemma verr�a utilizzato nella dimostrazione del Teorema 3.4 in una argomentazioneper assurdo. Le ipotesi del lemma i diono grosso modo he l'insieme S0 �e disposto perpen-diolarmente ai raggi usenti dal punto x �ssato. Quindi quando aloliamo  otteniamoun valore \molto" minore a ', in quanto si avrebbe  = ' se l'insieme S0 fosse dispostoparallelamente ai raggi usenti da x. Questo i ondurr�a ad un assurdo se prendiamo omeS0 una super�ie minima, e i permetter�a di a�ermare he tali piani \tangenti" sono moltoviini tra loro.Dimostrazione:Sia � un m-piano e y1; y2 2 � siano due punti distanti � tra loro. De�niamoallora d(�; �; t) ome il diametro di � \ B(y1; �) \ �B(y2; t) e �(�; �; t) ome lamisura Hm�1 dello stesso insieme. Da questa de�nizione si ottiene subito heZ r0 �(�; �; t) dt = Hm(� \B(y1; �) \ B(y2; r)) (3.27)e per Æ > � si ha (si veda la de�nizione 1.26)Hm�1Æ (B(y1; �) \ �B(y2; t)) � m�1(12d(�; �; t))m�1 � �(�; �; t): (3.28)Ci sar�a utile estendere la famiglia di palle fB(xi; ri)g ad un rioprimento dellapallaB(x; r). Per fare questo onsideriamo un insieme di palle B(x0j; r0j) di raggior0j < Æ he abbiano le seguenti propriet�a (ome assiurato dalla de�nizione dimisura sferia di Hausdor�)S0 \ B(x; r) n[i (S0 \ B(xi; ri)) � [j B(x0j; r0j)Hm  S0 \ B(x; r) n[i (S0 \ B(xi; ri))!+ Æ � Xj mr0mj (3.29)Consideriamo ora un qualunque i per ui si abbia jx � xij � ri, dalle equazio-ni (3.27) e (3.28) otteniamo (prendendo un qualunque m-piano � passante perx e x0j) Z r0 Hm�1Æ (S0 \ �B(x; t) \ B(x0j; r0j)) dt (3.30)
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xR�
S0
os �"riFigura 3.3: Il diso olorato ha raggio 12(1� os � � ")ri.� Z r0 Hm�1Æ (�B(x; t) \B(x0j; r0j)) dt� Z r0 �(jx� x0jj; r0j; t)= Hm(� \ B(x0j; r0j) \ B(x; r))� Hm(� \ B(x0j; r0j)) = mr0mj :Ora sfruttando la propriet�a (3.26) possiamo a�ermare he preso R = jx �xij � ri os �� ri" si ottiene S0 \B(xi; ri) \B(x;R) = ; e quindi, segliendo unqualunque m-piano � passante per x e xi, e appliando di nuovo (3.28) e (3.27)otteniamo Z r0 Hm�1Æ (S0 \ �B(x; t) \B(xi; ri)) dt� Z rR Hm�1Æ (�B(x; t) \ B(xi; ri))� Z r0 �(jx� xij; ri; t) dt� Z R0 �(jx� xij; ri; t) dtsappiamo poi (sempre dall'equazione (3.27)) heZ R0 �(jx� xij; ri; t) dt = Hm(� \ B(x;R) \ B(xi; ri));si trova poi failmente he l'insieme B(x;R)\B(xi; ri) ontiene una palla di rag-gio almeno 12(1�os ��")ri (Figura 3.3) e quindi, ontinuando le disuaguaglianzepreedentiZ r0 Hm�1Æ (S0\�B(x; t)\B(xi; ri)) dt � mrmi �m  1� os � � "2 !m rmi : (3.31)Consideriamo ora il aso jx � xij � ri � Æ he si pu�o veri�are al massimo perun solo i = i0 in quanto le palle B(xi; ri) sono disgiunte e dunque una sola diqueste pu�o ontenere il punto x. Sfruttando anora le propriet�a (3.28) e (3.27)si trova Z r0 Hm�1Æ (S0 \ �B(x; t) \ B(xi0 ; ri0)) dt � mrmi0 � mÆm: (3.32)



58 CAPITOLO 3. REGOLARIT�A DELLE SUPERFICI MINIMEPossiamo ora �nalmente fare la stimaZ r0 Hm�1Æ (S0 \ �B(x; t)) dt= Z r0 Hm�1Æ 0�0�[j B(x0j; r0j) [[i B(xi; ri)1A \ S0 \ �B(x; t)1A dt� Xj Z r0 Hm�1Æ (S0 \ �B(x; t) \B(x0j; r0j)) dt+Xi Z r0 Hm�1Æ (S0 \ �B(x; t) \B(xi; ri)) dte appliando (3.30) al primo addendo e (3.31) e (3.32) al seondo addendootteniamoZ r0 Hm�1Æ (S0 \ �B(x; t)) dt� Xj mr0jm +Xi mrmi  1�  1� os � � "2 !m!+ mÆm:Continuiamo la atena di disuguaglianze usando (3.29) e le ipotesi (3.24) e (3.25)per ottenereZ r0 Hm�1Æ (S0 \ �B(x; t)) dt� Hm  S0 \B(x; r) n[i (S0 \ B(xi; ri))!+ Æ + mÆm+Hm  [i (S0 \ B(xi; ri))!� e�  1� os � � "2 !m� Hm(S0 \ B(x; r))� e�  1� os � � "2 !m + Æ + mÆmhe al tendere di Æ a zero �e proprio quello he volevamo dimostrare. 23.2 La dimostrazione del teorema di regolarit�aSia S0 una super�ie minima propria. Abbiamo gi�a visto nella Proposizione 3.6 he lasuessione ostante Sk = S0 veri�a le ipotesi (3.1), (3.2), (3.3) e (3.4) e potremo quindiappliare tutti i lemmi della Sezione 3.1 a tale partiolare suessione. Il Lemma 3.14 idie he � � 1, io�e he per ogni palla B(x; r) entrata su S0 e disgiunta da A si haHm(S0 \B(x; r))mrm � 1e quindi abbiamo automatiamentelim infr!0 Hm(S0 \B(x; r))mrm � 1:D'altra parte, per il Lemma 1.32, sappiamo he deve valere l'uguaglianza per quasi tutti ipunti di S0 nA. Per ompletare la dimostrazione, riordando il Teorema 2.2, baster�a dunqueveri�are il seguente



3.2. LA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DI REGOLARIT�A 59Teorema 3.16 Nelle ipotesi del Teorema 3.4, per ogni punto x0 in S0 n A per ui valelim infr!0 '0(x0; r)mrm � 1;dato omunque "0 > 0, esiste un R > 0 per ui vale la ondizione-("0; R) nel punto x0.La dimostrazione di questo teorema sar�a anora un po' laboriosa. Dovremo dimostrare hein ogni palla abbastanza piola B(x0; r08 ), si pu�o trovare un piano distante da S0 meno di"0r0.Dimostreremo innanzitutto he datim+2 punti yj 2 S0\B(x0; r0=4) si pu�o trovare un piano� da ui tali punti distano \poo". Per fare questo applihiamo dapprima il Lemma 3.12in modo da trovare per ogni famiglia di palle disgiunte ontenute in B(x0; r04 ), una famigliadi piani approssimanti. Il Lemma 3.15 i die dunque he a osto di prendere delle famigliedi palle on raggi sempre pi�u pioli, riusiamo a trovare he l'area di S0 ontenuta nellepalle i ui piani orrispondenti sono \molto" distanti dai punti yi non pu�o essere moltogrande. Segliendo le ostanti in maniera opportuna riusiamo a fare in modo he tale areasia minore del dovuto, assiurando in tal modo l'esistenza di un piano he disti poo datutti i punti yi.A questo punto (parleremo ora di triangoli e tetraedri, ome se fossimo nel aso m = 2 en = 3) onsideriamo il triangolo di area massima on vertii su S0 \B(x0; r04 ) e hiamiamo al'area di tale triangolo. Siano y1; : : : ; ym+1 i vertii di tale triangolo, e sia ym+2 un qualunquepunto di S0 \ B(x0; r04 ). Per quanto visto sopra, possiamo assoiare a questi m + 2 punti,un piano � he i disti poo. Da questi m+ 2 punti otteniamo un tetraedro he deve averevolume piuttosto piolo, essendo i punti poo distanti da un piano, dunque avendo seltola \base" del tetraedro in modo he avesse area massima, la distanza del vertie ym+2 dalpiano passante per gli altri vertii dev'essere piola.In questo modo abbiamo dimostrato he l'insieme S0 ristretto ad una generia pallaB(x0; r04 ),dista poo da un piano �0. Per dimostrare he in tale palla anhe il piano dista poodall'insieme, avendo a disposizione il piano approssimante �0, baster�a usare il Lemma 1.47he i assiura he se non si possono trovare super�i di area molto piola on lo stessobordo all'interno della palla (he �e vero per le super�i di area minima) allora la super�ieS0 proiettata sul piano �0 riempie buona parte del diso �0 \ B(x0; r04 ). Quindi per ognipunto di tale diso si pu�o trovare un punto di S0 he i si proietta e he quindi i dista poo.Dimostrazione:Consideriamo un 0 < " � "0, e siano � e � le ostanti date dal Lemma 3.12dove possiamo supporre he sia � � ". Per ipotesi abbiamo un punto x0 2 S0per ui lim infr!0 '0(x0; r)mrm � 1quindi avremo � = 1 e potremo trovare un r1 per ui vale1 � '0(x0; r1)mrm � 1 + �32 :Possiamo dunque appliare il Lemma 3.13, he in questo aso i die he esisteun r0 tale he per ogni palla B(x; r) entrata in S0 e ontenuta in B(x0; r0) si ha1 �  0(x; r)mrm � '0(x; r)mrm � 1 + � (3.33)



60 CAPITOLO 3. REGOLARIT�A DELLE SUPERFICI MINIMEe quindi, appliando anhe il Lemma 3.12 sappiamo he per ogni tale pallaB(x; r) esiste un punto x� 2 S0 ed un piano � passante per x� tali heS0 \ B(x�; �r) � � +B(0; "�r)B(x�; �r) � B(x; r):Prendiamo ora una generia palla B(x0; r0)�B(x0; r0) e prendiamo m + 2 puntiy1; : : : ; ym+2 ontenuti in S0 \ B(x0; r0=4). Per il Teorema 1.30 per ogni Æ > 0possiamo trovare una famiglia �nita di palle disgiunte B(xiÆ; �iÆ) entrate in S0,ontenute in B(x0; r0=4) e on �iÆ � Æ tali heXi Hm(S0 \ B(xiÆ; �iÆ)) � 12Hm(S0 \B(x0; r0=8))da ui usando 3.33 si ottieneXi m�miÆ � 12(1 + �)Hm(S0 \ B(x0; r0=8)) � m2(1 + �)  r08 !m : (3.34)Ovviamente per ogni j � m + 2 e per ogni iB(xiÆ; �iÆ)�B(x0; r0=4)�B(x0; r0)e appliando il Lemma 3.12 possiamo trovare dei punti x�iÆ 2 S0 e dei pianim-dimensionali �iÆ tali heS0 \B(x�iÆ; ��iÆ) � �iÆ +B(0; "��iÆ)B(x�iÆ; ��iÆ)�B(xiÆ; �iÆ):Segliamo � in modo he valga 1 � os � = 3", e sia IjÆ l'insieme di indii i perui [x�iÆ; yj℄ forma un angolo maggiore di � on �iÆ. Avendo postoe� = m�ms(m + 3)(1 + �)  r08 !mse �ssato j esistessero dei Æ pioli a piaere per uiXi2IjÆ m�miÆ�m � e�avremmo, appliando il Lemma 3.15 0(yj; r0=2) � '0(yj; r0=2)� e�  1� os � � "2 !mda ui si ottiene, usando anhe (3.33)m  r02 !m �  0(yj; r0=2) � '0(yj; r0=2)� e�"m� (1 + �) r02 !m m � e�"m



3.2. LA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DI REGOLARIT�A 61io�e, on semplii aloli, supponendo � < 1, si ha4�(m+ 3) �  �"4 !mhe possiamo supporre sia falso, avendo preso � � ". Dunque possiamo a�er-mare he per tutti Æ abbastanza pioli si haXi2IjÆ m�miÆ�m < m�m2(m+ 3)(1 + �)  r08 !mper ui, riordando (3.34), essendoi solo m+2 punti yj, dovr�a esistere un i0 henon appartiene a nessun IjÆ. Dunque abbiamo dimostrato he presi omunquem + 2 punti fyig di S0 \ B(x0; r0=4) possiamo trovare un piano � tale he ogniyi dista meno di 12r0 sin � da �. Avendo selto 1� os � = 3" abbiamo poi12r0 sin � = 12r0p1� os2 � = 12r0q3"(1 + os �)< 13p6r0p" < 54r0p":Consideriamo ora tutti gli m-simplessi1 on vertii in S0 \ B(x0; r0=4). Sianodunque y1; : : : ; ym+1 i vertii dell'm-simplesso di m-area massima tra tutti quellionsiderati, e hiamiamo a tale area. Sia ora ym+2 un qualunque altro puntodi S0 \ B(x0; r0=4) e sia � l'm-piano, orrispondente ai punti y1; : : : ; ym+2 omeabbiamo visto in preedenza. Chiamando � l'(m + 1)-simplesso on vertiiy1; : : : ; ym+2, abbiamo he l'm-area delle faie di � sar�a al massimo a, quindil'area della proiezione di � su � non pu�o superare (m + 2)a, e l'(m + 1)-areadi � sar�a minore di 52(m + 2)ar0p". Dunque ym+2 dovr�a stare ad una distanzaminore di 52(m+1)(m+2)r0p" dall'm-piano passante per y1; : : : ; ym+1. Avendoposto " � "0 possiamo supporre he valga 52(m + 1)(m + 2)r0p" < "0r0=64. Sepoi hiamiamo �0 l'm-piano parallelo a quello per y1; : : : ; ym+1 e passante per x0,sappiamo dunque he ogni punto di S0\B(x0; r0=4) dista meno di "0r0=32 da �0.Abbiamo dunque dimostrato he per ogni B(x0; r0)�B(x0; r0) si pu�o trovare unm-piano �0 tale he S0 \B  x0; r04 !��0 +B  0; "0 r032! : (3.35)EssendoZ 14 r018 r0 Hm�1(S0 \ �B(x0; t)) dt �  0(x0; r0=4) � (1 + �) r04 !m mil Teorema del valor medio i garantise l'esistenza di un r on 18r0 < r < 14r0 perui si ha Hm�1(S0 \ �B(x0; r)) � (1 + �)m� r04 �m18r01Per m-simplesso intenderemo l'inviluppo onvesso di m+1 punti, he saranno i vertii di tale simplesso.L'm-area del simplesso sar�a la sua misura Hm.



62 CAPITOLO 3. REGOLARIT�A DELLE SUPERFICI MINIMEe dalla (3.33)Hm(S0 \ B(x0; r)) � mrm = m  r04 !m m2 � rr0�m� Hm�1(S0 \ �B(x0; r))1 + � r8 � 2m � rr0�m� Hm�1(S0 \ �B(x0; r)) r16m :Dunque dal Lemma 1.47 siome per "0 abbastanza piolo possiamo supporrehe si abbiaHm(S0 \ B(x0; r)) � Hm�1(S0 \ �B(x0; r)) � 22m mm�1 � "0r4otteniamo he la proiezione di S0 \B(x0; r) su �0 deve ontenere �0 \B(x0; (1�14"0)r).Vogliamo ora dimostrare he�0 \ B �x0; 18r0���S0 \ B �x0; 18r0��+B  0; "0r016 ! : (3.36)Preso dunque un punto p 2 �0 \B(x0; 18r0) sia p0 2 �0 \B(x0; 18r0� "0r032 ) il puntodi minima distanza da p. Si ha ovviamente jp � p0j � "r032 . Da quanto vistoin preedenza, essendo per "0 piolo, (1 � 14"0)r > r08 sappiamo he esiste unpunto p00 2 S0 \ B(x0; r) he si proietta su p0. Dalla ondizione 3.35 abbiamojp0 � p00j � "0r032 e quindi p00 2 B(x0; r0over8). Dunque abbiamo trovato un puntox00 2 S0 \B(x0; r08 ) he dista da x meno di "0r016 ome volevamo dimostrare.Abbiamo in onlusione essendo valide (3.35) e (3.36) per ogniB(x0; r0)�B(x0; r0,he vale la ondizione-("0; R) in x0 se segliamo R = r08 . 2



Capitolo 4Esistenza delle super�i minimeIn questo apitolo dimostreremo il seguente teorema.Teorema 4.1 (esistenza) Sia dato un ompatto A�Rn e L un sottogruppo di Hm�1(A).Allora esiste una super�ie minima propria S0 2 S(L).La dimostrazione onsiste nel trovare una partiolare suessione fSkg minimizzante l'area,e quindi, usando i lemmi della Sezione 3.1, dimostrare he su tale suessione '�e la semi-ontinuit�a della misura Hm.4.1 Costruzione della suessione minimizzantePer i Teoremi 1.20 e 1.40, sappiamo he l'insieme S(L) �e ompatto. In generale per�o nonpossiamo segliere una qualunque suessione minimizzante, in quanto la misura di Hausdor�non �e inferiormente semiontinua su questo spazio (si veda l'esempio 1.29). Costruiremo unasuessione fSkg he veri�hi le ipotesi (3.1), (3.2), (3.3) e (3.4) del Capitolo 3. Per evitarefenomeni ome quello dell'Esempio 1.29, seglieremo le super�i Sk in modo he oltre aminimizzare l'area, minimizzino anhe le intersezioni on un opportuno retiolo Tk di ubie vedremo he questo basta per veri�are l'ipotesi (3.3).Sia rk = 2�k e sia "k � 2�2km una suessione in�nitesima. Supponiamo anora m � 2.Consideriamo una famiglia Tk di ubi di lato rk2k , i ui entri formino un retiolo ubioparallelo alle fae dei ubi e di larghezza rk3�2k . Sia dato un hiuso A e L un sottogruppodi Hm�1(A) e sia �(L) ome dalla De�nizione 3.1. Denotiamo on �k(S) il numero di ubidella famiglia Tk he interseano S e poniamo�k = inf �k(S)dove l'inf viene fatto su tutti i hiusi S 2 S(L) per ui vale Hm(S) < �(L) + "k. Essendo�k(S) un numero intero, l'estremo inferiore sar�a un minimo, io�e potremo trovare un hiusoSk 2 S(L) on Hm(Sk) < �(L) + "k tale he �k(Sk) = �k.Supponiamo ora (estraendo una sottosuessione) he Sk ! S0 e he D(Sk; S0) � 12rk,in modo he la suessione veri�hi le ipotesi (3.1), (3.2) e (3.4). Per quanto riguardal'ipotesi (3.3) basta veri�are he per ogni palla B(x0; r) entrata in S0, disgiunta da A eon r > rk si ha Hm(Sk \B(x0; r) � 12mK 0rm:63



64 CAPITOLO 4. ESISTENZA DELLE SUPERFICI MINIMESe prendiamo un punto x 2 Sk tale he jx � x0j � 12rk mediante il Teorema 4.2 seguente,otteniamo failmente, ome voluto,Hm(Sk \B(x0; r) � Hm(Sk \ B(x; r � 12rk)� K 0(r � 12rk)m � K 0 �r2�m = 12mK 0rm:Teorema 4.2 Sia Sk la suessione di super�i appena ostruita. Allora esiste una ostanteK 0 tale he per ogni k, se B(x; r) �e una palla entrata su Sk, he non intersea A e r > rksi ha Hm(Sk \B(x; r)) � K 0rm:Vediamo qual �e l'idea della dimostrazione. Sia data una palla B(x; r) entrata su Sk. Primadi tutto si vuole dimostrare he se r > 12rk alloraHm(Sk \B(x; r)) � 2"k:Se questo �e vero, sfruttando la disuguaglianza isoperimetria (Lemma 1.46) avremmo heanhe Hm�1(Sk \ �B(x; r)) = ddr k(x; r) deve essere non troppo piolo. Dunque, medianteintegrazione, otteniamo  k(x; r) � K 0rm, da ui, usando il Lemma 1.42, segue direttamentela tesi.Supporremo quindi, per assurdo, he esista una palla B(x; r) tale he'k(x; r) = Hm(Sk \ B(x; r)) � 2"k;se si pensa al fenomeno dell'Esempio 1.29, stiamo prendendo un punto x proprio in ima adun \tentaolo". Si otterr�a l'assurdo, quindi, riusendo a \tagliare" il tentaolo in modo daottenere una super�ie di area minore e he intersea meno ubi. Vogliamo innanzitutto farvedere he loalmente la super�ie pu�o essere rimpiazzata da una super�ie di area \molto"minore. La stima su 'k varr�a infatti anhe per  k(x; r) e quindi, per il teorema del valormedio, riusiamo a trovare un r0 < 12rk < r tale heddr k(x; r0) = Hm�1(Sk \ �B(x; r0))sia piolo. Usando dunque la disuguaglianza isoperimetria sulla palla B(x; r0), se le o-stanti sono state selte opportunamente, riusiamo a trovare una super�ie S�k , he oinideon Sk fuori da B(x; r0) ma di area \molto" minore a quella di Sk. Ovviamente la super�ieS�k pur avendo area minore, potrebbe essere fatta molto peggio di Sk nel senso he si potreb-be avere �k(S�k) > �k(Sk). Lo strumento fondamentale he ora useremo, �e il Lemma 1.48.Siome stiamo trattando una super�ie he, all'interno di B(x; r0), ha area molto piola,tale lemma i assiura he preso qualunque ubo C�B(x; r0) possiamo ostruire una super-�ie di area maggiore, ma he non intersea il ubo C, e he non intersea pi�u ubi di quellihe interseava prima. Sia S 0k = Sk n (Sk \B(x; r0)). Se applihiamo il lemma alla super�ieSk per tutti i ubi C he interseano S 0k riusiamo ad ottenere, una super�ie he ha anoraarea minore di quella di Sk he non intersea pi�u ubi di quanto non faesse Sk e he nonintersea i ubi ontenenti x ome invee faeva Sk. Quindi �k(Sk) > �k, he �e assurdo.Dimostrazione:Sia K una ostante maggiore, di ognuna delle ostanti date dai Lemmi 1.46



4.1. COSTRUZIONE DELLA SUCCESSIONE MINIMIZZANTE 65e 1.48 e poniamo �k = (3 � k)nuk = (2K)��kSupponiamo, he esista una palla B(x; r) entrata su Sk, disgiunta da A e onr > 12rk per ui vale Hm(Sk \B(x; r)) < 2"k: (4.1)Prima di tutto dimostreremo he esiste r0 on 14rk � r0 � 18rk tale heK �Hm�1(Sk \ �B(x; r0))� mm�1 � uk Z r00 Hm�1(Sk \ B(x; t)) dt (4.2)io�e, usando la De�nizione 3.5K m�1m ( ddr k(x; r0)) � um�1mk  k(x; r0)m� 1m :Se i�o non fosse vero avrei, per ogni r0 2 [14rk; 38rk℄1 < �Kuk�m�1m ddr k(x; r0) k(x; r0)m�1mhe integrato da 14rk a 38rk d�a18rk � m�Kuk�m�1m � k(x; 38rk) 1m �  k(x; 14rk) 1m�� m�Kuk�m�1m �'k(x; 38rk) 1m�io�e 'k � � rk8m�m �Kuk�m�1 :Sapendo he 'k(x; 38rk) � 'k(x; r) � 2"k, otteniamo un assurdo se imponiamo"k � 12 � rk8m�m �Kuk�m�1 :Dunque sappiamo he vale (4.2), he usando il Lemma 1.42 diventaK �Hm�1(Sk \ �B(x; r0))� mm�1 � ukHm(Sk \ B(x; r0)):Il Lemma 1.46 mi die dunque he posso trovare una super�ie D da \inollare"a Sk nB(x; r0) (tramite il Teorema 1.41) onHm(D) � K(Hm�1(Sk \ �B(x; r0))) mm�1 � Kottenendo una super�ie S�k = Sk nB(x; r0) [D on la propriet�aHm(S�k \B(x; r0)) � ukHm(Sk \B(x; r0)): (4.3)



66 CAPITOLO 4. ESISTENZA DELLE SUPERFICI MINIMEConsideriamo ora la famiglia Tk(x) formata dai ubi di Tk ontenuti in B(x; 12rk)e sia �k(x) il numero di ubi di Tk(x) = fC1; : : : ; C�k(x)g.Si ottiene failmente la seguente stima�k(x) � n �12rk�n� rk3�2k�n = n  3 � 2k2 !n � (3 � 2k)n = �k:Sia S 0k = Sk n (Sk \B(x; r0)). Vogliamo de�nire, per induzione, delle super�i Sik(i = 0; : : : ; �k(x)) on le seguenti propriet�a(i) Sik 2 S(L);(ii) Sik�S 0k(iii) Hm(Sik n (S 0k)) � (2K)iHm(S�k \B(x; r0))(iv) se i � 1, per ogni j = 1; : : : ; �k(x)Si�1k \ Cj = ; ) Sik \ Cj = ;;(v) per ogni i � 1 S 0k \ Ci = ; ) Sik \ Ci = ;:Per i = 0 de�niamo S0k = S�k. Per ome era stata selta S�k , le propriet�a sonotutte veri�ate.Sia ora i > 0. Se S 0k\Ci 6= ; basta de�nire Sik = Si�1k per avere tutte le propriet�averi�ate. Supponiamo allora he sia S 0k \ Ci = ;. Abbiamo quindi, usando lapropriet�a induttiva (iii),Hm(Si�1k \ Ci) � Hm((Si�1k n S 0k) \ Ci) +Hm((Si�1k \ S 0k) \ Ci)� Hm(Si�1k n S 0k) +Hm(S 0k \ Ci) � (2K)i�1Hm(S�k \ B(x; r0)e sfruttando anhe (4.3) e (4.1)Hm(Si�1k \ Ci) � (2K)i�1ukHm(Sk \ B(x; r0)) � (2K)�k�1uk2"k� (2K)�kuk"k:Possiamo dunque appliare il Lemma 1.48 se imponiamo he valga(2K)�kuk"k < (2m+2nm)�n+m � rk2k �m3m4mKm�1 :in modo da ottenere (usando ome al solito il Teorema 1.41) una super�ieSik 2 S(L) he non intersea il ubo Ci (e quindi veri�a (v)), he non interseapi�u ubi di quanti ne interseava Si�1k (io�e vale (iv)), he oinide on Si�1k fuorida Ci e tale he Hm(Sik \ Ci) � KHm(Si�1k \ Ci): (4.4)La propriet�a (i) vale per il Lemma 1.48, la (ii) vale in quanto sappiamo he Ci \S 0k = ;. Veri�hiamo la propriet�a (iii) sfruttando l'induzione e l'equazione (4.4)Hm(Sik n S 0k) � Hm(Sik \ Ci) +Hm((Sik n Ci) n S 0k)� KHm(Si�1k \ Ci) +Hm((Si�1k n Ci) n S 0k)� KHm(Si�1k n S 0k) � K(2K)i�1Hm(S�k \ B(x; r0))� (2K)iHm(S�K \B(x; r0)):



4.1. COSTRUZIONE DELLA SUCCESSIONE MINIMIZZANTE 67Dunque abbiamo ottenuto una super�ie S�k(x)k 2 S(L). Dalla propriet�a (iii) edalla (4.3) Hm(S�k(x)k \ B(x; r0)) � Hm(S�k(x)k \B(x; r0))� (2K)��kHm(Sk \ B(x; r0))� (2K)�kukHm(Sk \ B(x; r0))ma uk � (2K)��k quindiHm(S�k(x)k \B(x; r0)) � Hm(Sk \ B(x; r0)): (4.5)Se ora prendiamo un ubo Cx 2 Tk on x 2 Cx, abbiamo C�B(x; r0) quindiCx \ S 0k = ;. Dunque dalla propriet�a (v) e (iv) sappiamo he S�k(x)k \ Cx = ;mentre ovviamente Sk\Cx 3 x. D'altra parte sempre per la propriet�a (v), presoun qualunque ubo C 2 Tk abbiamo he se C\S�k(x)k 6= ;, allora si ha C\S 0k 6= ;e quindi, in onlusione, otteniamo�k(S�k(x)k ) < �k(Sk)e riordando he vale (4.5) �k < �k(Sk)he ontraddie la selta di Sk.Dunque l'equazione (4.1) dev'essere falsa, il he vuol dire he per ogni pallaB(x; r), r > 12rk, entrata su Sk e disgiunta da A si haHm(Sk \ B(x; r)) � 2"k: (4.6)Per il Lemma 1.46, posso sostituire Sk \B(x; r), senza modi�arne il bordo, onuna \toppa" D per ui valeHm(B) � K �Hm�1(Sk \ �B(x; r))� mm�1 :Ma essendo Hm(Sk) � �(L) + "k otteniamoHm(Sk \ B(x; r))� "k � KHm�1(Sk \ �B(x; r)) mm�1usando il Lemma 1.42 e (4.6) otteniamo12 k(x; r) � 12'k(x; r) � 'k(x; r)� "k� K  ddr k(x; r)! mm�1io�e ddr k(x; r) k(x; r)m�1m � (2K)�m�1mhe integrata da 12rk a r, i d�am k(x; r) 1m �m k(x; 12rk) 1m � (r � 12rk)(2K)�m�1m :Quindi, per r > 12rk, otteniamomm k(x; r) � (12r)m(2K)1�me quindi la tesi del teorema. 2



68 CAPITOLO 4. ESISTENZA DELLE SUPERFICI MINIME4.2 La dimostrazione del teorema di esistenzaPer ompletare la dimostrazione del Teorema 4.1, i servir�a anora il seguente lemma.Lemma 4.3 Sia A un ompatto di Rn e L un sottogruppo di Hm�1(A) e sia data unasuessione fSkg on le propriet�a (3.1), (3.2), (3.3) e (3.4). Sia 
0 un aperto he nonintersea A. Allora Hm(S0 \ 
0) � lim infk!1 Hm(Sk \ 
0)Dimostrazione:Notiamo innanzitutto he se abbiamo un insieme �nito di palle B(xi; ri) entratein S0, disgiunte da A e tutte ontenute in un aperto 
 �ssato, si haXi mrmi � Xi lim infk!1 Hm(Sk \ B(xi; ri)) (4.7)� lim infk!1 Hm  [i (Sk \ B(xi; ri))! � lim infk!1 Hm(Sk \ 
): (4.8)Sia ora fxigi2I un Æ-retiolo di S0 n (A + B(0; Æ0)) (si veda la De�nizione 1.27),vogliamo stimare il numero di palle del retiolo he interseano una erta pal-la B(xi0 ; Æ) io�e il valore di N = jfi 2 I t:: jxi � xi0 j < 2Ægj. Abbiamoovviamente [jxi�xi0 j<2ÆB  xi; Æ2!�B �xi0 ; 52Æ�essendo jxi � xi0 j � Æ per i 6= i0. Dunque abbiamoNn  Æ2!n = Xjxi�xi0 j<2Æ Æ2!n= Hn0� [jxi�xi0 j<2ÆB  xi; Æ2!1A� Hn �B �xi0 ; 52Æ�� = n(3Æ)nda ui si riava N < 5n. Quindi possiamo dividere l'insieme I degli indiidel retiolo in sottoinsiemi Ij, in modo he ogni fB(xi; Æ) t:: i 2 Ijg siaformato da palle disgiunte e he se i 2 I non appartiene a Ij per j = 1; : : : ; j0,allora B(xi; Æ) deve interseare almeno una palla B(xi0 ; Æ) on i0 2 Ij per ognij = 1; : : : ; j0. Dunque per quanto visto prima i possono essere al pi�u 5n insiemiIj. Per la disuguaglianza (4.7), prendendo 
 = Rn n (A+B(0; Æ0)) otteniamoXi2Ij mÆm � lim infk!1 Hm(Sk \ 
) � �(L)e quindi Xi mÆm =Xj Xi2Ij mÆm � 5n�(L):Di onseguenza otteniamo (si veda la De�nizione1.26)HmÆ (S0 n (A+B(0; Æ0))) � 5n�(L)



4.2. LA DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DI ESISTENZA 69e quindi faendo tendere a zero prima Æ e poi Æ0 abbiamoHm(S0 n A) <1:Consideriamo ora l'aperto 
0 dato nelle ipotesi. Per il Teorema 1.30, dato unÆ > 0, possiamo rioprire qusi tutto S0 \
0 on una famiglia fB(xi; ri) di palleentrate in S0, ontenute in B(x; r) e on ri � Æ. Anora usando 4.7, abbiamo,prendendo 
 = 
0 Xi mrmi � lim infk!1 Hm(Sk \ 
0)io�e per ogni Æ HmÆ (S0 \ 
0) � lim infk!1 Hm(Sk \ 
0)e quindi, ome si voleva dimostrareHm(S0 \ 
0) � lim infk!1 Hm(Sk \ 
0): 2Possiamo ora dimostrare molto sempliemente il Teorema 4.1 di esistenza.Dimostrazione:Prendiamo la suessione fSkg de�nita nella Sezione 4.1. Prendiamo 
0 = RnnAe applihiamo il Lemma 4.3 per ottenereHm(S0) = Hm(S0 \ 
0) +Hm(A) � lim infk!1 Hm(Sk \ 
0) +Hm(A)= lim infk!1 Hm(Sk) = �(L)e quindi Hm(S0) = �(L): 2
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