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Figura 1: Una superficie minima con un manico e tre bordi (vista anche in sezione).
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Introduzione

/

Figura 2: E possibile trovare una superficie orientabile che ha come bordo il nodo trifoglio.
Questa superficie e topologicamente un disco con un manico.

Il problema di Plateau e il problema di trovare una superficie S di area minima con bordo
A assegnato. Questo problema deve il suo nome al fisico belga J. Plateau (1801-1883)
che studio, essenzialmente in modo sperimentale, le superfici che si formano mettendo un
telaio di fil di ferro nell’acqua saponata [22]. Trascurando la forza di gravita I’energia di
una pellicola di sapone e dovuta alla tensione superficiale ed & quindi proporzionale all’area
della superficie. Si scopre dunque che la superficie di una pellicola di sapone minimizza
I’area. Matematicamente l'interesse per le superfici minime e dato dal fatto che queste sono
dei buoni rappresentanti di classi di superfici. Per la trattazione matematica, la difficolta
iniziale e in qualche modo sostanziale & dare una buona definizione di superficie, di area e
di bordo. Scelte diverse di queste nozioni portano a diverse formulazioni del problema di
Plateau e all’uso di varie tecniche geometriche ed analitiche.

Nei primi approcci al problema di Plateau si considerano come superfici, le immagini di
applicazioni continue con dominio fissato e con valori al bordo fissati (superfici in forma
parametrica). Le difficolta in questo approccio nascono essenzialmente dal fatto che ripara-
metrizzando il dominio di base si possono ottenere piu funzioni diverse che rappresentano
la stessa superficie, rendendo quindi necessario lo studio delle classi di equivalenza del quo-
ziente delle funzioni continue per il gruppo delle riparametrizzazioni. Il problema & pero che
tale gruppo non ¢ compatto e quindi le classi di equivalenza non sono neppure chiuse nella
topologia della convergenza uniforme.

Un’altro fenomeno dell’approccio parametrico ¢ il fatto che le superfici minime risultanti non
sono quelle che uno troverebbe usando le pellicole di sapone. Questo in quanto il processo di
minimizzazione viene fatto mantenendo invariato il dominio di base, cosicche risulta fissato
a priori il tipo di topologia della superficie risultante (si veda I’esempio in Figura 3). Inoltre,
anche riuscendo a trovare la superficie di area minima tra tutte quelle con un certo genere!,

'Le superfici “classiche”, orientabili e con un solo bordo, sono topologicamente dei dischi con manici. 11
genere di tali superfici € il numero di manici.

X
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Figura 3: Un esempio di soluzione al problema di Plateau formulato in modo parametrico,
e la soluzione ottenuta come pellicola di sapone. Si noti che la prima € un’immersione con
autointersezioni di un disco topologico, mentre la seconda, di area minore, & un’immersione
regolare di un disco con un manico.

puo succedere che il minimo assoluto dell’area si abbia proprio quando il genere tende ad
infinito (Figura 4). Osserviamo comunque che anche il problema di trovare superfici minime
o immersioni minime di genere assegnato ¢ di notevole interesse.

Figura 4: Una curva chiusa per cui la superficie minima ha genere infinito.

Il problema di Plateau per le superfici con dominio di tipo disco fu comunque risolto la-
vorando con parametrizzazioni conformi, in questo modo le superfici parametriche di area
minima risultano essere sia conformi che armoniche. Le prime dimostrazioni vennero fatte
da Douglas [10] e Rado [24, 23], successivamente queste dimostrazioni vennero semplificate
da Courant [6, 7] e Tonelli [28] (si veda ad esempio [9]). Non si riusci pero, a risolvere il
problema pitt generale di superfici di dimensione m in R”, in quanto, in questo caso, non si
riescono a trovare delle funzioni per rappresentare le superfici che svolgano un ruolo analogo
a quello delle funzioni conformi.
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Negli anni ’60, quasi contemporaneamente, De Giorgi, Reifenberg e Federer e Fleming tro-
varono delle formulazioni “deboli” che permisero di risolvere il problema di Plateau, in
dimensione maggiore di due.

Nell’approccio di De Giorgi [8] una superficie m-dimensionale in R™! viene rappresentata
come frontiera d’insieme e 1’area e la variazione totale della funzione caratteristica di tale
insieme. Questo metodo delle frontiere minime, puo essere applicato solo in codimensione
uno e ovviamente le superfici risulteranno sempre orientate.

Federer e Fleming [14, 12, 15] hanno invece risolto il problema definendo come m-superfici
le correnti rettificabili. Queste superfici sono rappresentate da un insieme rettificabile, (un
insieme che e unione al piu numerabile di immagini lipschitziane di sottoinsiemi misurabili di
R™) dotato di una struttura indicante l'orientazione e la molteplicita e che permette quindi
di associare all'insieme una “corrente” (cioe un funzionale lineare sulle m-forme differenziali).
Tramite le “correnti” si definisce semplicemente cosa sono il bordo e I'area di una superficie.

Mentre le teorie di De Giorgi e di Federer e Fleming, sono state lungamente studiate ed
estese dagli anni '60 fino ad oggi, ’approccio di Reifenberg, a parte i contributi di Morrey e
Almgren?, ¢ stato un poco trascurato. Forse una ragione di questo, oltre all’obbiettiva diffi-
colta di lettura, e il fatto che le fondamenta dell’approccio di Reifenberg da una parte sono
piu di tipo algebrico-topologico che analitico-funzionale, e dall’altra richiedono di lavorare
in un contesto estremamente generale, a priori privo di una qualsiasi struttura differenziale.
In questa tesi si e voluto rivisitare questo approccio generale quasi di tipo insiemistico-
topologico e presentare in modo organico alcune delle idee e delle tecniche sviluppate da
Reifenberg.

Una superficie S e per Reifenberg un generico insieme compatto di R™. Il bordo viene
dato fissando un insieme L di cicli omologici in un compatto A. Si dice quindi che S ha
bordo L se contiene A e se tutti i cicli omologici di L sono bordi omologici in S. Questa
definizione di bordo, dipende anche dal gruppo dei coefficienti con cui si definisce I’'omologia,
variando i quali si possono ottenere diversi tipi di superfici. Infine, ’area della superficie
e semplicemente la misura di Hausdorff dell’insieme S. Queste definizioni verranno date
con precisione nel Capitolo 1, insieme ad alcuni esempi e alle proprieta di base di queste
superfici che verranno ridimostrate a volte in modo pill semplice.

In [25], Reifenberg dimostra che, con queste definizioni, esistono superfici di area minima
(si noti che il funzionale area, in questo contesto, non ¢ semicontinuo) e che su tali superfici,
in un intorno di quasi tutti i punti, si puo trovare un omeomorfismo con un disco. Ulteriori
risultati, di tipo analiticita, vengono poi sviluppati in [26].

Come strumento fondamentale per studiare la regolarita dei minimi, Reifenberg dimostra
un teorema (il “Teorema del disco topologico”) che da delle condizioni geometriche per ga-
rantire che un dato insieme sia localmente omeomorfo ad un disco. Nel Capitolo 2 di questa
tesi, viene data una dimostrazione piu semplice di questo teorema, basandosi anche sulla
riscrittura fatta da Morrey [20]. Inoltre, dimostreremo che I'omeomorfismo con il disco e
Holderiano. Il teorema del disco topologico € indipendente dalla teoria delle superfici mini-
me, un’applicazione di questo teorema si ha ad esempio nello studio dell’insieme singolare
di applicazioni armoniche [17].

Nei Capitoli 3 e 4, viene completata la trattazione del problema di Plateau, basandosi
fondamentalmente sull’articolo originale di Reifenberg. In particolare si dimostra I’esistenza
di superfici di area minima con bordo assegnato e che tali superfici nell’intorno di quasi

“Morrey [20] estende i risultati di Reifenberg alle varietd Riemanniane e Almgren [2, 3], basandosi sulle
idee di Reifenberg, introduce la nozione di “varifold” e con Allard [1] ne sviluppa la teoria.
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ogni punto verificano le ipotesi del Teorema del disco topologico e conseguentemente sono
localmente delle varieta topologiche.



Capitolo 1

Superfici, bordi e area

In questo capitolo, daremo le definizioni necessarie a spiegare cosa si intende nell’articolo [25]
di Reifenberg per superficie S con bordo A. Prendendo come S semplicemente un sottoinsie-
me compatto di R” riusciremo a esprimere il concetto di superficie, bordo e area, sfruttando
solamente le proprieta metriche di S o meglio dell’ambiente.

Per esprimere il fatto che S ha bordo A, imporremo che A sia contenuto in S, e che A sia un
“bordo” in S col significato di bordo dato dalla topologia algebrica e cioe nel senso che ogni
ciclo omologico in A deve essere un bordo omologico in S. Per quanto riguarda la nozione
di area, scegliamo la misura di Hausdorff sferica m-dimensionale che denoteremo con H™
(si veda la Sezione 1.5).

Fissato un gruppo compatto abeliano G, se X e Y sono spazi topologici indicheremo con
Hy(X,Y;G) (o pitt semplicemente H,(X,Y") o ancora H,(X) quando V" & vuoto) il g-esimo
gruppo di omologia di Cech (si veda la Sezione 1.2).

Definizione 1.1 Siano A e S due compatti con ACS. Definiamo bordo algebrico b(S, A)
di S rispetto ad A il nucleo dell’omomorfismo iy: Hy, 1(A) — Hp, 1(S) indotto dalla mappa
di inclusione i: A — S di A in S. Fissato un compatto A e L un sottogruppo di H,,_1(A),
diciamo che S é una m-superficie con bordo L se b(S, A)DL.

Definizione 1.2 Dati A un compatto di R", G un gruppo compatto abeliano e L un sot-
togruppo di Hy,—1(A;G), indichiamo con S(G,L) (o piu semplicemente S(L)) lo spazio
metrico di tutti i compatti SOA con bordo L munito della distanza di Hausdorff (si veda la
Sezione 1.4).

Osservazione 1.3 Se prendiamo come L il sottogruppo generato da un elemento h €
H,, 1(A), dire che b(S, A)DL & equivalente al dire che esiste un elemento k& € H,,(S, A)
tale che 0k = h. Questo perché la successione:

Hp(S, A) % Hp 1 (A) 2 Hpoy(S)

¢ esatta.

1.1 Alcuni esempi di “superfici”

Si trova facilmente (vedi Proposizione 1.16) che nel caso m = 1 qualunque connesso SDA &
ammissibile come superficie con bordo A. Gli esempi dunque saranno tutti per semplicita
conm=2en=3.
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Si noti innanzitutto che se H,, 1(S;G) = 0 allora S & una superficie con bordo A, qualunque
sia la scelta di L e di ACS. Se invece S si retrae su A, si trova (Lemma 1.33) che il bordo
algebrico b(S, A) e nullo, e quindi la superficie S non ha bordo A, se non nel caso banale
L = 0. Si puo anche dimostrare che se A & una (m — 1)-sfera topologica, G = R/z e
H™(S) < oo allora S si retrae su A se e solo se b(S, A) = 0 ([25, Lemma 20A]).

Esempio 1.4 Prendiamo A = {(z,y,2)[z* + y* =1, 2 =0} e L = Hy(A). Allora il
disco S = {(z,y, 2)|7?> + y*> < 1, z = 0} & una superficie con bordo L, qualunque sia
il gruppo G dei coefficienti, in quanto S & contrattile (si veda il Corollario 1.35).

Se invece prendiamo un qualunque S’ chiuso ACS'CS, S" # S e se L # 0 allora S’
non ¢ una superficie con bordo L, in quanto S’ si retrae su A (si veda il Lemma 1.38).

Scegliendo come gruppo di coefficienti G = Z/s7, si puo rendere ammissibili, anche le
superfici non orientabili. In generale se G = Z/,z, o comunque se in G ci sono elementi di
ordine k, e possibile ottenere delle superfici con k fogli che si incontrano su un insieme di
dimensione minore. Puo essere utile scegliere G = R/z in quanto tale gruppo ha elementi di
ordine k per ogni k (R/z puo essere rappresentato dal segmento [0; 1] con 'identificazione
0=1).

Figura 1.1: Il nastro di Mdbius: una superficie minima non orientabile.

Esempio 1.5 Sia S il nastro di Mdbius e A la curva bordo di S (Figura 1.1). Se sce-
gliamo G = Z/5z e L un qualunque sottogruppo di H;(A), otteniamo che b(S, A)DL,
cioe S ha bordo L. Questa scelta di G corrisponde infatti a trascurare le orientazioni.

Sia ora invece G = R/z e consideriamo l'isomorfismo \: G — H;(A;G). Possiamo
ancora trascurare le orientazioni scegliendo un opportuno L. Se infatti come L si
prende il sottogruppo generato da )\(%), abbiamo ancora che b(S, A)D L. Per qualunque
altra scelta di L # 0, si ha S ¢ S(L) e quindi la superficie minima dovra essere quella
orientata.

Queste considerazioni si applicano a qualunque varieta S con bordo A nel senso che se
S & orientabile, per ogni scelta di L e G si ha b(S, A)DL se invece S non & orientabile,
perché sia una superficie ammissibile bisognera scegliere un gruppo L con tutti gli
elementi di ordine 2.

Esempio 1.6 Prendiamo A = {(z,y,2) t.c. 22+ y* =1 e 2z = £1} lunione
disgiunta di due circonferenze A;, Ay (Figura 1.2). La superficie S; data dai due dischi
che bordano A; e A, & in ogni caso una superficie ammissibile, in quanto H;(S1; G) = 0.
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Figura 1.2: Due dischi e la catenoide che ha lo stesso bordo.

Vediamo invece, se Sy & la catenoide (Figura 1.2), per quali L e G si ha b(S,, A)DL.
Consideriamo dunque 'isomorfismo A\: G & G — H;(A). Se scegliamo come L il sot-
togruppo di H;(A) generato da A(g,—g) per un qualche g € G, si trova facilmente
che i,(L) = 0 e quindi b(S2, A)DL. Questa scelta corrisponde ad orientare in senso
opposto le due circonferenze. Scegliendo invece come L il sottogruppo generato da
(g, g), otterei di nuovo i due dischi, in quanto si sta orientando le due circonferenze
nello stesso verso.

Si puo ottenere ancora la catenoide se si sceglie un sottogruppo L con tutti gli elementi
di ordine 2. Questo corrisponde a trascurare le orientazioni.

Figura 1.3: Il triplo nastro di Mdbius (S5), la superficie orientata (S1) e quella non orientata
(S3) con lo stesso bordo.

Esempio 1.7 Sia A il bordo del “triplo nastro di Mobius”. Si consideri la superficie Sy
della Figura 1.3, che corrisponde a tre dischi collegati mediante due “twist”. Essendo
H,(S;) = 0 tale superficie ¢ sempre ammissibile come superficie bordante A.
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Consideriamo ora G = R/z e sia dato 'isomorfismo \:G — H;(A). Se si prende
come L il sottogruppo generato da )\(%), una superficie Sy di area minore dell’area di
S risultera quella della Figura 1.3, cioe una superficie che non copre il buco centrale
lasciato da A e con una curva singolare in cui si “attaccano” tre fogli ad un angolo di
120 gradi. Questa superficie non e una varieta, ma e realizzabile anche come pellicola
di sapone.

Se invece si sceglie come L il sottogruppo generato da )\(%), si potra ottenere come
superficie, la superficie S3 rappresentata in Figura 1.3, cioe una superficie formata da
un nastro di Mobius con attaccato un disco. L’area di S3 sara minore di quella di S
ma maggiore di quella di Ss.

Possiamo anche trovare superfici che bordano un insieme A che non sia esso stesso regolare,
come nel seguente esempio.

Figura 1.4: Una superficie con bordo gli spigoli del cubo.

Esempio 1.8 Sia A l'insieme degli spigoli di un cubo. Allora esistono superfici S con
b(S,A) = Hi(A). Un esempio ¢ la superficie minima raffigurata in Figura 1.4. Questa
superficie ha un insieme di punti singolari sul perimetro di un quadrato “arrotondato”.
Sui lati di tale quadrato si incontrano 3 fogli ad un angolo di 120 gradi, mentre sui
vertici se ne incontrano 4 ad un angolo di circa 109 gradi (queste sono esattamente le
singolarita che Plateau aveva osservato nelle pellicole di sapone).

Il numero di fogli che si incontrano in un punto, e legato alla densita dell’insieme in quel
punto (se abbiamo 3 fogli che si incontrano su un segmento, tale segmento avra densita %)
In base a questi esempi ¢ dunque chiaro che non possiamo aspettarci che la densita di una
superficie minima sia 1 ovunque, ne possiamo aspettarci la regolarita nei punti con sensita
maggiore di uno.

Anche questa nozione generale di superficie non risponde a tutte le possibili esigenze.
Nell’appendice, scritta da Adams, all’articolo di Reifenberg [25], & dato un esempio di una
superficie realizzabile come pellicola di sapone ma non ammissibile come superficie con le
nostre definizioni.

Esempio 1.9 Consideriamo la superficie S riprodotta nella Figura 1.5, cioe un nastro
di Mo6bius unito con una sottile striscia ad un triplo nastro di Mobius. Siano dati G ed

[a¥)

L qualunque. Sapendo che A ¢ omeomorfo ad una curva chiusa abbiamo H,, ;(A) = G
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Figura 1.5: Una superficie S ottenibile come pellicola di sapone ma che si retrae sul proprio
bordo A.

mentre S si retrae su due curve chiuse unite da un segmento e quindi H,,, 1(S) = G®G.
A meno di isomorfismi possiamo dunque scrivere

i(S,A)..G — Ga&QG.
r — (2x,3x)

Perché sia b(S,a)DL, bisogna che preso un qualunque ciclo & = g € @G, si abbia
(29,3¢9) = (0,0) che puo succedere solo se g = 0. Dunque se L # 0, la superficie S non
e ammissibile come superficie con bordo A.

La caratteristica peculiare di questa superficie S & che essa ammette una retrazione
sul proprio bordo A. Di fatto, per avere un fenomeno di questo tipo, bisogna scegliere
una superficie S che abbia “punti singolari”, come il triplo nastro di Mobius, in quanto
una varieta non si retrae mai sul proprio bordo.

1.2 L’omologia di Cech

Richiamiamo brevemente la teoria omologica di Cech e alcune sue caratteristiche peculiari
che la rendono molto utile nel trattare spazi compatti (per maggiori dettagli si veda [11]).

Dato un ricoprimento aperto a:V, — 7(X) di X, dove V,, e I'insieme degli indici e 7(X)
¢ la famiglia degli aperti di X, si definisce il gruppo H,,(X) come il g-esimo gruppo di
omologia simplicale fatto sull’insieme di vertici V,, prendendo come simplessi gli insiemi di
indici VCV, per per i quali N,ey a(v) # 0. Il gruppo di omologia di Cech H,(X) viene
definito come limite inverso del sistema di gruppi H,,(X). Analogamente si definisce il
gruppo di omologia relativa H,(X,Y).

Questi gruppi omologici H,(X,Y") sono definiti quando G ¢ un qualunque R-modulo, e se la
coppia (X,Y’) & compatta possono essere definiti anche con G' un gruppo abeliano compatto.
In effetti, 'omologia di Cech, non coincide esattamente con le altre teorie omologiche in
quanto, in generale, non soddisfa il seguente
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Assioma 1.10 (di esattezza) Sia (X,Y) una coppia di spazi topologici (cioe YCX). E
sianoi:Y — X ej: X — (X,Y) le mappe di inclusione. Allora la successione di omologia
di (X,Y):

A H(Y) S Hy(X) S Hy(X,Y) S H_ (V) ..

e esatta.

[’assioma ¢ pero verificato se la coppia (X,Y) & compatta (cioe X e Y compatti) e G &
compatto, come del resto abbiamo imposto nella Definizione 1.1.

Il vantaggio dell’omologia di Cech, rispetto alle usuali teorie omologiche & la continuitd: se la
coppia compatta (X,Y") ¢ il limite inverso delle coppie compatte (X,,Y,), allora H,(X,Y)
¢ il limite inverso dei gruppi H,(Xa, Ya).

In particolare, vale la seguente

Proposizione 1.11 Se X,, ¢ una successione decrescente (X,2Xp11) di spazi topologici e
X =N, X,, allora se definitivamente in n i gruppi H,(X,,) sono uguali ad un certo gruppo
H, allora H ¢ il limite inverso di H,(X,) e H,(X) = H.

Dalla continuita si puo anche trovare che 1’assioma di escissione vale in condizioni molto piu
generali.

Assioma 1.12 (di escissione) Sia (X,Y) una coppia di spazi topologici, e U un aperto
di X tale che la sua chiusura U sia contenuta nella parte interna di Y. Allora la mappa di
inclusione i: (X \U,Y\U) — (X,Y) induce un isomorfismo i,: Hy(X\U,Y\U) — H,(X,Y)

per ogni q.

Proposizione 1.13 Se la coppia (X,Y) é compatta e G é un gruppo compatto, l’assioma
di escissione vale per ['omologia di Cech preso qualunque aperto UCX.

1.3 L’omologia aumentata

In questa sezione definiremo i gruppi di omologia aumentata Hﬁn,l (augmented homology),
che semplificheranno le notazioni nel caso particolare m = 1 (si veda come riferimento [16]).
Se si e interessati solamente al caso m > 1, basta ricordare che per m > 1 si ha Hﬂq_l =
H,, ;.

Definizione 1.14 Sia X uno spazio topologico, e py € X. Consideriamo la mappa costante
f:X — {po} e sia v Uisomorfismo tra Hy({po}) e G. Definiamo allora 0*: Hy(X) — G
come 0" =y o f,. Il gruppo di omologia aumentata Hg viene definito come seque:

HY(X) = Ker &
HYX) = Hy(X) Vq>0.

Le successione esatte, restano esatte anche con I’omologia aumentata, ed essendo Hg({po})
nullo, molte dimostrazioni si semplificano.

Nel nostro caso, 1'utilita dell’omologia aumentata si puo capire dalla seguente
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Proposizione 1.15 Dato un qualunque compatto ACR”, Hﬁl,l(A) e il piu grande sotto-
gruppo L di H,, 1(A) per cui si pud trovare un compatto S con b(S, A)DL.

Dimostrazione:

Se prendiamo come S una palla chiusa contenente A, dal Lemma 1.34 abbiamo
b(S, A)DH’,_,(A). D’altro canto 'unico caso in cui H%,_,(A) non coincide con
H,, 1(A)sihaperm=1. Siano g: S — {po} e f: A = {po} le mappe costanti su
un punto py € Aei: A — S la mappa inclusione. Si ha ovviamente f, = g,o0i,. Se
prendiamo un ciclo omologico o € b(S, A), abbiamo i,(c) = 0 quindi f.(o) =0
e anche 9*(0) = 0 ciod o € Hi(A). O

Inoltre, per il caso m = 1 si ha anche

Proposizione 1.16 Comunque siano dati un compatto A e L un sottogruppo di HS(A), se
SDA ¢é un compatto connesso, allora b(S, A)DL.

Dimostrazione:
Essendo S connesso abbiamo H5(S) = 0 ed @ facile verificare che

i-(H3(A))CHA(S)

dove i: A — S & la mappa inclusione. Si ha dunque i,(L) = 0. O

1.4 La distanza di Hausdorff

Vediamo ora alcune proprieta della distanza di Hausdorff che ci serviranno in seguito,
soprattutto nel Capitolo 2 (si veda ad esempio [5]).

Se z e y sono due punti di R", denoteremo con |z — y| la loro distanza. Dato poi un
sottoinsieme Y di R" indichiamo con

d@,Y) = inf [~y

la distanza del punto dall’insieme.

Definizione 1.17 Siano X e Y due sottoinsiemi di R". Definiamo la distanza puntuale
di insiemi o distanza di Hausdorft:

D(X,Y) = max {sup d(x,Y),supd(y, X)} :
reX yey

Osservazione 1.18 Si noti che D({r},Y) = sup,y |z —y| indica il raggio della pili piccola
palla chiusa centrata in = contenente Y. E si ha quindi d(z,Y") # D({z},Y).

La proprieta caratterizzante di questa distanza, che si usera continuamente in seguito, e che
se D(X,Y) < ¢ allora si ha che X ¢ contenuto in un e-intorno di Y e Y ¢ contenuto in un
e-intorno di X. Per indicare gli e-intorni degli insiemi, useremo la notazione

X+ B0,e)={z+y tc z€X e |yl <e}.
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z+V

T g:r—i—W

Figura 1.6: Una disuguaglianza triangolare mista: d(y,z + V) < d(y,z + W) +
|$ — y| DO’I(W, V)

Osservazione 1.19 Si trova facilmente che D verifica la disuguaglianza triangolare. Tut-
tavia D e una distanza solo se ristretta ad insiemi chiusi, essendo

D(X,Y) = D(X,Y).

Teorema 1.20 Una famiglia di compatti equilimitati (cioé tutti contenuti in una palla
fissata) € un insieme compatto per la metrica di Hausdorff.

Dimostrazione:

In generale, se X e uno spazio metrico si puo definire lo spazio degli insiemi chiusi
o(X) dotato della distanza di Hausdorff. Si dimostra quindi che se X & compatto,
anche o(X) lo e (si veda [19]). Avendo una famiglia di compatti equilimitati,
possiamo prendere come X una palla chiusa contenente tali compatti. O

Definizione 1.21 Per comodita useremo la sequente notazione

D,,.(X,Y)=D(XnNB(z,r),Y NB(z,1))

dove si intende anche D, ~(X,Y) = D(X,Y).

Se V' e un sottospazio vettoriale di R", indicheremo con z + V' il sottospazio affine parallelo
a V e passante per x € R"”. Essendo gli spazi vettoriali invarianti per omotetia si puo fare
la seguente

Osservazione 1.22 Se V e W sono due sottospazi vettoriali m-dimensionali di R", dato
un punto zo € R" e r > 0, si ha

1
Dg,l(V, W) = ;Dzo,r(xo + ‘/, Zo + W)

Il seguente lemma espone una disuguaglianza triangolare “mista” per le distanze d e D.

Lemma 1.23 Siano x,y due punti e V,W due sottospazi vettoriali m-dimensionali di R™.
Abbiamo allora

dy,+V) < d(y,x+ W)+ | — y|Do (W, V).
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(/\S

T Y

Figura 1.7: Un caso in cui D(S,¥) e molto piccolo rispetto a Dy, (S, X).

Dimostrazione:

Sia z € x + W il punto di minima distanza da y (si veda la Figura 1.6). Ov-
viamente abbiamo che |x — z| < |z — y| e quindi, in base all’Osservazione 1.22,
d(z,2 + V) < Dy a—y)(@ + W,z + V). Dunque disuguaglianza d(y,z + V) <
ly — z| + d(z,z + V) si ottiene dunque subito la tesi. O

Lemma 1.24 Siano ¥ un m-sottospazio affine, S un chiuso, p e p' due punti di R™, 0 <
r<ooel <71 <oo. Supponiamo che d(p,X) < %, B(p,r) NS # 0 e B(p/,r")DB(p,7).
Allora si ha la stima

D, (2,5) <4 Dy . (%,95).

Il fattore 4 nella stima del lemma precedente non € ottimale, ma per quello che ci servira
in seguito avremmo potuto mettere una qualunque costante positiva. E invece interessante
notare che e necessario che il piano ¥ non sia troppo lontano dal punto p. Se ad esempio
prendiamo un piano ¥ ad una distanza rcosa da p, possiamo trovare un insieme S che
disti meno di r — rcosa da ¥ pur rimanendo fuori dalla palla B(p,r) (Figura 1.7). Se
poi consideriamo 'insieme S’ = S U {z} con z un qualunque punto di ¥ N B(p,r) quando
andiamo ad intersecare con la palla B(p,r) abbiamo

D, (5", Y) = D,,({z},X) > rsina
e quindi

D, (5", %) rsina g0
) > H
Dy (S',2) — r—rcosa >

che ci impedisce di fissare una qualunque costante nella stima.

Dimostrazione:
Poniamo:

d = D,,(%,9)
= sup d(z,SNB(p,r))

z€XNB(p,r)

b = sup d(xz,X N B(p,r))
z€SNB(p,r)
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e analogamente definiamo le quantita d’, o’ e b’ in funzione di p’ e r’. Abbiamo
dunque d = max(a,b) e d = maz(a',') e valgono le seguenti proprieta:

Ve € XN B(p,r) Iy € SN B(p,r) t.c. lt—y|l=a (1.1)
Ve e SN B(p,r) Iy e XN B(p,r) t.c. |t —y|=10 (1.2)

e le proprieta analoghe si hanno per a’ e b'.

Figura 1.8: Il primo passo della dimostrazione del Lemma 1.24.

Dimostriamo ora che a < 4a' (Figura 1.8). Dato un punto generico z € ¥ N
B(p,r) bisogna trovare un punto y € SN B(p,r) per cui si abbia |z — y| < 4d’.
Se abbiamo a' > r/2 possiamo scegliere un qualunque punto y € S N B(p', ')
per ottenere a < |z — y| < 2r < 4a’. Supponiamo dunque che sia ¢’ < r/2. Sia
z il punto di ¥ a minima distanza da p: per ipotesi abbiamo [z —p| < 7. Se

prendiamo il punto w € ¥ N B(p,r — a') piu vicino a z, per la proprieta (1.1)
riferita ad ' abbiamo che esiste un punto y € SN B(p',r') per cui |w —y| < d
e quindi y € B(p,r). Otteniamo

v =yl < |z —w[+|w—y[ < |z —w[+d

e bastera dunque verificare la disuguaglianza |x —w| < 3a’ per ottenere a < 4d'.
Considerando sul piano (bidimensionale) passante per p, x e z le circonferenze
con centro p di raggio r e r — a’, si vede facilmente che il caso peggiore si ha
quando |z —p| =r/2 e |x — p| = r, ottenendo dunque:

[z —w| < \/gg—\/(r—a’ﬁ—<g>2:\/§g—\/2r2—2m’+a'2:
= ﬁg(l—\/l—gﬁ,@—g’))§§[1—<1_§ﬁl(2_ﬁ')>]:

r r r r

V34, V3
—a

a
Y2ld(2- ) <420 < 3d
23 ( 7‘) 3a sa

dove abbiamo usato il fatto che /1 —¢t > 1—tse t € [0;1].

Dimostriamo che anche b < 4b'. Sia stavolta z € SN B(p,r) un punto generico.

Per la Proprieta 1.2 per ' sappiamo che esiste un punto y € ¥ N B(p',r’") per
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Figura 1.9: Il secondo passo della dimostrazione del Lemma 1.24.

cui vale |x —y| < I'. Sia ancora z il punto di ¥ di minima distanza da p. Se vale
b’ > r/2 abbiamo banalmente

g2l <lo—pl+lp—zl <r+3 <4

Supponiamo dunque che sia b’ < r/2. Se prendo un punto w € XN B(p, r) trovo
che vale
e —w| <|z—yl+|ly—wl <V + |y —w|

e bastera dunque dimostrare che esiste un tale w per cui |y — w| < 3b'. Ancora,
considerando sul piano per y, z e p la circonferenza centrata in p di raggio r si
trova (si nota che il caso peggiore si ha per |zt —p| = r e |z—p| = r/2, Figura 1.9)

lw—y| < \/r2—<g_b/2>_ r2_<£>2)
. £(¢(>>
(

2/ / /
< ?r(—b—@—b—)):ﬁb’ 1—%>§§b’§3b’

dove abbiamo usato il fatto che /1 4+ 2 <1+ z/2.
Abbiamo dunque b < 44’ che insieme a a < 4a’ ci porta alla tesi d < 4d'. O

1.5 La misura sferica di Hausdorff

Per calcolare ’area di una “superficie” (nel senso della Definizione 1.2) adotteremo la misura
sferica di Hausdorff definita qui di seguito (per maggiori dettagli si veda [13, 2.10.2]).

Definizione 1.25 Denoteremo con v, la misura di Lebesque della palla m-dimensionale di

R™.
Definizione 1.26 Sia S un qualunque sottoinsieme di R"™. Poniamo

HF(S) = inf Z O

{B(xi,ri)}ec i
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dove C ¢ la classe di tutti i ricoprimenti di S con palle aperte B(z;,r;) per cui si abbia
r; < 6. Definiamo la misura sferica m-dimensionale di Hausdorff

H™(S) :(151_1)%?-[5 (S) se m>0
e poniamo H°(S) uguale al numero di punti di S.

Normalmente quando si parla di misura di Hausdorff 7, si intende la misura ottenuta
approssimando l'insieme con ricoprimenti qualunque, non solo con ricoprimenti composti
esclusivamente da palle. Ci sono degli esempi di insiemi sui quali le due misure danno valori
diversi (si veda [4]) ma se abbiamo insiemi abbastanza regolari, ad esempio rettificabili, le
due misure coincidono. Siccome le superfici minime risulteranno essere regolari in questo
senso, il tipo di misura usata non ¢ cosi determinante.

La scelta, d’altra parte forzata in questo contesto generale, porta pero a dei problemi. In-
fatti la misura di Hausdorff H™: S(L) — R, non & semicontiuna inferiormente rispetto
alla distanza di Hausdorff, come vedremo nell’Esempio 1.29. La mancanza di semiconti-
nuita ci costringera, per trovare i minimi di H™ su S(L), a scegliere opportune successioni
minimizzanti sulle quali si abbia semicontinuita (si veda la Sezione 4.1).

Prima dell’esempio diamo la seguente definizione che ci servira anche nel Capitolo 2

Definizione 1.27 Dato un insieme S e un raggio r, diciamo che un insieme finito di punti
X é un r-reticolo per S se

X

N

S, U B(x,r)2S
rzeX
Ty —xo] > 17 se x, 1€ X e x1# 1y

Osservazione 1.28 In base alla definizione si ha ovviamente che per ogni r e S esiste un
r-reticolo di S.

I'Iu"||| \l\ll" i

Figura 1.10: Una successione di superfici, con bordo fissato, che minimizza I’area ma il cui
limite e una superficie con area infinita.

Esempio 1.29 Siano date la circonferenza
A={(z,y,0) € R* tc. 22 +y*=1}

ed il disco
S ={(z,y,0) € R* tc. 22+7y*><1L
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Prendiamo la sucessione infinitesima r, = 2% e per ogni k& > 1 scegliamo un rj-reticolo
X di SN B(0,1/2). Possiamo costruire una superficie Sy prendendo tutti i punti di S
che distano pit di r; da X e aggiungendoci i cilindri con base su S centrati nei punti
di X} di raggio rj e altezza 1 (nella Figura 1.10 sono rappresentate le superfici Sp, S;
e S3). Se N ¢ il numero di punti di X abbiamo

’HQ(Sk) = 7—[2(5) + Nk27rr,?;

dove il secondo addendo la somma delle aree delle superfici laterali dei cilindri. Sti-
miamo Ny sapendo che le palle B(z,r/2) sono disgiunte al variare di x € Xj:

™ =H*(B(0,1)) > H* | |J Blz,rs) | = Nymry
J}EX]C
e quindi Ny, < r,? da cui si trova che H2(S)) — 7 = p(H;(A)) ci¢ Sy & una sucessione
minimizzante. Si verifica pero facilmente che S; converge, per la distanza di Hausdorff
all’insieme
So=SU{(z,y,2) €ER* tc. 2°+9y*<1/2 e 2€[0;1]}
che & un compatto con misura 2-dimensionale infinita.

Ovviamente potevamo modificare di poco gli S; in modo da renderli grafico di una
funzione C*> e quindi il problema non sta tanto nella scelta della classe di superfici,
quanto nel tipo di convergenza.

Nel dimostrare la regolarita delle superfici minime useremo spesso il seguente teorema
classico di teoria della misura:

Teorema 1.30 (Besicovitch-Vitali) Se H™(S) < oo, data una famiglia di palle tale che
in ogni punto di S sono centrate delle palle di raggio arbitrariamente piccolo (e che in
particolare ricoprono S), allora possiamo trovare una sottofamiglia di palle disgiunte che
ricoprono S a meno di un sottoinsieme H™-trascurabile.

Un’altro strumento che ci servira in seguito e il seguente lemma, che ¢ di per se interessante
in quanto esprime un legame tra il gruppo di omologia H,, e la misura di Hausdorff H™.

Lemma 1.31 Se #H™(S) =0, allora H,,(S) = 0.

La dimostrazione di questo lemma ¢ riconducibile alla nozione di dimensione topologica.
Infatti si dimostra che se H™(S) = 0 allora la sua dimensione topologica puo essere al
massimo m — 1. Questo significa che nell’insieme S non si trovano simplessi di dimensione
m e quindi H,,(S) = 0.

Il seguente lemma deriva da argomenti classici di teoria della misura (si veda ad esempio [13,
2.9.11,2.10.19)).

Lemma 1.32 Se H™(S) < 0o e XCS ¢ l'insieme dei punti x di S con
H™(S N B(x,r))

lim inf > 1
r—0 f}/mrm
e YCS é l'insieme dei punti y di S con
™ SNB
lim inf 7Et w.r) _y

r—0 Y T™

allora H™(X) =0 e H™(Y) = 0.
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1.6 Proprieta del bordo b(S, A)

Assumeremo sempre che S e A siano insiemi compatti. Se YC X, indichiamo con

i(X,V):Y - X
(X, X)X = X

rispettivamente la mappa di inclusione la mappa identita. Fissato m sia b(S,A) =
Ker (S, A). con i(S, A): Hy 1(A) = Hp,1(S), come dalla Definizione 1.1.

Lemma 1.33 Sia SDA. Se S si retrae su A (cioé esiste una mappa r: S — A tale che
rla =i(A, A)) allora b(S, A) = 0.

Dimostrazione:

Poniamo i = i(S,A) e I = i(A, A). Per le proprieta di r si ha che roi =
I. Passando all’omologia otteniamo che r, o7, = I, e quindi in particolare
’omomorfismo i, dovra essere iniettivo. Dunque b(S, A) = Ker i, = 0. O

Lemma 1.34 Se H._(S) = 0 (in particolare se S ¢ contrattile) allora b(S, A) = HY,_,(A).

Dimostrazione:
Si ha banalmente

Hgn—l(A) o an—l(s) =0

e quindi, essendo 7, = 0, si ha la tesi. O

Corollario 1.35 Sia S = B™ un disco topologico m-dimensionale e A il suo bordo. Sia
L =H!,_,(A). Allora b(S, A)DL.

Lemma 1.36 Sia f: (S, A) — (5", A") e L un sottogruppo di H,, 1(A). Sia L' = (f|a)+(L)
e supponiamo b(S, A)DL. Allora b(S', A")DL'.

Dimostrazione:

Siano i = i(S, A) e i’ =i(S’, A"). Allora il diagramma

Hpoi(A) 5 Hpi(S)

,L'I

Hpot (A 55 Hpli(8)

commuta. Preso un elemento 7 € L'CH,, {(A’) questo deve provenire per ipotesi
da un elemento o € LCH,,_1(A). Dunque i'.(7) = f.(i«(0)) = f.(0) = 0 essendo
i.(L) = 0. O

Corollario 1.37 Sia L un sottogruppo di Hp,—1(A), LCb(S, A) e sia S'DS.
Allora LChH(S', A).

Lemma 1.38 Sia A la sfera unitaria (m — 1)-dimensionale di R™ e D il disco chiuso di
cui A ¢ bordo. Allora b(S, A) = H?, | (A) se SDD, altrimenti b(S, A) = 0.
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Dimostrazione:

Se SDD per il Corollario 1.35 sappiamo che b(D, A) = ng_l(A) e per il Co-
rollario 1.37 possiamo concludere che b(S, A)Db(D, A). In caso contrario esiste
un punto py € D \ A che non appartiene a S. Proiettando S su A lungo le
rette passanti per py si puo costruire una retrazione di S su A e dunque per il
Lemma 1.33 si ha la tesi. O

Il seguente teorema mostra che una superficie S con bordo A “riempie” A nel senso della
misura di Hausdorff.

Teorema 1.39 Sia X un sottospazio affine m-dimensionale di R™, sia A una sfera (m—1)-
dimensionale contenuta in X e sia D il disco m-dimensionale del quale A é bordo. Allora
b(D,A) = an,l(A) e se SDA ¢ una qualunque superficie, per cui b(S, A) # 0 allora si ha
H™(S) > H™(D).

Dimostrazione:

Tl fatto che b(D,A) = H _,(A) segue direttamente dal Lemma 1.38. Sia
m:R™ — ¥ la proiezione ortogonale su ¥, sia S = 7(S) e f = 71|s: S = 5’
Per il Lemma 1.36, essendo f|a4 = i(A) si ha b(S’, A) = b(S, A) # 0 e quindi per
il Lemma 1.38 si ha S’DD. Essendo f una funzione 1-lipschitziana otteniamo

H™(D) < H™(S') < H™(S).

O

Il seguente teorema, insieme al Teorema 1.20 di compattezza, € fondamentale per la ricerca
di minimi nella classe S(L) delle m-superfici con bordo LCH,,,—1(A).

Teorema 1.40 Lo spazio S(L) delle superfici con bordo L, é chiuso nello spazio dei compatti
di R™ munito della distanza di Hausdorff D.

Dimostrazione:
Presa S;,CS(L) una successione di superfici e S un compatto tali che

. ! _

kIHEOD(Sk’S) =0
dobbiamo dimostrare che S € S(L). Poniamo S = U S]. Chiaramente gli
Sk sono una successione decrescente di compatti e si ha S = (N, Sk. Essendo

b(Sk, A)DL per ogni k, per la Proposizione 1.11 sulla continuita dell’omologia di
Cech, si ha che b(S, A)DL e quindi S € S(L). O

Data una superficie S € S(L) e una palla U = B(z,r) centrata su S, una costruzione che
useremo spesso nel seguito e la seguente: si “taglia” S; = UNS da S e si “cuce” al suo posto
una “toppa” S7, ottenendo la superficie S" = (S'\ B(x,r)) US]. Il teorema seguente ci dice
che, con opportune ipotesi, vale S’ € S(L). Se S| & una superficie di cui si conosce ’area e
'omologia (ad esempio il cono C(z,SNAU), e se S & una superficie minima otteniamo, in
questo modo, delle stime sull’area di SN U, sapendo che S’ non pué avere area minore di S.
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Teorema 1.41 (“taglia e cuci”) Sia L un sottogruppo di H,, 1(A) e b(S, A)DL. Sia U
un aperto tale che U N A sia vuoto, S; = SNU, Sy = S \UeA =5nNnS, Sia S la
superficie Sy US] ottenuta togliendo U da S e aggiungendo un compatto S, (la “toppa”) tale
che b(S], A1)2b(S1, A1) e ST N S,CA;. Allora b(S', A)DL.

Dimostrazione:

In base all’assioma di escissione nelle ipotesi “deboli” (si veda la Proposizio-
ne 1.13) sappiamo che la terna (S, Sz, A1) € esatta, in quanto Sy \ Sz e Sy \ S}
sono apertiin S = S;US5. Dunque sappiamo che le successioni di Mayer-Vietoris

Hyp 1 (A) 22 Hyl(S1) @ Hyn 1 (So) =25 Hyly (S) (1.3)
e ./ ./
Hp (A1) 25 Hy (S @ Hyy 1(S2) -2 Hyy 1(S) (1.4)

sono esatte (dove j; = (i(S1, A1), (52, A1)s), j2 = (S, S1)« — i(S, Ss)s ed in
modo analogo abbiamo scelto j| e j}).

Prendiamo un ciclo « € LCH,, 1(A), e poniamo = i(Sy, A).(«). Conside-
riamo poi 'elemento (0, ) € H,,—1(S1) & Hp—1(S2). Sappiamo per ipotesi che
Z(Sa SQ)*(B) = Z(Sv A)*(Ot) =0e quuldl ]2(07 ﬂ) = Z(Sa Sl)*(o) - Z(Sa SQ)*(B) =0.
Per 'esattezza di (1.3) dovra esistere un ciclo ay € H,,—1(A1) con ji (o) = (0, 5),
come nel diagramma riprodotto nella Tabella 1.1. Cioe

Hmfl(A) Hm—l(S)
acl 0
Hm_l(SQ) Hm—l(sl) @ Hm—l(SQ) Hm_l(Sl)
B (0,5) — 0
H, 1(A)

Tabella 1.1: Il diagramma commutativo usato nella dimostrazione del Teorema 1.41

i(S1, A1)«(ay) = 0, (1.5)
i(SQ,Al)*(()él) = 5

Dalla (1.5) otteniamo «; € b(Si, A1) e quindi per ipotesi a; € b(S], A1) cioe
i(S7, A1)«(a1) = 0. Considerando ora la successione (1.4), usando anche (1.6),
otteniamo ji(aq) = (0, 5) e dall’esattezza di (1.4) otteniamo 74(0,5) = 0 cioe
i(S',52)(B) = 0. Ricordano infine che (S, A).(a) = (S, S2).(S) = 0 ottenia-
mo la tesi. O
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Figura 1.11: La costruzione fatta nella dimostrazione del Lemma 1.42.

1.7 Coni e disuguaglianza isoperimetrica

Gli insiemi che abbiamo scelto come superfici, avendo solo proprieta topologiche, possono
risultare piuttosto difficili da trattare per quanto riguarda la teoria della misura. In partico-
lare tali insiemi non e detto che siano rettificabili, quindi molti teoremi che risultano semplici
per gli insiemi rettificabili, non saranno utilizzabili in questo contesto, se non modificandone
leggermente gli enunciati e rifacendone la dimostrazione.

Un primo esempio si ha col seguente lemma, che supponendo S rettificabile sarebbe una
semplice conseguenza della formula di coarea.

Lemma 1.42 Sia S un compatto di R" e sia Sy l'insieme dei punti di S ad una distanza t
da un piano k-dimensionale 3. Allora per ogni m si ha

|7 dt < () (1.7)

Dimostrazione:
Possiamo supporre che S sia disgiunto da X, infatti se il lemma vale in questo
caso, varra al limite, anche per un generico S.

Fissati € > 0 e § > 0, prendiamo un ricoprimento {B(x;,r;)} di S con r; < 4,
tale che
D Ymrt <HFHS) +e.
i

Se p;(t) & il raggio della pii piccola palla che contiene S; N B(x;,71;), si ha
ovviamente
HP (S, N B(wi, 1i)) < Ym1pi(t)™

Avendo supposto S disgiunto da ¥, se § < d(z;, ) possiamo affermare che
(Figura 1.11)

pilt) = \Jr? = (t — d(w;, 3)) + 0(0)

e quindi
/0 Hm1(S,) dt

<z

t—d(z,2)|<r;

_— (\/rg —(—d(z, z))2> " o) at
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ri m—1
= Y Yrn—1 ( r? — 32> ds + o(9)

= Y vmr! 4 0(8) < HP(S) 4+ + 0(d).
Facendo tendere £ e  a zero, si ha la tesi. O

[’esempio seguente illustra un caso in cui nell’equazione (1.7) si ha la disuguaglianza stretta
e mostra che, per avere 'uguaglianza, bisogna che 'insieme S sia “perpendicolare” a 3.

Esempio 1.43 Sia ¥ la retta y = 0 nel piano R?> = {(z,y)} e sia S il segmento
[(0,0); (1,1)]. Ovviamente si ha H!(S) = v/2, mentre essendo S; = {(¢,%)} si ha

/OOO’HO(St)dt:/Olldt:I.

Un’operazione che dovra essere possibile fare sulle nostre superfici, e quella del “taglia e
cuci”. Sappiamo dal Teorema 1.41 che é possibile dato un qualunque aperto U tagliare
S NU dalla superficie S e incollarci una “toppa” DDA = 9U NS, se b(D, A)Db(S\ U, A),
senza modificare il bordo di S. Per fare questo, dato A sarebbe utile trovare una superficie
standard da usare come “toppa”, cioé una superficie DDA con b(D,A) = H,, 1(A). La
scelta piu ovvia e prendere, come D, un cono fatto su A, essendo il cono una superficie
contrattile. Il problema e che per insiemi non rettificabili, I’area del cono non e quello che
ci si aspetta, infatti se anche supponiamo ACOB(z, ), e prendiamo il cono C(z, A), puod
succedere che sia
H™(CO(x, A)) > %’H’"’I(A).

Questo fenomeno e dovuto al fatto che la misura di Hausdorff non e stabile rispetto al
prodotto di insiemi. Infatti dato X € R" in generale non ¢ vero (a meno che X non sia
rettificabili) che H™! (X x [0,1]) = H™(X) ma si ha solo una disuguaglianza con una certa
costante K:

H™ (X x [0,1]) < KH™(X). (1.8)

In accordo con ’Equazione (1.8) si ha il seguente

Lemma 1.44 Siano A un compatto e ¥ un piano m-dimensionale di R" con m < n.
Consideriamo il “cono” C(X, A) definito come ['unione dei segmenti che uniscono ogni punto
di A alla sua proiezione sul piano ¥. Allora se ACY + B(0,r) si ha

2" Ym

Tm—1

H™(CO(X,4)) < rH™(A).

Dimostrazione:
Consideriamo un ricoprimento di A fatto da palle B(z;, ;) di raggio r; < ¢ con
la proprieta

> Yoar? T < HPTH(A) + 6.

Possiamo costruire un ricoprimento di C'(3, A) con palle di raggio minore di
29 nel modo seguente (Figura 1.12). Per ogni punto z;, sia y; il punto di ¥ a
minima distanza da x;. Ovviamente si riesce a coprire tutto un intorno di raggio
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N

Ui Y

Figura 1.12: La costruzione usata nel Lemma 1.44.

r; del segmento [z;; y;] usando non piu di r/r; palle di raggio 2r; e siccome questi
intorni ricoprono tutto C'(X, A) si ha

2mfym m—1 2m,),m m—1
O, A) £ 5 Ll < 208 50, ot < Tl 1),
r)/mfl i TYm—1
Facendo tendere § a zero, si ottiene la tesi. O

Il seguente lemma ci dice che si possono trovare delle “toppe” che verificano la stima dell’area
del cono a meno di €.

Lemma 1.45 Sia A un compatto con ACB(xq,ro). Allora per ogni ¢ > 0, esiste una
superficie D con bordo b(D, A)DH!, |(A), contenuta nell’involucro convesso di AU {xq}
tale che

T‘gHmfl(A)

m

H™(D) < (1+¢). (1.9)

Daremo qui di seguito solo I'idea della dimostrazione, tralasciando i dettagli tecnici.

Dimostrazione:
Si osservi innanzitutto che se A fosse un poliedro, il cono fatto su A sarebbe a
sua volta un poliedro e la disuguaglianza (1.9) varrebbe ovviamente con ¢ = 0.

Bastera dimostrare che, per ogni ¢, si pud trovare un poliedro A’ contenuto
nell’involucro convesso di A U {xy} con le seguenti proprieta:

A C A+ B(0,¢) (1.10)
H™HA) < (1+)H™ H(A). (1.11)

Infatti, avendo un tale poliedro A’, sfruttando il Lemma 1.44 posso trovare
una superficie C’ (ottenuta facendo il “cono” di A sulle varie facce di A’) con
H™(C") < o(e)H™ '(A). D’altra parte possiamo considerare il cono poliedrale
C = C(xo, A") per il quale vale la stima (sfruttando (1.10) e (1.11))

ro+€)
m

H™(C) < (

S (A) < (L4 ofe) U H ()

e prendendo D = C'"UC otteniamo che ovviamente D ¢ contenuto nell’involucro
convesso di A, e come desiderato

H™(D) < (14 o(a))%o’ﬂm’l(A).

Usando il Teorema 1.41 si riesce poi a verificare che b(D, A) = H’ (A). Di-
mostriamo dunque che esiste una superficie poliedrale A’ con le proprieta (1.10)
e (1.11).
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Se m = 1 si trova che o H°(A) = oo, nel qual caso la disuguaglianza diventa
ovvia, oppure A e formato da un numero finito di punti e quindi A stesso & un
poliedro. Dimostriamo dunque per induzione il caso m > 1. L’idea ¢ di prendere
un ricoprimento di A fatto con palle B(x;,r;) per cui si abbia

H™HA) 2D ymar ' —e

e per ogni i considerare gli insieme A; = AN B(x;,r;) e X; = AN OB(x4,74).
Per ipotesi induttiva possiamo trovare delle poligonali X! che “approssimino”
X;. Prendiamo quindi i coni A} = C(z;, X]) e costruiamo A’ unendo assieme
tutti questi A}. La proprieta (1.10) & facilmente verificata, quello che invece
non ¢ ovvio ¢ dimostrare (1.11). Dobbiamo dimostrare cio¢ che H™ '(A}) <
(14 o(g))H™ ' (A;) ovvero che

H™ (A > (1+ 0(5))%7—[’”_2(&). (1.12)

Se (1.12) non fosse vera per nessun r; sufficientemente piccolo, esisterebbe un
certo r¥ per cui, se r < r¥, si avrebbe (sfruttando il Lemma 1.42)

/Or H™ (AN OBz, ) dt < H™ (AN B(zi,r)) (1.13)

r

< (1-o0(e)) H™2(AN OB (zi,7).

m — 1
Ponendo ¢(r) = [; H™ ?(A N dB(x;,t))dt, otteniamo dunque, per quasi ogni r
h(r) < (1-o(e)) W'(r)

.
m—1

e quindi

che integrato da ry a ry ci da

Facendo tendere r; a zero otteniamo quindi (1) = o(r™™") e ¥'(r) = o(r™?) e
dalla (1.13) otteniamo dunque

H™ AN B(x,r)) = o(r™).

Per il Lemma 1.32 questo puo succedere solo in un insieme trascurabile di punti,
che possiamo supporre non siano i centri x; delle nostre palle. O

Lemma 1.46 (disuguaglianza isoperimetrica) Fsiste una costante K = K(n,m) tale

che se A e un chiuso limitato di R™ em > 2, esiste una superficie S, contenuta nell’involucro

convesso di A, con bordo b(S, A) = Hy,,—1(A), e tale che

H™(S) < KH™H(A)m=T

1

D(S,A) < KH™ ' (A)m-1.

-
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La dimostrazione di questo lemma viene fatta per induzione su m. Faremo qui di seguito la
dimostrazione del caso base m = 2, che dovrebbe chiarire qual e I'idea della dimostrazione
e accenneremo soltanto la dimostrazione del passo induttivo (si veda [25, Lemma 8]).

Dimostrazione:

Siam =2esial = ’Hm’l(A)ﬁ. Vogliamo innanzitutto dimostrare che A &
contenuto in una unione disgiunta di cubi di lato 2/. Consideriamo un generico
piano (n—1)-dimensionale ¥ e prendiamo delle coordinate x1, ..., z, per le quali
Y = {x; = 0}. Definiamo quindi

S = | {a = (t+21K)}.

keZ

Dal Lemma 1.42 otteniamo
21
| H AN at < Hia) =1
0

e quindi dovra esistere un ¢, tale che H°(ANY,;,) = 0 cioe per questo ¢y troviamo
che A non interseca ¥;,. Usando questo procedimento con n iperpiani ortogonali
tra loro, abbiamo dimostrato che A si puo suddividere in insiemi disgiunti A;
ognuno dei quali & contenuto in un cubo K; di lato 2[.

Dunque se prendiamo un generico punto x; € A;, otteniamo A;CK;CB(x;, 2l/n)
e prendendo S; = C(z;, A;) applicando il Lemma 1.44 abbiamo

H(S;) < 21 - 21/nH (4;).

Ponendo quindi S = |J; S;, abbiamo che S e contenuto nell’involucro convesso di
A, vale b(S, A) = Hi(A) (essendo ogni cono contrattile) e si ha

m
m—

HA(S) = M (Sh) < dmv/nl - 3OHN(Ay) < Amy/niH (A) < KA (A)7

se prendiamo K > 4m,/n otteniamo dunque la tesi per m = 2.

Figura 1.13: La superficie A viene “affettata” con piani paralleli a 3.

Per quanto riguarda il caso generale, usando lo stesso argomento usato per il
caso m = 2, riusciamo a trovare un insieme ¥;; di piani paralleli che intersecano
A in insiemi di misura minore di /™ 2. In questo modo possiamo “affettare” A
(Figura 1.13) lungo i piani di ¥;, ottenendo degli insiemi A; che si intersecano
a due a due in sottoinsiemi X; con H™ 2(X;) < 2™? (in pratica A; ha due
tagli che supponiamo siano X; e X; ;). Per induzione possiamo supporre di aver
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trovato delle superfici A} (di dimensione m — 1) che bordano gli insiemi X; e
per cui vale la disuguaglianza isoperimetrica. Fissato ¢, incollando insieme gli
insiemi A}, A; e A}, ottengo una superficie di dimensione m — 1 che ha altezza
minore di /. Se siamo in codimensione maggiore di uno, dobbiamo ancora iterare
questo procedimento, per ottenere una suddivisione di A in insiemi A} ognuno
dei quali & contenuto in un cubo di lato [. L’insieme A* = [J A e piu grande
dell’insieme originario A, ma per come sono stati costruiti gli A}, la sua misura
m — 1 dimensionale si puo stimare con quella di A. A questo punto posso fare i
coni S; sugli insiemi A} per ottenere la superficie S che dovra verificare la disu-
guaglianza isoperimetrica rispetto a A* e quindi (con una opportuna costante)
anche rispetto a A. O

I seguenti lemmi tecnici verranno utilizzati rispettivamente nelle dimostrazioni del Teore-
ma 3.4 di regolarita e nel Teorema 4.1 di esistenza di superfici minime.

Lemma 1.47 Siano ¥ un m-piano passante per x, £ < %, ACOB(z,r), LCH,, 1(A). Se
S & una superficie con bordo L e ACY. 4+ B(0,er) allora o
2m,y
H™(S) > ypr™ — TerH™ ' (A)
Ym—1
e la proiezione di S su X contiene X N B(x, (1 — &)r), oppure esiste una superficie S' con
bordo L tale che

22m m
i erH™ ! (A).

H™(S') <
( )_ Ym—1

Daremo un’idea della dimostrazione, lasciando da parte i dettagli puramente algebrici.

Dimostrazione:
Innanzitutto consideriamo la proiezione A’ di A su ¥NOB(x,r) e costruiamo una
superficie S’ con bordo AUA', proiettando il “cono” C(X, A), sulla sfera 0B(z, ).
L’area di S’ si stima usando il Lemma 1.44 per trovare 'area del “cono” C(X, A)
e sapendo che tale area viene modificata di poco dalla proiezione su 0B(x,r) in
quanto A e vicino a ¥ N IdB(z,r). Si pud dunque ottenere la seguente stima

2m
2" erH™ H(A).

Ym—1
Ora, algebricamente, si dimostra che ogni ciclo di H,, 1(A) € equivalente in S’
ad un ciclo di H,, 1(A"). Se tutti i cicli di L vanno a zero in S; allora S’ & una
superficie con bordo A e quindi vale la seconda parte dell’enunciato del lemma.
In caso contrario troviamo che la superficie S U S" ha bordo H,,—1(A) e quindi
per il Teorema 1.39

H™(S)) <

H™(SUS") > yr™

cioe esattamente quanto affermato nella prima parte dell’enunciato del lemma.
(I

Lemma 1.48 Sia data una famiglia F di cubi di lato a paralleli e i cut centri formano una
griglia di larghezza a/3 e sia C € F un cubo fissato. Siano SCC, e ACOC due compatti.
FEsiste una costante K = K(n,m) tale che se vale

(2m+2nm) —n-l—mam
3m4mef 1

H™(S\A) < (1.14)
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allora esisterda una superficie S'COC' con bordo b(S', A)Db(S, A) tale che
H™(S"\A) < KH™(S\A)
e se C' £ C, ¢ un cubo della famiglia F, si ha

ANC' =0=5"nC"=0.
Vediamo brevemente solo 'idea della dimostrazione di questo lemma.

Dimostrazione:

Sia x il centro del cubo C. L’ipotesi (1.14) ci dice che 'area di S & molto piccola
rispetto all’area di una m-faccia del cubo C'. Avendo questa stima sull’area di S,
e usando il Lemma 1.42, possiamo trovare una palla B(x,r) per cui la “lunghez-
za” di Ay = SN 9IB(x,r) e molto piccola in confronto alla “lunghezza” di una
(m — 1)-faccia di C. A questo punto, applicando la disuguaglianza isoperime-
trica (Lemma 1.46), possiamo trovare una superficie Sy con bordo A; contenuta
nell’involucro convesso di A;. La superficie S” ottenuta incollando S\ B(z,r) a
S avra ancora bordo A, e area piccola. Vediamo ora che S” dista almeno r/2
dal centro x di C. Se infatti S” fosse troppo vicino a x, siccome S; ¢ contenu-
to nell’incolucro convesso di Ay, avrei che A; dovrebbe avere una “lunghezza”
paragonabile ad r, il che, prendendo K sufficientemente grande, e assurdo. Si
scegliera dunque S’ come la proiezione di S” su 9C. Sfruttando ancora il fatto
che I'area di S e molto piccola, si dimostra quindi che tale S’ non interseca pitu
cubi di quelli che intersecava S. O

23
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Capitolo 2

Il teorema del disco topologico

In questo capitolo dimostreremo il teorema del disco topologico che verra applicato, in
seguito, alle superfici minime. Questo teorema e tuttavia del tutto indipendente dalla teoria
delle superfici minime e, di fatto, sfruttera soltanto i lemmi della Sezione 1.4 sulla distanza
di Hausdorff.

Definizione 2.1 (condizione-(g, R) di Reifenberg) Sia S un chiuso di R", xy € S. Di-
ciamo che S soddisfa la condizione (e, R) nel punto x, se comunque si prenda un r < R e
un punto x € SN B(xo, R) esiste un sottospazio vettoriale m-dimensionale V (z,r)CR"™ per
cui vale

D, (S,x+V(x,r)) <er

Teorema 2.2 (del disco topologico) FEsiste una costante €, tale che se S é un chiuso che
soddisfa la condizione (£, R) nel punto x per un certo ¢ < €y allora esiste un omeomorfismo
T tra un m-disco topologico D e un intorno di xq in S. Inoltre tale omeomorfismo T sara
a-Hélderiano, con o = a(g, R).

Vediamo brevemente l'idea della dimostrazione che, essendo piuttosto laboriosa, sara svolta
nell’intero capitolo.

Prendiamo una successione di raggi r; tendenti a zero, e per ogni j prendiamo un r;-
reticolo {z;;} di punti di S, cioé un numero finito di punti tali che ogni altro punto di S
disti meno di r; da questo reticolo (si veda Definizione 1.27). Per ognuno di questi punti
possiamo prendere I’'m-piano xj; + Vj; dato dalla condizione (g, R), in modo che tale piano
disti “poco” dall’insieme ristretto ad una palla di raggio dell’ordine di r;. A questo punto
possiamo estendere, in modo C*, questa distribuzione di piani ottenendo per ogni punto x
in un intorno di S un piano x + V() passante per x che disti ancora “poco” dall’insieme S
in un opportuno intorno di . Per fare cio introdurremo una funzione z — M;(z) a valori
nelle matrici ortogonali, in modo tale che il piano generato dai primi m vettori colonna di
M;(z) sia proprio Vj(z).

Il passo successivo consiste nel definire delle funzioni x +— o;(x) per = che varia in un intorno
di S, che proiettino il punto x sul piano z;;+V;(z) in modo da farlo avvicinare alla superficie
S. Mediante le buone proprieta di o; possiamo costruire le iterate 7; = og 00y 0...00; in
modo che S; = 7;(Sp) siano dei buoni approssimanti di S (Sp sara un disco piano centrato
in z¢) e in modo tale che 7; converga uniformemente verso una funzione iniettiva 7 dal disco
Sp alllinsieme S. La surgettivita si ricava poi senza troppa fatica con argomenti di tipo
topologico, sfruttando ancora un volta la proprieta (e, R).

25
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2.1 Lemmi preliminari

Definizione 2.3 Se M ed M' sono due matrici di R", definiamo

M — M| = Z|M — ML

Si osservi che se ¢y, ..., c, sono i vettori colonna di M e ¢,...,c, sono i vettori colonna

di M', si ha
MM =[Sl - P
j

Proposizione 2.4 Se M ¢é una matrice ortogonale e A, B sono due matrici di R", si ha

IMA— MB|=|A- B|.

Dimostrazione:

Dalle proprieta delle matrici ortogonali sappiamo che |Mv| = |v| per qualunque
vettore v. Indicando con gli indici in alto, i vettori colonna delle matrici, si
conclude rapidamente:

MA-MBP = Y|4y - By = ¥ [m - )|
J J
= Y |# B[ =|4-BP
J
O

Definizione 2.5 Data una matrice ortogonale M di R"™, se cq,...,c, sono i vettori colonna
di M, denotiamo con
V(M) =<cy...,cm >

lo spazio vettoriale m-dimensionale generato dai primi m vettori colonna di M.

Lemma 2.6 Se M e M' sono matrici ortogonali e V.=V (M) e V' =V (M') sono gli spazi
vettoriali generati dai primi m vettori colonna di M e M' rispettivamente, si ha:

Do (V,V') < |M — M.

Dimostrazione:

Dato un qualunque vettore v € V unitario, basta dimostrare che si puo trovare
un vettore unitario v’ € V' con |v —v'| < |M — M’|. Siccome abbiamo visto
(Proposizione 2.4) che la norma |M — M’| ¢ invariante per cambi di coordinate,

possiamo supporre v = ¢y, dove ¢y, ..., ¢, sono i vettori colonna di M. Scegliamo
dunque v = ¢} (dove ¢,...,c, sono i vettori colonna di M') ottenendo come
voluto

o= 0P = ey — P < ey — P = M~ M'P.

J
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Definizione 2.7 Siano M wuna matrice ortogonale, cq,...,c, i suoi vettori colonna e V

/

un m-sottospazio vettoriale di R". Siano ¢|,...,c,. le proiezioni di c¢y,...,¢, su 'V e
/ /

Cong1s - -+ Cp le proiezioni di cpq1,..., ¢, sullo spazio ortogonale a V. Se abbiamo che

..., sono una base di R" e c|,...,c. generano V, possiamo applicare il procedimen-

’m

to di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt ai vettori ¢, ..., c,, e c,, . ,...,c, ottenendo i

vettori colonna di una matrice ortogonale M'. Definiamo dunque
AM, V)= M.
Osservazione 2.8 Si ha ovviamente
V(AM,V)) =V
per ogni V' sottospazio vettoriale m-dimensionale di R".

Osservazione 2.9 Siano M una matrice ortogonale e V' un m-sottospazio vettoriale di R"™.
Esiste una costante £, tale che se Dy (V,V(M)) < e, allora A(M,V) & ben definito.

Lemma 2.10 Esistono delle costanti o € ko per cui se |M — M'| < gy, Dy, (V,V') < 9,
Do (V,V(M)) < &3 e Doy (V',V(M')) < &2 allora

IA(M, V) = A(M", V)| < ko(|M — M'| + Do 1 (V,V'")).

Dimostrazione:

Lo spazio delle matrici ortogonali é compatto, e anche la famiglia degli m-
sottospazi vettoriali di R"”. Se dunque abbiamo scelto 5 sufficientemente piccolo
in modo da rimanere all’interno del dominio di A abbiamo che (M, V') varia in
un compatto. Essendo A € C! su tale compatto A sard pure lipschitziana. O

2.2 Dimostrazione del teorema del disco topologico

Nel dimostrare il teorema faremo uso di molte costanti che, a posteriori, dovranno soddisfare
le seguenti relazioni:

1<k < hs < by <5 < by <y < hg < by < hr < 2,
8<<81,
e K és.

Poniamo 7y = R/16 e scelto un 0 < p < 1 poniamo r; = rop’. Per ogni intero positivo j
scegliamo un 7r;-reticolo {z;;} per S* =5 N B(xo, 10ry) (si veda la Definizione 1.27).

Ad ogni punto xj;; associamo poi un m-sottospazio vettoriale V;;CR™ per il quale valga
DIjinTj (S’ Tji + ‘/31) < 887“]' (2'1)

come ci assicura la condizione-(¢, R). Allo stesso modo consideriamo un m-sottospazio

vettoriale V tale che
DIQ,R(S7 To + %) < eR. (22)
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2.2.1 Costruzione della successione

Il primo passo della dimostrazione consiste nel costruire una successione di funzioni
M;:S* + B(0, (3/2)r;) = O(n)

dove O(n) ¢ il gruppo delle matrici ortogonali. Ad ogni matrice M;(z) posso associare
il sottospazio vettoriale V;(z) = V(M;(x)) dato dalla Definizione 2.5. Vogliamo che le
successioni M; e V; verifichino le seguenti condizioni:

(i) Vi(zj)) =V VYj>1;
() (VM) < ke V5> 0

Dy (S, 2+ Vj(x)) < kser; Va € S*Vj > 0;

Sia j = 0. Cominciamo col definire My(x) come una matrice costante per cui valga Vy(z) =
Vo. La condizione (ii) & ovviamente soddisfatta, verifichiamo dunque la condizione (iii):

Dac,Gro (Sa T+ Vb(l’)) S Dx,ﬁro(Sa Zo + ‘/0) + Dac,Gro (1’0 + %7 T+ VE))
S 4ng,R(S; Ty + %) + 4D0,oo(x0 + %; x+ %)
< 4eR+4d(x,x0+ Vp) < der 4+ 4eR = 128ery
In questa catena di disuguaglianze abbiamo usato prima la disuaglianza triagolare per la
distanza di Hausdorff, poi abbiamo applicato il Lemma 1.24 (si verifica semplicemente che
se © € S* si ha B(x,6r9)CB(xg, R)) e infine abbiamo sfruttato la Proprieta (2.2). Dunque
basta imporre k3 > 128 per avere la condizione (iii).

Consideriamo ora per induzione il caso j > 0. Cominciamo col definire (si veda la Defini-
zione 2.7 e ’Osservazione 2.8)

M;(zji) = AMM;-1(25:), Vji)

in modo da verificare la condizione (i). Perché A sia definito (si veda I’Osservazione 2.9)
bisogna pero verificare che valga

Do (Vi-1(ji), Vji) < e1.
E infatti abbiamo, in base all’Osservazione 1.22:

1

Do (Vici(z), Vie) = ngji,Srj(V}—l(fji),V}') (2.3)
J
1

< I
- 87’j

(DIji,STj (V}*l(xji’ S) + DIji,STj (S’ ‘/31))

Imponendo la condizione p < % si ha che B(z;;,87;)CB(x;i,6r;—1) e possiamo quindi ap-
plicare il Lemma 1.24 per poi stimare il primo addendo mediante la condizione (iii) che
supponiamo sia valida per j — 1, mentre la stima del secondo addendo si ha direttamente
dalla proprieta (2.1)

1
Do (Vima(wsi), Vis) - < §(4D%,6W71(V371(xﬁ)a S) + 8er;)
j
1 ks
< Tj(4k357”j—1 + 8erj) = (2_/) + 1)e.
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Abbiamo dunque la stima voluta imponendo che sia

Vogliamo ora definire la funzione M;; su tutto S* + B(0, 3r;) estendendo i valori sul reticolo
{zj;} mediante una opportuna partizione dell’'unita. Prendiamo una funzione ¢ € C*(R)
con le proprieta:

Y'(s) < 0 VseR,
K'(s)] < 2 VseR,

e(s) = 1 Vs<0,

e(s) = 0 Vs>1

e definiamo poi

I
M) = N >1;[(1—A;Z,< )

)\ﬂ(fL’) = )\” /Z )\;Il/

b

Si verifica facilmente che

Ni(z) = 1 se |zj—x| < %7

Ni(x) = 0 se |uj —ax| > %T‘j,

Nij(z) = 0 se F'#i te |y —af < %],

Ni(x) = 0 se |oj —ax| > ?7’3’,

e quindi
DN =1,
Nii(r) = 1 se |r—xy < %,
Nii(r) = 0 se F' #i te |r—zu| < %,
Nji(z) = 0 se |z —ux; > %Tj;
Vhso)] < 2

Il coefficiente k4 non dipende da j in quanto il numero di termini diversi da zero nelle
sommatorie e nei prodotti ¢ maggiorato dal numero N;(x) di punti del reticolo contenuti in
B(z,2r;) che si stima facilmente:

H” (B( ,1437*9)) 13
Nil@) S Zn By = (4) =N
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Possiamo ora definire

3
Z Nji(x)Mj(xj;) Yo € S*+ B(0, §Tj)'

Verifichiamo la proprieta (ii). Sia x € S*+ B(0, 3r;) e sia zj;, € S* il punto del reticolo pin
vicino a z (quindi |z — zj;,] < (14 3/2)r;). Ottenlamo

VM) = 32 Vi) M)

< X

Z Vji(w) (M (i) — Mj(24i,)) | =

— | M;(xji) — Mj(7ji0)|

Possiamo supporre che sia [z — z;;| < L3r; (in caso contrario avrei Vj;(z) = 0) e quindi
25 — Tjio| < (2 + 1+ 2)r; <6r;. Sfruttando poi l'induzione sulla proprieta (ii) abbiamo

9
[ Mj1 (i) = M (i) < ko—lwji = 25| < 6k1pe.
-1

Inoltre vale

1 1
Doi (Viis Viia) - = 5.~ Dajson; (x5 + Viis 25+ Viio) < 5~ (Daion; (x5 + Vi, 5)
j J
+ D:z:ji,?rj (Sa Tjig + V;'io) + ijiaQTj (l‘jio + V}io’ Lji + V}iO))
1
(4D
J

IN

8r; (x]'i + V}'ia S) + 4iji0,87"j (Sa Tjio + V}'io)

Tjiy

1
—(4-8erj +4-8rj+4-8cr;) = 9Y6¢.
rj

IN

Poiche
Mj(x5i) — Mj(25i,) = MM (24i), Vii) — MM -1 (25, ), Viig)

possiamo dedurre
| M; (i) — Mj(xji)| < ko(6k1pe + 96¢) (2.4)

se sono verificate le ipotesi del Lemma 2.10 e cioe se

96e
6k1p€

ks
1
2p+ )e

€2,

IA A

€9,

(

IN

£9.

(I'ultima disuguaglianza si ha dal fatto che Dy (V (M;_1(x:), Vi) < (ks/(2p) + 1)e come si
e gia visto in (2.3)). In definitiva otteniamo come desiderato

2
IV M;(z)| < er—46k0(k1p+ 16)e < klri
J j

se imponiamo
2-6N;ksko < Ky
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Dimostriamo la proprieta (iii). Sia x € S* e sia z;, € S* un punto del reticolo con
|z — x4;,] < rj. Abbiamo

Dx,ﬁ?‘j (S,$ + V}(l‘)) < ‘DCU,GT'j (Sv Ljig + Vjio) + Dx,ﬁ?‘j (‘Tjio + Vjim T+ Vjio)
+ Dy gr, (2 + Vjig, 7 4 Vj(2)).

I singoli addendi si stimano nel modo seguente

Dy gr; (S, Zjig + Viig) < 4Dy, (S, Tjig + Viig) < 4 - 8er,
Da sr; (Tjio + Viig: © + Vjig) < 4Dg 0o (jig + Viigs T + Viig) < 4d(w, 2530 + Vi) < 4 - 87y,
Dyor; (x + Viig, & + Vj(2)) < 6r;Do1(Viig, Vi (@) < 61| Mji(2ji,) — M;(x))|
< 67’]-7’]-1:1; = 61k

J

per cui otteniamo la condizione (iii) se imponiamo
6k + 64 < ks.
Dimostriamo la proprieta (iv). Sia x € S* 4+ B(0,3r;) e z, € S* tale che |z — x| <
(1+3/2)r;. Abbiamo
|Mjj() = Mj—1(2)] < [M(2) = Mj(jio)| + |Mj(25i,) — Mj-1(53) |
+ [ Mo (i) = M- (z)].

Ora per la proprieta (ii)

9

5%
[Mj(x) = Mj(2jis)| < [ = jig [F1— < Seka

J

| M (i) — M1 (24i,)| = [AM;1(2530), Viig) — AMMj_a (243 ), Viea (25,)) |
applicando il lemma 2.10 come in (2.4)
|Mj(2jio) — Mj1(zji)| < ko(0+ Do1(Viig, Vi-1(xjiy))

ko
< W(D‘Tjioﬁrj (xjio + V}ioa S) + DIjiO,GT‘j (S? Ljig + V}*l(xjio)))
]
ko
< g, (Barye + 4D 6ry 1 (S, 250 + Vi (25i0)))
]
ko T 5) €
< —(ksr; Aks-Le) < Zkoks—
< 67“j( 3T;€ + 3p5) < gho 3p
essendo p < 1, ed usando ancora la proprieta (ii)
€ 5) € 5)
[Mj1(5i0) = M1 ()] < o = jig|k1— < Srjkip— = Skupe.
j—1 Ty
In conclusione otteniamo
5 5ks3 5
|Mj(@) = Mj—1(2)] < (5hi + 6, " Jhip)e < kae

se imponiamo che valga

k
5k1+§—3 < ky.
6 p
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2.2.2 Costruzione della successione o;
Dato un m-piano X, in questa sezione indicheremo con
m: R" — R"

la proiezione ortogonale su X.

Consideriamo l'applicazione o;: S* + B(0, %rj) — R" definita da
Z)\]Z 7r$]’l,+V] )( )

Definiamo poi

sl
l; = kse Z T'k—l{?58 7o
k=j+1 P

3
So = (mo+ Vo) N B(xy, 10ry — 1) SS™ + B(0, 57’3-),
Si = 0(Sj1) Viz1

(la buona definizione di S; segue dalla proprieta (vi) qui di seguito).

Verificheremo per induzione le seguenti proprieta di o;:

(v) |oj(z) — x| < kser; Vo e S;-1¥j > 1,
(vi) d(z,S) < keerjp1 e |x—xo| < 10rg —1; Vo e S;;
(vii) 2z — | < loy(x) — o5 < 20z —y| Vg€ Si¥) > 1,

(vill) |z —y| < 4dkserjpr = d(y, x + Vigi () < krelr —y| Va,y € S;.

Sia j = 0. Le proprieta (v) e (vii) sono ovvie. Per verificare la proprieta (vi) prendiamo un
punto x € Sg. Abbiamo per definizione |x — x| < 10ry — Iy, mentre

d(z,S) < D(Sp, SN B(xg, 1079 — ly)) < Dy 10re—io (xo + Vo, 5) <
< 4D, p(zo + Vi, S) < 4eR < 64cL < keery
p

se si pone 64/p < kq. La verifica della proprieta (viii) & banale in quanto SyCxq + Vj.

Sia j > 0 e cominciamo col dimostrare la proprieta (v). Sia x € S;_;.

oj(x) — x| = Z)\yz (a5 (0) (T) — )| <

< ZAjix (z, 25+ Vi(x))

e possiamo supporre che sia |z;; — x| < —rj Sia y € S il punto di minima distanza da z,
per la proprieta (vi) (per induzione) abbiamo |z — y| < keer; e quindi

d(l‘, ZL’ji + V;(l‘)) < |£L‘ — y| + d(y, l‘ji + V;(l‘)) S k667‘j + Dl‘ji, 8’/“]'(5, ZL’ji + ‘/31)
keer + Dajsr; (S, i + Vi(®)) + Dajyor; (050 + Viis w50 + Vi)

<
< keer; + 8er; + STjDO,l(Vyza VJ( ).
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Per il Lemma 2.6
€ 13

Do,l(v}‘iav}‘(x)) < |M](xﬂ) — M](x)| < |sz' — SL‘|/€1T— < Zklg
j

otteniamo quindi

IN

|0 (%) — |

Z )\]Z(l‘)((kg + 8)67”j + 26:16167”7')
< (kﬁ + 26:161 + 8)8’/“]' S k5€7”j

se imponiamo
ke + 26k + 8 < k5.

Verifichiamo la condizione (vi) per il punto o;(z) € S; con z € S;_y. Siano y € S il punto
di minima distanza da z e z;;, € S il punto del reticolo di minima distanza da y. Abbiamo
|z — y| < keerj e |z — xo| < 1079 — I;—; per I'ipotesi induttiva. Quindi

|y — l‘0| S |y - l‘| + |IL’ - l‘0| S ]_07“0 - (l]‘_l - k6€7"j) S ]_07"0 - lj (25)

e y € S* se imponiamo anche che sia kg < k5. Per la proprieta (v) si ha |o;(z) — x| < kser;
ed essendo |y — xj;,| < r; troviamo |oj(x) — xji,| < ((ks + ke)e + 1)r;.

Imponendo che valga (ks + kg)e + 1 < 8 possiamo fare la stima

d(oj(x),S) < d(oj(x), zjio + V(@) + Dayy sr; (i + Vi(@), Tjio + Vo)
+ Dl‘jio,STj (‘Tjio + Vjiov S)

Ora
d(0j(x), zjip + Vi(2)) < [0j(2) = Tayiy 4v5(0) (@)]
= 122 Ni(®) (v @) (%) = Ty 40 0) (7))

< Z Nji(®)d(x i, w50 + Vi)

sapendo che |zj; —xj;| < (13/4+kee+1)r; < (5+kee)r; e imponendo 5+kee < 8 otteniamo
usando il Lemma 1.23 e I’Osservazione 1.22

d( i 2jig + Vi(x)) < d(@hi, vjig + Vi(@hi0)) + 1755 — 2| Do1 (Vi(254), Vi ()
< 8erj + 81| Mj(wji,) — M ()]
< 8er;+ 8rjk1£(k65 +1)r;
T
< (84 8ki(kee +1))er;

e quest’ultima stima vale anche per d(o;(x), z;i, + Vj(x)) sapendo che Y- A;; = 1. Abbiamo
poi
Dy 80 (Tjio + Vi), Tjig + Viig) < 8| Mj(x) — Mj(2i, )]
< 87“]‘11613(11665 + ].)’I“j
T

J

DIjiO,STj (xjio + V}ioa S) < 85Tj'
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Dunque in conclusione otteniamo
d(oj(x),S) < (8 + 8ky(kee + 1) + 8ky(kee + 1) + 8)c Jp“
< k687’j+1

se imponiamo

ottendo la prima parte della condizione (vi). La seconda parte si dimostra facilmente per
induzione in quanto se x € S;_; si ha

loj(z) — x| < |oj(x) — x| + |x — xo| < kserj + 1019 — ;1 = 107 — ;.

Dimostriamo la condizione (vii). Siano x,y € S;_1, se |t —y| > 4kser; abbiamo, sfruttando
la proprieta (v)

loj(2) —oi(y)| = |z =yl = loj(z) — 2| = lo;(y) =yl
1
> |x —y| — 2kser; > §|:L‘—y|
e
loj() — o5 < v =yl +loj(z) — 2]+ o (y) — vl
< —y| + 2kser; < 2|z — vyl

Quindi possiamo supporre |x — y| < 4kser;. Siccome

|o(2) = a;(W)| = |z =yl = loj(z) =z = 0;(y) + 9]

loj(2) — 05| < o =yl +loj(z) — 2 = 05(y) + ¥l
e sufficiente dimostrare che vale |oj(z) — x — 0j(y) + y| < |z — y|/2 per avere entrambe le
stime della proprieta (vii). Ma

|0j(7) =2 —0j(y) +yl =

> (M@)o 0 () = ) = N (1) (7400 () — y))‘

i

§i (@) (Mo 4v () (T) = T = Ty a0 () + y)‘

_|_

Z(Am) A () (v (8) — y)‘

i

7oy @) () =2 = Tayivy) (U) + 9l < (T @) (2) = 2) = (Fajv; @) () — 9)]
+ [ (Taji4vi (@) () = ¥) = (Tayi1v; ) (4) — 9)
< dy, x4+ V(@) + 7oy (0) (Y) = Tojirvy ) (W)
Applicando la proprieta (viii) al passo j — 1 abbiamo d(y, = + V;(z)) < kze|r — y| mentre
per il secondo addendo, supponendo che sia Aj; # 0, abbiamo
T4 Vi @) () — Topavi) W) <y — 25| Do (Vs(), Vi(y)
5
< (ly—al+lz = @ikl — |
]

13
(4kse + )k15|$ -y

IN
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L’ultima stima da fare e

S () = A0 oy ) — )| < 28580 Dy 4 V;0)

2 J

dove abbiamo usato la stima su V\;; e il fatto che il numero di indici ¢ per cui Aj;(z) #0 o
Aji(y) # 0 e maggiorato da 2.

Prendiamo ora un punto z di S a minima distanza da y, come si & visto in (2.5) z € S*. Si
trova

d(fvji,Z+V(Z))+ |z = 2| Do (V;(2), V3 (y)) + [z = .

Supponendo che almeno uno dei due termini Aj;(x), A;i(y) sia diverso da 0, abbiamo |z;; —
z| < 13/4rj+|x—yl+y—z| < (13/4+4kse +kee)r; < 6r; se (4ks+kg)e < 2. E continuando
la catena di disuguaglianze

k
d(zji,y + Vi(y)) < kser; + 6Tjr—15k6<€rj + keerj < (ks + 6k1cke + kg)er;.
J

Per cui otteniamo

> Vi) = X)) (T vi ) (¥) — y)| < 2Njkalz — y|(ks + 6kieke + ke)e (2.6)

e finalmente come voluto
loj(x) — 2z + o;(y) + vl
13
< (k7 + (4]{56 + A )kl + 2N, k4(k3 + 6k18k6 + k@)) |£L‘ — y|
§|~T —

se ¢ e sufficientemente piccolo.
Dimostriamo la condizione (viii) per oj(x),0;(y) € S;j con x,y € S;_1. Dall'ipotesi |o;(x) —
0;(y)| < 4kserjyq e dalla proprieta (vii) otteniamo |z —y| < 8ksepr;. Abbiamo innanzitutto

d(0;(y), 0(z) + Vjia(oj(x))) < d(oj(y), 05(x) + Vj()) (2.7)
+ Do, (@)0;(9)—0; () (05 (x) + Vj(2),05(7) + Vj(0o;(7)))
+ Do (@),lo; ()0, () (05(2) + Vj(0(2)), 05(x) + Vj1(05(2)))

dove indicando con Vj(z)* lo spazio ortogonale a V()

d(oj(y),0(x) + V;(2)) = [m;()+ (0, (y) = 7;(2))].

Consideriamo ora la seguente uguaglianza
0j (y) — 0y (x) = Z )‘ji(y) (Trfﬁji‘i‘vj(y) (y) = Mg 4+Vj(z) (y))
+ Z )\ji (y) (iji-l-Vj(ac) (y) = Mg +Vj(z) (x))

+Z 5 (Y) = i (2)) (Taji v @) () = @)
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Stimiamo il modulo del primo e del terzo addendo, mentre dimostriamo che il secondo
addendo ¢ un vettore dello spazio V;(z) e quindi ha proiezione nulla sull’ortogonale. Nei
primi due addendi possiamo supporre che sia |y — x| < (13/4)r; e otteniamo

225 W) (Mo ) () = Moy (W) <y = 256 Do (Vi (y), Vi(x)

13
< er|Mj(:r)—Mj(y)|
13 € 13
< Zﬁ"ﬁ;@ -yl = Zk15|x — |

J

per il secondo addendo abbiamo
220 (Tay 1,0 () = oy (2) = 2 (W) (1) (¥) — Ty ()

= @y — ) € V()
e per il terzo addendo, abbiamo la stessa stima dell’equazione (2.6).

Dunque si ottiene, sfruttando anche la proprieta (vii),

d(o;(y),o5(z) + Vj(z)) < (?kl + 0+ 2Njky(ks + 6kek1e + ko) )e - 2|oj(z) — 0;(y)].

Della disuguaglianza (2.7) dobbiamo ancora fare le stime

IN

Do @).Jo3)-0; @) (05 () + V;(2), 05(2) + Vj(0;(2))) loj(2) = o3 (y)l|lx — oj (Sv)|k1;

J
< oy(@) — o;(y) sk

Do, (2),Jo; ()05 ()] (05(7) + Vi(0(7)), 05(x) + Vjy1(0j(x)))
< oj(z) — oj()[|M;(0)(x)) — Mjri(oj(x))] < loj(x) — 0j(y)|kae.

Per ottenere in conclusione
d(o;(y), oj(z) + Viyi(o;(2)))
13
S (2(Zk1 + 0 + 2Njk1(l€3 + 6:1661161 + kﬁ)) + k5k1€ + k2)€|0'j(l‘) — O'j(y)|
< kreloj(z) — o5(y)|

se imponiamo che valga 'ultima disuguaglianza tra le costanti.

2.2.3 Definizione della mappa 7 e verifica dell’iniettivita

Definiamo la successione 7;: Sp — R™ per ricorrenza come 7;(z) = 0,(7j_1(x)) e 0(z) = .
Abbiamo per la proprieta (vi)

7(x) = 75 1(2)] = |oj(75-1(2)) = 75 1(2)] < ksery = kserop’

cioé 7;(x) € una successione di Cauchy per ogni x e quindi possiamo deifinire la funzione
7: Sy — R" come limite puntuale di 7;. Ma si trova anche

(@) — 1@< S () — @] < S hserin] = L (2.8)

k=j+1 k=j+1
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e quindi la convergenza 7; — 7 € uniforme e 7 & continua.

Verifichiamo che T & iniettiva. Supponiamo che sia 7(z) = 7(y) e quindi

7i(x) =7 (W) < [7m(@) = 7(2) [+ |7(y) = 7 ()] < 241

Per la proprieta (viii)

mi(2) =) = loj(7-1(2)) — 05 (7;-1(y))]
1 1
> Slna@) = ma W) = 2 grin(@) = 7o(y)]

Quindi per ogni j abbiamo

1

—.|Tg(l‘) - To(y)| S 2lj+1
ciod |ro(z) — mo(y)| < 20,4427 = 2k55—Lp (2p)’ry che & una successione infinitesima se
p < 1/2. Quindi m(x) = 79(y) cioe, essendo Tp iniettiva, x = y.

2.2.4 Surgettivita di 7

Per la proprieta (vi) abbiamo ovviamente 7(S;)CS. Vogliamo dimostrare che 7(Sp)2S N
B(xg,4rp). Prendiamo dunque un punto y € S N B(xg,4ry) e consideriamo la seguente
funzione

T(z) se |r(x)—y| < 2rg
pla) =4 © se |r(x) —y| =3
%(UT(«T) —y|—2rg)x + (3rg — |7(z) —y|))7(x) altrimenti

Si vede dalla definizione che ¢(x) appartiene al segmento [z,7(x)] quindi se p(z) = y
allora |7(z) — y| < |z — 7(z)|, dall’equazione (2.8) troviamo |z — 7(x)| < [; e supponendo
L = k55rUTLp < ry abbiamo 7(z) = ¢(x) = y. Quindi basta dimostrare che esiste un z
tale che ¢(x) = y. Vogliamo anche vedere che ¢ ristretto a (zo + Vo) N OB(zg, 10rg — ly) &
I'identita. Infatti se x € Sy e |z — xy| < 101y — [y abbiamo

IT(x) —y| > |z —y| — |7(x) — x| > (10rg — Iy — 4rg) — l; > 3ry

e quindi p(z) = .
Se [p(2) —y| < ro allora |r(z) —y| < [7(x) —p(x)|+]e(z) —y| < ro+ro e quindi 7(z) = ¢(z).
Possiamo dunque affermare che

©(So) N B(y,10)C7(Sp) N By, r9)CS

Supponiamo per assurdo che y ¢ ¢(Sp), allora per la continuita di ¢ (ed essendo S
compatto), tutto un intorno di y non interseca ¢(Sp). Cioe esiste k per cui

©(So) N B(y,27%r9) =0

Supponiamo sia k = 0. Preso un punto x € Sy essendo SoCx9+Vj ed essendo ¢(x) € [z, 7(x)]
abbiamo che
d(o(z), 1o + Vo) < d(7(x), 20 + Vo) < eR = 327
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Consideriamo ora la mappa,
Taotvy © ©: S0 — o+ Vj

siccome questa mappa ristretta a Vo N dB(xq, 10rg — ly) € l'identita, per il teorema di non
retrazione (dal quale si dimostra che una mappa continua dal disco al disco che lascia fissi
i punti del bordo, deve essere surgettiva) ogni punto di S, deve essere raggiunto, e quindi
anche 7, v, (y). Ma i punti dell'immagine di ¢ che si proiettano su 7,41, (y) devono
essere distanti da y meno di 32¢r, per quanto visto sopra e quindi devono appartenere a
B(y, o) N p(Sp). Dunque k > 0.

Poniamo ora r = 27, e supponiamo che valga ¢(So) N B(y,r) = () ma ¢(So) N B(y,2r) # 0
e quindi ¢(So) N By, 2r) = ¢(Sy) N (B(y,2r) \ B(y,r)) Scegliamo ¥(y, 2r) come I'm-piano
dato dalla condizione-(g, R) con

Dy o (2(y, 2r), S) < 2er
Siccome in B(y,ry) abbiamo che 7 = ¢ otteniamo
(S0) N B(y,2r)CX(y, 2r) + B(0, 2e7)

Sia ora wy definita come la proiezione radiale su 9B(y, 2r) per i punti interni a B(y, 2r)\{y} e
I'identita fuori da tale palla. Si verifica che (wiop)(So)NB(y,2r) = 0 e (wrop)(Se)NIB(y, 2r)
rimane all'interno di X(y, 2r) + B(0, 2er). Come prima prendiamo un m-piano X(y, 4r) che
disti meno di 4er da SNB(y, 4r) e costruiamo in modo analogo I'applicazione wy_;. Iterando
il procedimento ottengo la mappa

MgtV OW1 O ... 0wE 0 : Sy — g+ V)

che ¢ 'identita su Sy N dB(xg, 10rg — lp) ma che non raggiunge il punto m,, v, (y) contrad-
dicendo il teorema di non retrazione.

Dobbiamo ancora dimostrare che anche l'inversa di 7 € continua. Se prendiamo l’insieme
S" = 775 N B(xy,47rp)) abbiamo appena dimostrato che 7:S" — S N B(xo,4ry) é una
funzione continua e bigettiva. In generale una funzione continua manda i compatti in
compatti, dunque essendo S’ compatto, 7 & anche una funzione chiusa (cio¢ una funzione
che manda chiusi in chiusi) e quindi, essendo bigettiva, & una funzione aperta. Questo
dimostra che 7 ristretta a S’ ¢ un omeomorfismo, dunque se prendiamo un disco DCS’
intorno al punto 7 () abbiamo che 7: D — 7(D)C é un omeomorfismo del disco D con
un intorno di z, in S.

2.2.5 Holderianita di 7.

Verificheremo contemporaneamente 'Holderianita di 7 e di 7~'. Sappiamo da (vii) e (v) (si
veda la sezione 2.2.2) che vale

IN

1
§|$—y| loj(z) —o;(y)| < 2]z -y (2.9)
|z — y| = 2kser; < oj(x) —o;(y)| < 2kser; + |z —y| (2.10)

Per verificare ’'Holderianita, possiamo supporre |z — y| < QTLkag,sro in quanto non ci sono
problemi per |z —y| grande, essendo la funzione 7 definita tra due compatti. Dunque, fissati
x e y, possiamo sempre trovare un intero k = k(z,y) per cui valga (ricordiamo che p < 1)

k
2 2 2 2
p kserg < <—> |z —y| < = p ksero (2.11)
1 p pl—p
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Abbiamo usando (2.9)

17e(7) = 7 (Y)] = [ow(Th—1(2)) — ow(Th—-1(y))]
< Qma(r) —may)| <. < 2k|x — 9|

e analogamente

1
7(2) = ()] > 5zl — vl
d’altro canto per 7 > k, usando 2.9

ITi(x) = 7i(y)] = |ojo...00k10Tk(x) —0j0...00%41 0TK(Y)|

j
< (@) = my)| + 32 2hser
i=k+1

e allo stesso modo

(@) — )] > (@) — ) — 3 2hsers

i=k+1
Quindi
k i _ ok .
17(z) — 7(y)| < 2%z — y| + 2kserg Y p* =2%|x — y| + 2kserep™T T
i=k+1 -p
e analogamente
1 1
I7(x) — 7(y)| > §|x -yl = 2k587“0/?k+11fp-
Usando poi (2.11) otteniamo quindi
(@) ()] < 22z —y (2.12)
1 1
@)~ )] 2 (o + 2~ 9l > gl — ol

Usando l'altra stima in (2.11) si ha (con ¢, ¢, ¢ e ¢ costanti dipendenti da e, 7o, p e ks)

<g>k<ﬁk5m: ‘
p) ~ lr—yl |z—y|

e quindi
2
klog — <log ——
p 7 —y|
cioe | .
< JBfay
> 2
log °
da cul si ricava
lOg c log 2
2k < exp |$gy| )
( log
o
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In conclusione da (2.12) otteniamo

_log2

1 ;
r(x) =) < e =y P = —yl°

1
T(@) =)l > Sle - yle

se poniamo o = 1 — —9%2 T3 prima equazione & la condizione di Holder per 7, la seconda

log 2—log p
diventa
1

lz —y| < r(x) —7(y)|==

che ¢ la condizione di Holder per 77!,

Si vede facilmente che dalla condizione 0 < p < 1 seguono le condizioni 0 < a < 1 e
%<ﬁ<1,cona—>1$ep—>0.



Capitolo 3

Regolarita delle superfici minime

In questo capitolo dimostreremo che le superfici di area minima verificano la proprieta (£, R)
di Reifenberg nei punti di densita uno e di conseguenza che tali superfici sono localmente
dischi topologici in quasi tutti i punti (Teorema 3.4).

Cominciamo con alcune definizioni.

Definizione 3.1 Poniamo (si veda la Definizione 1.2)

n(L) = oinf H (S)-

Diremo che Sy € S(L) é una superficie minima se
H™(So0) = p(L).

Diremo poi che Sy é una superficie minima propria se non esiste un compatto S € S(L) con
SCSy, S # Sy che sia a sua volta una superficie minima.

Dal seguente esempio si puo capire come 'essere superficie minima propria sia rilevante in
questo contesto.

Esempio 3.2 Sia S = {(z,y,2) € R* t.c. 2% +y* <1, z =0} il disco unitario e
A = 0S il suo bordo. Ovviamente S & una superficie minima (si veda il Teorema 1.39),
ed e anche una superficie minima propria per quanto visto nell’Esempio 1.4.

Prendiamo ora S’ = SUX dove X ¢ un qualunque compatto di misura m-dimensionale
nulla. Dal Corollario 1.37 S” € S(L), ed essendo H™(S) = H™(S’) si trova che S &
una superficie minima. Ma se X # () allora S’ non sard una superficie minima propria.

Proposizione 3.3 Se S; € S(L) ¢ una superficie minima, allora esiste una superficie
minima propria Sy € S(L) con SyCSj.

Dimostrazione:

Consideriamo la famiglia F = {S € S(L) t.c. SCS;}, con lordinamento
parziale dato dall’inclusione insiemistica. In base al Teorema 1.40 sappiamo
che lo spazio S(L) & chiuso e possiamo quindi applicare il Lemma di Zorn alla
famiglia F, in quanto data una “catena” (cioé una successione decrescente) {S,}
possiamo trovare un elemento “minorante” (), S, € F. Dunque sappiamo che
esiste un elemento “minimale” Sy tale che Sp € S(L) e SoCS e non esiste nessun
altro elemento di F contenuto in Sy. Questo ci dice esattamente che Sy € una
superficie minima propria. O

41
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Il teorema che dimostreremo in questo capitolo, sara il seguente.

Teorema 3.4 (regolaritad) Sia So una superficie minima propria. Allora per tutti i punti
dix € Sy \ A siha
H™(Sy N B(z,r))

lim inf >1
r—0 f}/mrm
e, se X ¢ l'insieme dei punti x per cui si ha
m™(SyN B
limian (50 (z,7)) > 1,

r—0 7

allora H™(X) = 0. Inoltre ogni punto di Sy \ (AU X) ha un intorno in S omeomorfo al
disco m-dimensionale.

Assumiamo nell’intero capitolo m > 2, in quanto il caso m = 1 ha delle particolarita che ci
impediscono di fare alcune stime che valgono invece per m > 1. Questa peculiarita del caso
m = 1 e da ricercarsi nel fatto che la connessione di una superficie “costa” area, mentre in
dimensione maggiore si puo connettere qualunque superficie aggiungendo segmenti che non
danno contributo in area, e questo a sua volta corrisponde al fatto che Hg # Hy (si veda la
proposizione 1.16).

Molti dei lemmi dimostrati in questo capitolo, verranno utilizzati anche nel capitolo se-
guente per dimostrare ’esistenza di superfici minime. Per questo motivo, questi lemmi
riguarderanno una particolare successione di superfici {S;}CS(L) ma, per la dimostrazione
del Teorema 3.4, ci bastera applicare tali lemmi alla successione costante {Sp}.

Definizione 3.5 D’ora in avanti, dati x € R™, r > 0, una sucessione di compatti {Si} e
un compatto Sy, poniamo

op(z,r) = H™(Skp N B(x,1)),
Yelz,r) = /OTHml(SkﬂaB(x,t))dt,

£ = inflim infM

k—oo ™

dove Iinf ¢ fatto su tutti gli x € Sy e r > 0 per cui B(x,r) non interseca A

Fissiamo un compatto ACR” e un sottogruppo LCH,, 1(A), sia K una qualunque costante
positiva e siano ¢, e r, due successioni infinitesime di reali positivi. Prenderemo in con-
siderazione una successione di compatti {Sx} e un compatto Sy che verifichino le seguenti
ipotesi:

Sy € S(L) (3.1)
H"(Sk) < (L) + ey (3.2)
op(x,r) > Kr™ Vr>r,VB(z,r) tc. B(z,r)nA=40. (3.3)
(Sk, So) — 0. (3.4)

Queste ipotesi dicono che {Sk} ¢ una successione minimizzante che in pit verifica (3.3).
Nel Capitolo 4 dimostreremo che una tale successione di superfici esiste effettivamente e
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dimostreremo, usando molti dei lemmi dimostrati in questo capitolo, che la superficie S, a
cui converge tale successione, & una superficie di area minima. Si faccia ancora riferimento
all’Esempio 1.29 per avere una successione minimizzante che non verifica Iipotesi (3.3) (e
che infatti non converge ad una superficie minima), in quanto in alcuni punti (in cima ai
cilindri) @o(z,7) cresce linearmente con r invece che come r2.

Se Sy & una superficie minima e si sceglie la successione costante Sy = Sy, le proprieta (3.1),
(3.2) e (3.4) sono ovviamente verificate. Verifichiamo che, se Sy ¢ una superficie minima
propria, vale anche (3.3).

Proposizione 3.6 Sia Sy € S(L), una superficie minima propria (LCH,,_1(A) e ACR").
Allora esiste una costante positiva K = K(m,n) tale che scelta comunque una palla B(x,r)
disgiunta da A si abbia:

wolz,r) > Kr™

Dimostrazione:

Si ha che H™ 1 (SyNB(x,r)) # 0 in quanto se fosse 0 anche il gruppo di omologia
H,,_; sarebbe nullo (per il Lemma 1.31), e quindi per il Teorema 1.41 potrei
tagliare da Sy la palla B(z,r) senza cambiare il bordo. Questo ¢ assurdo per il
fatto che Sy e una superficie minima propria.

Dalla disuguaglianza isoperimetrica (Lemma 1.46) essendo Sy una superficie
minima sappiamo che

m

H™(So N B(x,r)) < K (K™ (Son0B(x,r))) "
e quindi per il Lemma 1.42
dolr,r) = [ HP NSy N OB, 1)) db < K (H™(So 0 0B(r, 7)™
0
cioe .
Ewﬂ(xal 2 K_mT_
(tho(z, 7)) T

che integrata da
1 m—1
(Yo(w,r))m > K~"mr

e quindi
SOU(xJT) Z wo(xﬂ”) Z Kﬁ(mil)rm-

3.1 Stime di densita

Dal Lemma 1.42 sappiamo che
op(z, 1) > Yz, 7). (3.5)

In questa sezione dimostreremo altre proprieta riguardanti le “densita” o, v e 3.

Lemma 3.7 Se B(z,r) é una palla che non interseca A, allora

rH™ (S, N OB(z,71))

wk(xﬁ) S QO]C(Z',T) S m + €k
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Dimostrazione:

La prima disuguaglianza segue direttamente dal Lemma 1.42. Per quanto ri-
guarda la seconda disuguaglianza, sappiamo per il Lemma 1.45 che per ogni ¢ si
puo trovare una superficie C' di area

H™(C) < %Hm’l(Sk NOB(z,r)) + ¢

Siccome si ha anche b(C, A) = H,, (S N 0B(z,r)), per il Teorema 1.41 pos-
siamo “tagliare” da Sy la palla B(z,r) e sostituirla con il cono C, in modo da
ottenere un’altra superficie S € S(L). Sapendo che H™(S) < (L) e che S e Sy
coincidono fuori dalla palla B(z, r), in base alla proprieta (3.2) otteniamo subito
la disuguaglianza voluta. 0

Lemma 3.8 Vule (si veda la Definizione 3.5)

K
g>—>0.
Ym

Dimostrazione:

Data una qualunque palla B(z,r) disgiunta da A con 2 € Sy, e preso un qua-
lunque 1’ < r, per k sufficientemente grande troviamo un punto x’ € Sy per cui
B(z',r"YCB(z,r) e quindi dall'ipotesi (3.3)

C,Dk(l‘,T) > gOk(SL’,,T,) > Kr'™

cioé per ogni ' < r esiste un k per cui

o(z, 1) S Kr'™

YmT™ T YmT™

da cui si ottiene 3 > 7£ O

Lemma 3.9 Vale (si confronti con la Definizione 3.5)

B = inf (lim inf M)

k—oo ™

dove ’inf viene fatto su tutti gli x,r per cui x € Sy e B(x,r) non interseca A.

Dimostrazione:
Si ha, usando il Lemma di Fatou, il Lemma 3.7 e la definizione di (3:

li}gninfwk(:c,r) = liminf r?—tmfl(SkﬂaB(aE,t)dt
—00

k—oo Jo

> [ liminfH™ (S, N 9B () di

0 k—oo

v am
> A ll}gl_l)&lf7(7{ (Sp N B(x,t)) — &) dt

= / %liminf@k(x,t) dt
0

k—00

r
> / %vatm dt > Bymr™.
0

D’altra parte si ha ¢y (z,r) < @g(z,7) e quindi la tesi. O
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Lemma 3.10 Datiry >r; >0 ez € Sy, se B(x,r3) non interseca A abbiamo

(a7 (x,r
liminfiwkl( .72) > liminfiwkl( .71)
ki—soo YTy ki—soo YT
) (x, 7 ) (z, 7
lim sup 7%“( ’m2) > lim sup 7%“( ’ml)
ki—o00 TYmT2 ki—o00 TYmT1

per ogni sottosucessione {k;} degli interi.

Dimostrazione:
Per il Lemma 3.9, se k e sufficientemente grande si ha

1 m

Yr(z,71) > 55%717”1
ed essendo ¢ crescente in r, per ogni r > 7y si ha
1 m

Y (r,7) > §ﬂ7m7“1

e dal Lemma 3.7, osservando che vale <oy (z,7) = H™ (S, N OB(x,r)) otte-
niamo

wk(xar) S +5k
m
r d €k
< - 1
r d Ek
< - 1
drwk(x’r) ( + V() — 5k>
r d €k
——(z,7) |1+
mart! )< Bt sk>
Da cui si ottiene .
Ed}k(xar‘)

m €k
Ge@r) =7 (1‘ %mwn)

che integrando da ry a 75 ci da

logmzlogz@_eik)

Uz, T 55 mrs’
cioe
T,r ryt —£ ri
Vi(z,72)/ (Vm ;)Zexp B PV
wk(xa Tl)/(’)/mrl ) §ﬁ'7m7"1 r1
che essendo vero per qualunque k sufficientemente grande, ci da la tesi. O

Il seguente lemma & probabilmente il passo piu importante nella dimostrazione del Teore-
ma 3.4 di regolarita. Come facile corollario infatti si ha il Lemma 3.12, il quale data una
palla B(zg,ry) garantisce l’esistenza di un piano “approssimante” 'insieme Sy, non ancora
sull’intera palla ma, per ora, solo su una palla pitt piccola di quella data.
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Figura 3.1: Se Sj incontrasse tutte le palle di raggio 2r, contenute in B(xo, "), dovrebbe
avere una misura molto maggiore di 7, 2™
Lemma 3.11 Siano dati h > m e e > 0 e sia B(zy,79) una palla centrata in Sy e che non

intersechi A. Supponiamo che, per un certo o > 0 e per ogni palla B(x,r)CB(xg,ro) con
x € Sy, st abbia

8 < liminf 2207 ¢ i gup 2O g (3.6)
k=00 ™ k—oo  YmT™
e
B < lim infM < lim supM < B+ a. (3.7)
k—oo 1™ k—00 YmT™

Allora esistono ' >0, o >0 e0 < X <1 (che non dipendono da xq e ry) tali che se a < o
ed esiste un h-piano Xy, passante per xq tale che Sy N B(xg,ro)CXy + B(0,'rg) allora esiste
un punto x € Sy con B(x, A\rg)CB(x,19) € un piano (h — 1)-dimensionale ¥p,_1 tali che
SO N B(LL‘, )\To)gzh_l + B(O, 8)\7‘0).

Vediamo qual e I'idea della dimostrazione, che risultera piuttosto complessa. Le ipotesi su
1 e ¢ ci garantiscono che ogni volta che intersechiamo Sy con una palla B(x,r), otteniamo
un insieme che ha una misura né troppo grande ne troppo piccola (piu precisamente tale
misura & confrontabile con quella del disco m-dimensionale di raggio r). Consideriamo per
fissare le idee n = h = 3, m = 2 e si noti che in questo caso S; dista 0 dallo spazio ¥, = R?.

Il primo passo sara quello di trovare una palla B(y, r3) contenuta in B(zg,79) (e con ry > rq
non troppo piccolo) che sia “tangente” all’insieme S;. Vogliamo cioé che ci sia un punto
x € SyNIB(y,ry) ma che non ci sia nessun punto di Sy all’interno di tale palla. L’esistenza
di questa palla si dimostra molto facilmente per assurdo. Se infatti prendiamo delle palle
disgiunte di raggio 2r, tutte contenute in B(zq,ry/4) per assurdo, ognuna di queste do-
vrebbe contenere un punto di Sy ad una distanza minore di r; dal proprio centro. Dunque
per le ipotesi su ¢, la palla di raggio r; dovra contenere una quantita di insieme dell’ordine
dell’area dell’m-disco di raggio r; (Figura 3.1). Si vede dunque che questa area moltiplicata
per il numero di palle che uno riesce a far stare in B(zg, 7o) € piu del dovuto, nel senso che
e molto piu grande dell’area dell’m-disco di raggio ro. Una volta trovata una palla suffi-
cientemente grande che non contiene punti di Sy, bastera ingrandirla per fare in modo che
“tocchi” un punto x € Sy. Prenderemo come piano approssimante ¥, ; il piano tangente
alla sfera 0B(y, r1) nel punto z.

Il secondo passo sara quello di dimostrare che il cono Cy formato dai punti che hanno un
angolo minore di # con la semiretta uscente da x in direzione opposta a y, contiene, in area,
poco di Sy. La dimostrazione di questo fatto risultera complessa e tecnica.



3.1. STIME DI DENSITA 47

Dovremo cercare di stimare ’area contenuta in tale cono sfruttando solo il fatto che le
superfici S sono “ei-quasi minime” e quindi ogni volta che taglio una palla e sostituisco
I'insieme con un cono, ottengo qualcosa che non fa diminuire I'area di piu di ;. Ora
noi vorremmo tagliare da Sy una palla B(z,r) ma invece di sostituirla col cono C(z, Sy N
OB(x,r)) centrato in z, la sostituiamo con i due coni C(z,Cy \ (So NIB(z,7))) e C(z,CyN
SoNOB(x,r)) centrati in un punto z che abbia una certa distanza d da B(y, r;) (Figura 3.2).
In questo modo possiamo sfruttare il fatto che 'insieme Sy deve stare fuori da B(y, ) e
possiamo avere una stima della parte di Sy interna al cono CY.

Il terzo passo sara la verifica della tesi del lemma. Notiamo che I’(h — 1)-piano ¥, ; divide
Y in due h-semipiani X e Y dove supponiamo che sia X quello che contiene B(y,rs).

Scelto un opportuno A, se avessi un punto w di Sy contenuto in B(x, Arg) che dista piu di
eArg da Y5, 1, questo punto non potrebbe stare in X in quanto essendo lontano da ¥, ;
dovrebbe stare all’interno di B(y, r3) (se A & abbastanza piccolo). Dunque possiamo supporre
che w € Y. Se abbiamo scelto opportunamente 6 e A\, avremo che una intera palla centrata
in w dovra stare all’interno del cono Cjy, e quindi per le ipotesi su 1, avremo che la parte di
Sp contenuta in Cy dovra avere un’area dell’ordine di v,,75" che e troppo rispetto a quanto
trovato nel secondo passo.

Dimostrazione:

Primo passo. Scegliamo un certo raggio r; < ry e cerchiamo di stimare quante
palle disgiunte, di raggio 2r; riusciamo a far stare in B(xg,ry/4) N3,. Notiamo
innanzitutto che B(zo,r9/4) N3, contiene un h-cubo K di lato ;%% mentre una
h-palla di raggio 2r; ¢ contenuta in un h-cubo di lato 4r;. Dunque dividendo
il cubo K in tanti cubetti di lato 47, e mettendo una palla in ogni cubetto

riusciamo ad avere
o |k o \h ro\ —h
Vh > vh_ > <16\/E—1>
87’1 167’1 To

palle disgiunte di raggio 2r; centrate su ;. Se {z;}CX}, ¢ l'insieme dei centri
di queste palle, vogliamo dimostrare che almeno una delle palle B(x;,r1) non
interseca Sp. Supponiamo per assurdo che per ogni i esista y; € B(z;,71) N So,
avremo ancora che le palle B(y;, 1) sono disgiunte e contenute in B(xg, 1),
dunque abbiamo usando anche 'ipotesi (3.7)

" 1
(ﬁ + O‘)Vm <TZO> > llgglnf?‘[m(sk N B(xo, Zro))
> ;11,53;2% (Sk N B(y;, 1))

v

~h
r
S Bl > (10VA) B
i 0
che e assurdo se prendiamo

= ((8\/5)'1> . (3.8)

2
2m71

Abbiamo dunque dimostrato che esiste una palla B(y,r1)CB(xo,70/2) con y €
Y, che non contiene punti di Sy. Poniamo

ro =max{r e R t.c. B(y,r)N Sy =0}
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in modo tale da avere B(y,rs) NSy = @ pur sapendo che esiste un punto
x € Sy NIB(y,ry). Siccome x5 € Sy si ha ry < |zg — y| < 29/4 e quindi
B(y,r2) CB(z0,70/2).

| y

T2
S T
L p X
x
X q Y
Z
g
Cy

Figura 3.2: La superficie Sy, I'iperpiano ¥ e il cono Cj.

Secondo passo. Chiamiamo ¥ I’(n — 1)-piano tangente a B(y, r2) nel punto x (si
veda la Figura 3.2). Consideriamo poi il cono Cy con vertice in x e ampiezza 6
definito come segue:

Co={veR" tec. (v—2x) (r—y)>|v—2z|lr—y|lcosh}

e prendiamo il punto z € Cy giacente sulla retta xy e ad una certa distanza d da
x. Scegliamo poi r3 e ry come segue

3
Ty = <E> ) ry3 <13 LTy (39)
T2
e poniamo

2

r
d = 2 3.10
. (3.10)
cosf = 2 (5)8 . (3.11)

T2

Prendiamo ora una palla B(z,r) con ry < r < r3 e poniamo

l(r) = SpNOB(x,r)
() = SpnNdB(z,r)NCy.

Il Lemma 1.45 ci permette di trovare due superfici C; e Cy (che approssimano i
coni C(z,12(r)) e C(2,1,(r) \ 12(r))) per cui vale

mH™(C) < D) BH W) + gme

mH™M(Co) < D({=}, () \B)H () \ () + gme
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e dunque, facendo un’operazione di “taglia e cuci” (Teorema 1.41), otteniamo

m(Hm(Sk N B(LL‘, T‘)) - 5k) m?{m(Cl U CQ) (312)
D({}, 1k (r) \ () - 1™ M (Ui (r) \ 1i(r))

+D({z}, (1) - H" (I (1) + mep.

IAIN

Se prendiamo un punto p € 0B(y,re) NOB(x,r) e un punto g € 9Cy N IB(x, 1),
con alcune semplici argomentazioni di tipo geometrico troviamo che:

D({z}, lk(r) \ (i(r)) < |p — 2+ D(S, So) (3.13)

2
= |2 +d2+ d:— + D(Sk, So)
1

D({Z}JZ(T)) < |q—Z|=\/d2—|—r2—2dr0050.

Dunque da (3.12) e (3.13), usando le equazioni (3.10), otteniamo

mH™(Sy N B(x,r)) — 2mey,

< (M Uk(r) = HHI() (, [r2+d> + d:—z + D(Sk, 50)>

+H™ (1 (r))Vd? + r2 — 2dr cos §

< (H™ () = 1N (1)) (J + 2 . + Eg + D(S, 50))
+Hm1(lZ(7"))\l 4+7”3 <7”3—2: ( 2 )

< (M) = 1R ( 41+23+D5k,50)
et (- ))

< D(Sk, SoO)H™  (Le(r)) + raH™ 1(lk(r)) (T?’)Z’Hm‘l(lk(r))
)+ (1- (2)) e

< D(Sk,SU)Hmfl(lk( ) jL7"3Hm H lk(r)
+;7‘3 (:2) H™ (U (r —7“3< 2>§Hm1

E quindi

H™ (10 (r))
- (T_3> " (D(Sk, SoyH™ (1 (r)) + raH™ " (14(1r)))

+ L <r_>_§ <—m7{m(5k N B(x,r)) + 2mey, + 37”3 (7‘3) H (I (r )))

2 T2

49
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L (1) DS S Hm 1) + 5 (:—2) H (14(r))

+ <:—z)% (Hm_l(lk(T)) - mHm(Sk? Br)) , 2”:8’“> .

che integrando e usando il Lemma di Fatou ci da (sapendo anche che ¢, — 0 e
D(Sk, Sg) — 0)

lim inf ’Hm YW(r))dr < g(—) lim inf ’Hm YIk(r)) dr

k—oo Jry k—oo Jry

r3

+ <—>§ <1im inf [ H™ (I (r)) dr
T2

k—oo Jry

— /Ts lim inf mH" (S 0 B(z, 7)) dr) .

k—o00 r
E quindi, sapendo che m > 2 e usando le ipotesi (3.6) e (3.7) otteniamo

limint [ H"(1(r) dr < % (=

k—o00 4

) (B + a)ymry’

Ty

+<E>_%((5+Oz)7m7”3 = Bom(rs” = 77))

)
9

3/r m ra\ 78 m ra\ 1 .
5( 3) (6"‘@) YmT3 + (f) QAVmT3 + (7“_3> BYmry"-

Ty 2 2

Useremo nel seguito le seguenti proprieta dei limiti

lim inf(ay — bx) lim sup a, — lim sup by,

<
—limsup(ax — b)) < —liminfay + liminfby.

In base al Lemma 1.42 e all’ipotesi (3.7)

lilgn inf H™ (S, N B(x,r3) N Cy) (3.14)
—00
< limsupH™(Se N B(x,73)) — limsup 1" ((Sk. N B(x,r3)) \ Cy)
k—o00 k—o00

< (B @)y —limsup [ H (4 () \ 1) dr
k— o0 0

< (8 a)yrl — limsup ([ (4(r)) dr

k—o00
- [P ey e = [T Hrt ) dr)
< (B+ )y — liminf /0 M (1s(r)) dr o ming [ 3 (1) dr

Fliminf [ H V(1 (r) dr
k—oo Jo
3
S (5+04)7m7”?—57m7”3 <§ - 64—@) ngl

9 3 3
T3\ 8 8 r3\ 4 m
2 o+ (2 )+ (2 s

T2 2
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1ra
2ro”

B(z,73/2) ha distanza da ¥ minore di ;73 se si scelgono 2 e «a sufficientemente
piccoli. Notiamo innanzitutto che essendo un iperpiano, ¥ divide R” in due
semispazi X e Y, uno dei quali (supponiamo X) contiene la palla B(y,r3) e
'altro (Y") contiene il cono Cy.

Terzo passo. Poniamo \ = Vogliamo dimostrare che ogni punto w € Sy N

Supponiamo che w € X. Sapendo che la palla B(y, 1) non contiene punti di S,
se si prende un punto p € dB(x,r3/2) N OB(y,rs), con semplici considerazioni
di tipo geometrico si ottiene

122 1 1
d(w,%) < d(p,T) = 22— = = < =
2 T2 8 T 4
se 1% e sufficientemente piccolo.

Supponiamo ora w € Y e per assurdo supponiamo che d(w, ) > isr;;. Se pren-
diamo un punto g € dB(z,r3/2) N 0Cy e chiamiamo ¥’ I'iperpiano parallelo a ¥
passante per ¢, sempre con un semplice argomento di tipo geometrico otteniamo

1 1
d(w,0Cy) > d(w,X) = 15T T g7 cos

1 1
= <15 —3 cos 0) ry.

e quindi scopriamo che

1 1
B <w, <Z€ — 5 cos 9) 7“3) CB(z,r3) N Cy.

Dunque possiamo utilizzare I'equazione (3.14) per ottenere (usando ancora 'ipotesi (3.7))

1 1 m
YmBry' (Zs — 5 o8 9)
. m 1 1
< lgg})gf’}-[ <Sk N B (w, (Ze —3 coS 9) 7“3))
< lllgn lanm(Sk N B(l‘, 7“3) N Cg)
—00

IN

3 ra\ & AN
YTy + = [(—3> (B + Q) + (—3> S
2 T )
o\ 2 o\ 1
+(2) prg] + (2) 6+ @t
2

Ty

0o

Cioe, avendo posto cosf = 2 (’" ) , otteniamo

(e ())
< oz+g [(%)é(ﬁ+a)+ (:—z>_ga+ (:—2)251 + (:—z>%(5+04)

che prendendo « e :—2 molto piccoli rispetto a e ci da un assurdo.

Abbiamo dunque dimostrato che SN B(z,73/2) dista da ¥ meno di ter;. Consi-
deriamo poi I’h-piano ¥, parallelo a 3, e passante per il punto x. Dalla ipotesi su
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¥, e ricordando che z € Sy e y € ¥, deduciamo che ogni punto di SyN B(xy, ro)
dista meno di 2¢'ry da ) e quindi d(z, 3,) < €'rg, d(y, %)) < £'ry. Da questo
possiamo dedurre che la retta yx e il piano ¥ sono ortogonali a meno di un
angolo dell’ordine di ery/rg. Poniamo dunque ¥;,_; = ¥} N X. Dalle considera-
zioni appena fatte si ha che ¥,_; ¢ un (h — 1)-piano ed essendo I'angolo tra ¥ e

5, quasi retto, possiamo affermare che la distanza di un punto da ¥ N %} puo
essere stimata in funzione della distanza del punto dai due singoli piani. Quindi
sapendo che per ogni punto w € Sy N B(x,73/2)CSy N B(xg, 7o) si ha

1 T3

dw,¥) < —e—=
(,5) < 57

d(w, X)) < 25'%3

si ottiene, scegliendo un &’ sufficientemente piccolo,

T3

d(w Eh 1) < 85

O

Lemma 3.12 Dato e > 0 esiste un a >0 e un 0 < A < 1 tali che se, per ogni palla B(z,r)
disgiunta da A con x € Sy e contenuta in una palla B(xg,ry) fissata, si ha

B < hm inf —/———~ V(1) < lim 7¢k(x’nj)

<[+«
=00 YT kﬁoo YmT o ﬂ

5<11m1nfgpk( r) <11msup(p k(@) <f+a«
k—o0 '}/mr k—00 YmT rm

allora, in ogni tale palla B(x,r) si pud trovare un punto z* € Sy e un m-piano ¥ passante

per x* tali che
So N B(z*, A\r)CX + B(0,eAr)

B(z*, Ar)CB(z,r).

Dimostrazione:
Basta notare che SoCR", ed applicare ripetutamente il Lemma 3.11 con h =
n,nm—1,...,m-+ 1 per avere il risultato voluto. O

Lemma 3.13 Sia 0 < a < 8 e sia data una palla B(xg,r1) disgiunta da A, con xo € Sp.

Se vale

a2

<Pk( L0, 7’1)
< hm inf ————= +——
allora esiste una sottosuccessione Sy, ed un ro < r1, tali che per ogni punto x € SoNB(xy, 1)
e per ogni v < 1o Si ha

ﬁ<hrnlnfM <hrnsupM <fB+a

1—00 ’)/mT i—00 fymrm

Bgliminf¢k( )<hrnsup¢k( r)

00 Y™ imoo YmI™

< B+ a.
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Dall’ipotesi, che ci da un controllo per ¢ (x,r) nel solo punto (x,r) = (zg,79), dobbiamo
dare un controllo di pg(x,r) e ¥, (z,r) in tutto un intorno di (xy, 0). Innanzitutto il controllo
dal basso e dato esattamente dalla definizione di 3, quindi il problema si ha solo per le stime
dall’alto. Siccome vy (z,7) < @g(z,r) (Lemma 1.42), la stima dall’alto per ¢ vale anche
per ¢y, e sapendo che v, & monotona in r (Lemma 3.10) riusciamo ad estendere la stima su
r (o, 7o) a tutto un intorno di (zg, 7). Per ottenere la stessa stima anche per ¢y, dobbiamo
sfruttare il Lemma 3.7 che ci da una stima di ¢ con la derivata di vy.

Dimostrazione:
Innanzitutto scegliamo la sottosuccessione S, in modo che si abbia

. o (w0, 1) o’
< lim —/———= < [+ —.
R T

Se scegliamo poi un ry < r; sufficientemente piccolo, preso un qualunque punto
x € So N B(xg,ry) essendo B(x,ry — ry)CB(xg,r1) si ha

_ _ 2
5 < liminf P =70) g @m0 g 08
1900 Yy (11 — 1) ™ isoo Ym(r1 —10)™ 165
usando il Lemma 3.9 e (3.5) otteniamo anche
_ _ 2
S < liminf Vi (.11 = 7o) < limsup Vi (.11 = o) < B+ 2
1500 Y (11 — 7)™ isoo Ym(T1 —10)™ 165
e quindi per il Lemma 3.10 per r < r; — 1 si ha
2
S < lim infM < lim supM < B+ s (3.15)
00 Y™ ivoo YmI™ 165
Vogliamo ora dimostrare che per r < $(r; — o) si ha
B < lim infM < lim supM < fB+a. (3.16)
100 Y™ 1—00 Y™

Supponiamo dunque, per assurdo, che esistano degli 7 grandi a piacere tali che

o, (z,7) 1
_— > — Q.
YT b+ 2a

Dunque preso un ¢ > r abbiamo

B0 5 ) (7 (5410 ()
Y™ YmTm  \t 2" )\t
1
> —
> B+ 1
se imponiamo anche
B+ sa\™
+s0\™
t< ; r=r" <r —rp. (3.17)
ﬁ + ZO&
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Dunque per il Lemma 3.7 abbiamo

1 (Sy, A OB(2,1)) > Y (5 + %) mtm

meg,
t

e quindi

D (1) = /0 HY (S, ﬂaB(a:,t))dH/: H™ (S, N OBz, 1)) dt

1 m
> (2, 1) + Ym <ﬂ + Za) (r'™ —rm) — mskilog%.

Facendo tendere 7 a infinito e usando (3.15)

2 1
(6 + 1(:),—6> '™ > Brm + (B + Za> (r'"™ —r™)
cioe )

R m r . 1

@7’ Z ZO[(T —Tr ) = ZO[T (1 — Za’r"—m>
ed essendo per (3.17) '™ < 2r™ e potendo supporre « < 3 otteniamo ’assurdo.
Abbiamo dunque che vale la disuguaglianza (3.16) ed essendo in generale ¢ (z,r) <
ok(z,7), in base al Lemma 3.9 otteniamo che la stessa disuguaglianza vale in

modo analogo per 1. Se si osserva poi che ro < 3(r1 — o) si ha la tesi. O

Lemma 3.14 Si ha
B>1

Dimostrazione:

Si prenda un £ > 0 e siano A e « le costanti definite dal Lemma 3.12. Dalla
definizione di  sappiamo che deve esistere una palla B(xg,r) centrata in Sy
e disgiunta da A che soddisfi le ipotesi del Lemma 3.13, quindi applicando tale
lemma sappiamo che sono, a loro volta, verificate le ipotesi del Lemma 3.12 in
una palla B(z, 7). Cioe sappiamo che per ogni B(x,r)CB(xy, 1) con € Sy e
B(z,r) N A = esiste un punto z* € Sy ed un m-piano ¥ tali che

So N B(z*, Ar)
B(z*, \r)

¥ + B(0,eAr)

C
C B(x,r).

Dunque, a meno di sottosuccessioni, possiamo supporre che
Sk N B(x*, A\r)CX + B(0, 2eAr).

e sempre a meno di sottosuccessioni, dal Lemma 3.13, otteniamo
U (2", Ar)

1
or (2, 5)\7“)

< (B4 2a)ypA™r™ (3.18)
1

> iﬁfym?_m)\mrm. (3.19)

Dunque abbiamo

Ar
[ HT (SN OB (", ) dE < e, M) < (5 +20)y AT

1
5}\7"
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e applicando il Teorema del valor medio sappiamo che esistono dei p; tali che
H™ N (Se NOB(x*, pr)) < 2(8 + 20)ym A™ rm =t (3.20)

Avendo a disposizione un piano approssimante Y, possiamo ora applicare il
Lemma 1.47 nella palla B(z*, pi.), affermando che o vale

2" Yim

m—1

H™(Se N Bz, pi)) > Ymph —

2e M H™ (S N B(2*, p)) (3.21)

oppure (applicando anche il Teorema 1.41) potremmo tagliare da Sy la palla
B(z*, pi) e sostituirla con una “toppa” S}, con la proprieta

22" Ym

Ym—1

H"(S,) < 2e M H™ (S N OB(z*, pr))

ma siccome Sy — Sp otteneniamo (usando (3.18), (3.20) e la proprietd (3.2))

LS < W80 Bt ) < M (S + =
22y m—1,_m—1
< 2eAT2(B + 20) Y AT + g
TYm—1

il che & impossibile se si prende ¢ sufficientemente piccolo. Dunque deve vale-
re (3.21) cioe in base a (3.18)

2m+2,)/2
Or(x*, pr) = Ympf — ——(B + 20) A

m—1

A meno di sottosuccessioni, possiamo supporre che p, — p con %)\r <p<lAre
quindi, per ogni 4 > 0 avremo

22m+2 2

lim sup @i (27, p + 6) > Ymplt — 2 (5 + 20) A"

k—o0 m—1

sapendo che
pr(z™, p+0) < (B+a)ym(p+0)™
e facendo tendere § a zero si ottiene
2m+2
B+a>1-— 7%(B+2a)5.

m—1

Siccome ¢ e a possono essere presi piccoli a piacere si ottiene come voluto
B>1.

|

Lemma 3.15 Siano dati: un chiuso Sy, 0 >0, e9 >0 ee < 1—cosf. Sia B(z,r) una palla
tale che per ogni 0 piccolo a piacere si puo trovare un insieme di palle disgiunte {B(x;,r;)}
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e per ogni i si abbia un m-piano Y; passante per x; e che formi un angolo maggiore di @ con
il segmento [x;;x]. Se poi abbiamo

B(z;,r;) € B(x,r) (3.22)
wolmiyri) > Yurl® (3.24)
Z YmTIt > ep (3.25)
SO ﬂB(Q?i,Ti) g Ei—FB(O,é“Ti) (326)
allora ; m
1—cosf —=¢
ala) < gulr) = e (505

Questo lemma verra utilizzato nella dimostrazione del Teorema 3.4 in una argomentazione
per assurdo. Le ipotesi del lemma ci dicono grosso modo che I'insieme S & disposto perpen-
dicolarmente ai raggi uscenti dal punto x fissato. Quindi quando calcoliamo 1) otteniamo
un valore “molto” minore a ¢, in quanto si avrebbe ¢ = ¢ se 'insieme Sy fosse disposto
parallelamente ai raggi uscenti da xz. Questo ci condurra ad un assurdo se prendiamo come
Sp una superficie minima, e ci permettera di affermare che tali piani “tangenti” sono molto
vicini tra loro.

Dimostrazione:

Sia ¥ un m-piano e y1,y, € ¥ siano due punti distanti a tra loro. Definiamo
allora d(o, p,t) come il diametro di ¥ N B(y1, p) N 0B(ya,t) e o(a, p,t) come la
misura H™ ! dello stesso insieme. Da questa definizione si ottiene subito che

/0 o(a, p,t) dt = H™(E N B(y1, p) N Blys, 1)) (3.27)
e per 0 > p si ha (si veda la definizione 1.26)

Hi " (B(y1, p) N9B(y2, 1)) < vm_l(%d(a, o)™ < o(a,pt).  (3.28)

Ci sara utile estendere la famiglia di palle {B(z;,r;)} ad un ricoprimento della
palla B(z, 7). Per fare questo consideriamo un insieme di palle B(z, %) di raggio
r’. < ¢ che abbiano le seguenti proprieta (come assicurato dalla definizione di

i
misura sferica di Hausdorff)

So N B(xz,r)\ U(SO N B(x;, 1)) C UB(x;-, r5)
H™ <SO N B(z,r)\ U(Sg N B(x;, 7“1))> +0 > nymr';-n (3.29)

Consideriamo ora un qualunque 7 per cui si abbia |x — x;| > r;, dalle equazio-
ni (3.27) e (3.28) otteniamo (prendendo un qualunque m-piano ¥ passante per
zrex)

i

/ "HI LSy N 0B (1) N B(a, 1)) dt (3.30)
0
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Figura 3.3: Il disco colorato ha raggio £(1 — cosf — &)r;.

IN

/ Hr=1(OB(x, 1) N B« ")) dt

VIR
< [ olle =5l
0
= H™XEN B(:cj, r]) N B(x,r))
< H™EN B, 1) = ymr’}
Ora sfruttando la proprieta (3.26) possiamo affermare che preso R = |z —
x;| — r; cos @ — r;e si ottiene Sy N B(x;,r;) N B(x, R) = () e quindi, scegliendo un

qualunque m-piano ¥ passante per x e z;, e applicando di nuovo (3.28) e (3.27)
otteniamo

/H 1(So N OB, 1) N Blas, ) dt

< Lay—l(aB(x,t)mB(xi,ri))

r R
< /a(|x—xi|,ri,t)dt—/ oz — zi|, 7, ¢) At
0 0

sappiamo poi (sempre dall’equazione (3.27)) che
R
/ U(|x—xl|,r“t)dt:’Hm(EﬂB(x,R)ﬂB(xZ,T‘Z)),
0

si trova poi facilmente che 'insieme B(x, R)NB(x;, r;) contiene una palla di rag-
gio almeno 3(1—cos —¢)r; (Figura 3.3) e quindi, continuando le disuaguaglianze
precedenti

. (3.31)

1_ _ m
[ (Son 9B e, )N B, 1)) At < 7t = ($>

Consideriamo ora il caso |r — x;| < r; < § che si puo verificare al massimo per
un solo i = iy in quanto le palle B(z;,7;) sono disgiunte e dunque una sola di
queste puo contenere il punto z. Sfruttando ancora le proprieta (3.28) e (3.27)
si trova

/ HI Sy NOB(x,t) N B, 1i,)) dt < YmTin < YmOm- (3.32)

57
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Possiamo ora finalmente fare la stima

/Or H 1 (So N OB(z, 1)) dt
_ /0’"7{;;1—1 ((L]JB(x;,r;-)ULiJB(xi,ri)> msomaB(x,t)> dt
< z]:/o HI L (So N OB(, £) N B(x, 1)) dt
n Z/O H=1(Sy N OB (x,£) N Blws, ) dt

e applicando (3.30) al primo addendo e (3.31) e (3.32) al secondo addendo
otteniamo

/r HI 1 (Sy N OB (x, 1)) dt
0
ym m 1—cosf—e\"
B (B (T P
i i

Continuiamo la catena di disuguaglianze usando (3.29) e le ipotesi (3.24) e (3.25)
per ottenere

/r H1(Sy N OB (x, 1)) dt
0

< H™ (So N B(x,r)\ U(SO N B(x;, rl))> + 0+ Yo"

Loy (U(SU N B(:mm))) — € (%)m

)

1—cosf—e\"
< H™(SoNB(z,7)) — ey (f) + 0+ o™
che al tendere di § a zero e proprio quello che volevamo dimostrare. O

3.2 La dimostrazione del teorema di regolarita

Sia Sy una superficie minima propria. Abbiamo gia visto nella Proposizione 3.6 che la
successione costante Sy = Sy verifica le ipotesi (3.1), (3.2), (3.3) e (3.4) e potremo quindi
applicare tutti i lemmi della Sezione 3.1 a tale particolare successione. Il Lemma 3.14 ci
dice che 8 > 1, cioé che per ogni palla B(z,r) centrata su Sy e disgiunta da A si ha

H™(Sy N B(z,1))

Y™

>1

e quindi abbiamo automaticamente

lim inf H™(S 0 B(x, 7))

r—0 Y ™

> 1.

D’altra parte, per il Lemma 1.32, sappiamo che deve valere 'uguaglianza per quasi tutti i
punti di S\ A. Per completare la dimostrazione, ricordando il Teorema 2.2, bastera dunque
verificare il seguente
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Teorema 3.16 Nelle ipotesi del Teorema 3.4, per ogni punto xqo in Sy \ A per cui vale

lim inf LO(%’ r)
r—0 f}/mrm

<1,

dato comunque €9 > 0, esiste un R > 0 per cui vale la condizione-(ey, R) nel punto xy.

La dimostrazione di questo teorema sara ancora un po’ laboriosa. Dovremo dimostrare che
in ogni palla abbastanza piccola B(z/, %'), si puo trovare un piano distante da Sy meno di
80TC

Dimostreremo innanzitutto che dati m+2 punti y; € SoNB(z',r'/4) si pud trovare un piano
Y da cui tali punti distano “poco”. Per fare questo applichiamo dapprima il Lemma 3.12
in modo da trovare per ogni famiglia di palle disgiunte contenute in B(x’, TZ’), una famiglia
di piani approssimanti. Il Lemma 3.15 ci dice dunque che a costo di prendere delle famiglie
di palle con raggi sempre piu piccoli, riusciamo a trovare che 'area di Sy contenuta nelle
palle i cui piani corrispondenti sono “molto” distanti dai punti y; non puo essere molto
grande. Scegliendo le costanti in maniera opportuna riusciamo a fare in modo che tale area
sia minore del dovuto, assicurando in tal modo l’esistenza di un piano che disti poco da
tutti i punti y;.

A questo punto (parleremo ora di triangoli e tetraedri, come se fossimo nel caso m = 2 e
n = 3) consideriamo il triangolo di area massima con vertici su Sy N B(2', =) e chiamiamo a
I’area di tale triangolo. Siano ¥, ..., ¥, 1 vertici di tale triangolo, e sia ¥, un qualunque
punto di Sy N B(a', %') Per quanto visto sopra, possiamo associare a questi m + 2 punti,
un piano Y che ci disti poco. Da questi m + 2 punti otteniamo un tetraedro che deve avere
volume piuttosto piccolo, essendo i punti poco distanti da un piano, dunque avendo scelto
la “base” del tetraedro in modo che avesse area massima, la distanza del vertice y,, o dal

piano passante per gli altri vertici dev’essere piccola.

In questo modo abbiamo dimostrato che 'insieme Sy ristretto ad una generica palla B(z’, TZ'),
dista poco da un piano Y'. Per dimostrare che in tale palla anche il piano dista poco
dall’insieme, avendo a disposizione il piano approssimante Y, bastera usare il Lemma 1.47
che ci assicura che se non si possono trovare superfici di area molto piccola con lo stesso
bordo all’interno della palla (che & vero per le superfici di area minima) allora la superficie
So proiettata sul piano X' riempie buona parte del disco ' N B(2/, TZ') Quindi per ogni
punto di tale disco si puo trovare un punto di Sy che ci si proietta e che quindi ci dista poco.

Dimostrazione:

Consideriamo un 0 < £ < g¢, e siano « e A le costanti date dal Lemma 3.12

dove possiamo supporre che sia @ < . Per ipotesi abbiamo un punto zy € Sy
per cui

To,T

lirninfL)( 0.7)

r—0 ’%nT"l

<1

quindi avremo = 1 e potremo trovare un r; per cui vale

< 900(%,7“1)

(6
<14 —

1 < .
Y T™ 32

Possiamo dunque applicare il Lemma 3.13, che in questo caso ci dice che esiste
un 7, tale che per ogni palla B(x,r) centrata in Sy e contenuta in B(xg, ) si ha

1< 77/}0(1‘77“) < (100(1‘77“)
T YmI™ T Y™

<l+a (3.33)
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e quindi, applicando anche il Lemma 3.12 sappiamo che per ogni tale palla
B(z,r) esiste un punto z* € Sy ed un piano ¥ passante per z* tali che

Prendiamo ora una generica palla B(z',r")CB(xg,79) e prendiamo m + 2 punti
Y, - -+, Ymio contenuti in So N B(z',r’'/4). Per il Teorema 1.30 per ogni 6 > 0
possiamo trovare una famiglia finita di palle disgiunte B(x;s, p;s) centrate in S,
contenute in B(z',r'/4) e con p;s < ¢ tali che

1
> H™(So N B(wis, pis)) > 57—[’”(50 N B(z',r'/8))
da cui usando 3.33 si ottiene

m 1 om ' Y (T\"

Ovviamente per ogni j < m + 2 e per ogni ¢
B(x’iJJ pi5)gB(x,; rl/4)gB(x07 TU)

e applicando il Lemma 3.12 possiamo trovare dei punti zj; € S; e dei piani
m~dimensionali ;5 tali che

So N B(zl5, A\pis) < s+ B(0,eXp;s)
B(z5, A\pis) CB(2is, pis)-

Scegliamo ¢ in modo che valga 1 — cosf = 3¢, e sia I;; I'insieme di indici 7 per
cui [x}5, y;] forma un angolo maggiore di  con ¥;5. Avendo posto

“ " s(m In?:)A(n; +a) <%>m

se fissato j esistessero dei 0 piccoli a piacere per cui

Z ’Ymp?g)\m > €y
1€

avremmo, applicando il Lemma 3.15

1 —cosH—a)m

12 S a2 = e (155

da cui si ottiene, usando anche (3.33)

"\ m
Tm (5) S wﬂ(yja TI/Q) S @U(yja TI/Q) — €9€

r

! m
< (I+a) <§> Tm — €™
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cioe, con semplici calcoli, supponendo a < 1, si ha

da(m+3) > (%)m

che possiamo supporre sia falso, avendo preso o < ¢. Dunque possiamo affer-
mare che per tutti 4 abbastanza piccoli si ha

,},m)\m 7,/ m
mPI AT < —
2 YmPiy 2(m+3)(1+a)<8>

1€l

per cui, ricordando (3.34), essendoci solo m+ 2 punti y;, dovra esistere un i che
non appartiene a nessun I;5. Dunque abbiamo dimostrato che presi comunque
m + 2 punti {y;} di Sy N B(z',r'/4) possiamo trovare un piano ¥ tale che ogni
y; dista meno di %r’ sinf da X. Avendo scelto 1 — cos f = 3¢ abbiamo poi

1 1 1
57“' sinf = 57“'\/1 —cos?f = 57“,\/36(1 + cos0)
1 Y
< g\/ér’\/é < ZT,\/E'

Consideriamo ora tutti gli m-simplessi’ con vertici in Sy N B(z',7'/4). Siano
dunque yy, ..., yme1 1 vertici dell’m-simplesso di m-area massima tra tutti quelli
considerati, e chiamiamo a tale area. Sia ora y,,,2 un qualunque altro punto
di So N B(a',r"/4) e sia ¥ I'm-piano, corrispondente ai punti 4, ..., Ymi2 come
abbiamo visto in precedenza. Chiamando A I'(m + 1)-simplesso con vertici
Y1y - - Ymao, abbiamo che I'm-area delle faccie di A sara al massimo a, quindi
l'area della proiezione di A su ¥ non pud superare (m + 2)a, e I’(m + 1)-area
di A sarad minore di g(m + 2)ar'y/z. Dunque ¥y, o dovra stare ad una distanza
minore di 2(m + 1)(m + 2)r’\/z dall'm-piano passante per yi, ..., Yms+1. Avendo
posto £ < g possiamo supporre che valga g(m + 1)(m + 2)r'\/e < gor'/64. Se
poi chiamiamo ¥’ I'm-piano parallelo a quello per yq, ..., yn,1 € passante per 2/,
sappiamo dunque che ogni punto di Sy N B(z',r'/4) dista meno di gyr’/32 da ¥'.

Abbiamo dunque dimostrato che per ogni B(z',r")CB(xg, o) si puo trovare un
m-piano ¥’ tale che

r! r!
Sg NnB (:L‘I, Z) gz’ + B (0,50@) . (335)
Essendo
Lo I\ m
T sn 0B ) ar < i < 0 e (5)
"’

il Teorema del valor medio ci garantisce 1’esistenza di un r con %r’ <r< ir’ per
cui si ha
()
_ 4
H™ Sy NOB(x',7)) < (14 a)ym T
8

Per m-simplesso intenderemo l'inviluppo convesso di m + 1 punti, che saranno i vertici di tale simplesso.
L’m-~area del simplesso sara la sua misura H™.
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e dalla (3.33)

4 2 \r
H™ N (SyndB(z',7)) r <r>m

- 1+« 8. om \p/
> %m—l(somaB(x',r))mLm.

H™(So N B(2',7)) > Y™ = (r—l>m@ (£>m

T’

Dunque dal Lemma 1.47 siccome per £, abbastanza piccolo possiamo supporre
che si abbia
m / m—1 ! om Tm EoT
H™(So N B(z',r)) >H"™ (SoNoB(x',r)) -2 e
Tm—1

otteniamo che la proiezione di Sy N B(2',7) su ¥’ deve contenere X' N B(a', (1 —
1
1€0)7).

Vogliamo ora dimostrare che

>N B (x' 1#) C (SOmB (:g’ 1#)) Lo, (3.36)
8= '3 116

eor’
32

Da quanto visto

Preso dunque un punto p € ¥'N B(a/, ér’) sia p’ € X' N B(x, %r’ _

er’

) il punto
di minima distanza da p. Si ha ovviamente |p — p'| < 55.
in precedenza, essendo per gy piccolo, (1 — ieo)r > % sappiamo che esiste un
punto p” € So N B(z',r) che si proietta su p'. Dalla condizione 3.35 abbiamo
Ip —p"| < Eg—;' e quindi p" € B(x',r'over8). Dunque abbiamo trovato un punto

! . . ! .
2" € Sy N B(a2', %) che dista da 2 meno di “& come volevamo dimostrare.

Abbiamo in conclusione essendo valide (3.35) e (3.36) per ogni B(z', r")C B(xg, 1o,
che vale la condizione-(go, R) in zy se scegliamo R = 72. O



Capitolo 4

Esistenza delle superfici minime

In questo capitolo dimostreremo il seguente teorema.

Teorema 4.1 (esistenza) Sia dato un compatto ACR™ e L un sottogruppo di H,, 1(A).
Allora esiste una superficie minima propria So € S(L).

La dimostrazione consiste nel trovare una particolare successione {S;} minimizzante ’area,
e quindi, usando i lemmi della Sezione 3.1, dimostrare che su tale successione c’e la semi-
continuita della misura H™.

4.1 Costruzione della successione minimizzante

Per i Teoremi 1.20 e 1.40, sappiamo che I'insieme S(L) & compatto. In generale perd non
possiamo scegliere una qualunque sucessione minimizzante, in quanto la misura di Hausdorff
non ¢ inferiormente semicontinua su questo spazio (si veda I’esempio 1.29). Costruiremo una
successione {Si} che verifichi le ipotesi (3.1), (3.2), (3.3) e (3.4) del Capitolo 3. Per evitare
fenomeni come quello dell’Esempio 1.29, sceglieremo le superfici S in modo che oltre a
minimizzare I’area, minimizzino anche le intersezioni con un opportuno reticolo 7} di cubi
e vedremo che questo basta per verificare 'ipotesi (3.3).

Sia 7, = 27% e sia g, < 272%™ una successione infinitesima. Supponiamo ancora m > 2.

Consideriamo una famiglia T, di cubi di lato 3z, i cui centri formino un reticolo cubico

parallelo alle facce dei cubi e di larghezza 3’“—; Sia dato un chiuso A e L un sottogruppo
di H,,—1(A) e sia u(L) come dalla Definizione 3.1. Denotiamo con a4(S) il numero di cubi

della famiglia T}, che intersecano S e poniamo
o = inf ay,(S)

dove l'inf viene fatto su tutti i chiusi S € S(L) per cui vale H™(S) < pu(L) + &x. Essendo
@ (S) un numero intero, I’estremo inferiore sara un minimo, cioé potremo trovare un chiuso
Sk € S(L) con H™(Sy) < u(L) + £y tale che ax(Sk) = ax.

Supponiamo ora (estraendo una sottosuccessione) che S, — Sy e che D(S;, So) < 31y,
in modo che la successione verifichi le ipotesi (3.1), (3.2) e (3.4). Per quanto riguarda
I'ipotesi (3.3) basta verificare che per ogni palla B(xg,r) centrata in Sy, disgiunta da A e
con r > r; si ha

1
H™ (S, N B(xg,7) > 2—mK'rm.
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Se prendiamo un punto x € Sy tale che |z — xy| < %rk mediante il Teorema 4.2 seguente,
otteniamo facilmente, come voluto,

H™(Sk N B(xg,7) > H™(SpN B(x,r — %rk)

! 1 m ! r mn 1 .. m
> K'r—=-rp)">K' (=] =—K"r™
2 2 2m
Teorema 4.2 Sia Sy la successione di superfici appena costruita. Allora esiste una costante
K' tale che per ogni k, se B(xz,r) é una palla centrata su Sk, che non interseca A e r > 1y
st ha
H™(Sp N B(x,7)) > K'r™.

Vediamo qual & I'idea della dimostrazione. Sia data una palla B(z,r) centrata su Sg. Prima
di tutto si vuole dimostrare che se r > %rk allora

H™ (S N B(x,r)) > 2.

Se questo & vero, sfruttando la disuguaglianza isoperimetrica (Lemma 1.46) avremmo che
anche H™ (S, NIB(x, 1)) = d%zbk (x,r) deve essere non troppo piccolo. Dunque, mediante
integrazione, otteniamo ¢y (x,r) > K'r™, da cui, usando il Lemma 1.42, segue direttamente
la tesi.

Supporremo quindi, per assurdo, che esista una palla B(x,r) tale che
op(x,r) =H"(Sp N B(x,r)) < 2y,

se si pensa al fenomeno dell’Esempio 1.29, stiamo prendendo un punto z proprio in cima ad
un “tentacolo”. Si otterra ’assurdo, quindi, riuscendo a “tagliare” il tentacolo in modo da
ottenere una superficie di area minore e che interseca meno cubi. Vogliamo innanzitutto far
vedere che localmente la superficie pué essere rimpiazzata da una superficie di area “molto”
minore. La stima su g varra infatti anche per ¢ (z,r) e quindi, per il teorema del valor
medio, riusciamo a trovare un r’ < %rk < r tale che

%wk(aj, ') = H™ (S, N OB(z,1"))

sia piccolo. Usando dunque la disuguaglianza isoperimetrica sulla palla B(z, '), se le co-
stanti sono state scelte opportunamente, riusciamo a trovare una superficie S, che coincide
con Sy fuori da B(x,r’) ma di area “molto” minore a quella di Si. Ovviamente la superficie
S; pur avendo area minore, potrebbe essere fatta molto peggio di S nel senso che si potreb-
be avere ay(S;) > ax(Sk). Lo strumento fondamentale che ora useremo, ¢ il Lemma 1.48.
Siccome stiamo trattando una superficie che, all'interno di B(z, '), ha area molto piccola,
tale lemma ci assicura che preso qualunque cubo CCB(z, ') possiamo costruire una super-
ficie di area maggiore, ma che non interseca il cubo C', e che non interseca piu cubi di quelli
che intersecava prima. Sia S}, = Sy \ (S N B(x,r")). Se applichiamo il lemma alla superficie
Sy per tutti i cubi C che intersecano S}, riusciamo ad ottenere, una superficie che ha ancora
area minore di quella di S; che non interseca pii cubi di quanto non facesse Sy e che non
interseca i cubi contenenti x come invece faceva Sy. Quindi oy (Sg) > ay, che & assurdo.

Dimostrazione:
Sia K una costante maggiore, di ognuna delle costanti date dai Lemmi 1.46



4.1.
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e 1.48 e poniamo

O = (3'Ck)n
= (2K)™°

Uk

Supponiamo, che esista una palla B(z,r) centrata su Sk, disgiunta da A e con
r > %rk per cui vale

H™ (S N B(xz,1)) < 2¢k. (4.1)
Prima di tutto dimostreremo che esiste r’ con irk <r< %rk tale che

m
m—1

K (M1 (SpnaB(z,r"))" "

< uy / H™ (S, N Bz, 1)) dt (4.2)
0
cioe, usando la Definizione 3.5
m—1 d
K

(-t 1) < ™

m—2 m — 1
<™ Pz,
— Yk ( ’ ) m
Se cio non fosse vero avrei, per ogni 7’ € [Lry, 2r]
) 1" kyglk
KN\ Loy (z ')
]- < <_> L ,mfl
Uy, Y (z,r') " m
che integrato da irk a %rk da
1

b () (i

A
3
/N
N——
K
8
|
1
N
3
|
=
B
8
|
1
Nl
3=
N——

cioe

Tk m K m—1
oz (o) ()

8m Uy,
Sapendo che ¢y (z, grk) < pp(x,r) < 2¢4, otteniamo un assurdo se imponiamo

1 T m K m—1
«<3(m) &)
2 \8m Uy,
Dunque sappiamo che vale (4.2), che usando il Lemma 1.42 diventa
K (H™ 1(Sen 0Bz, 1) " < weH™(Sp N Bz, 1')).
Il Lemma 1.46 mi dice dunque che posso trovare una superficie D da “incollare”
a Sg \ B(z,r") (tramite il Teorema 1.41) con
H™(D) < K(H™ ' (S, N oB(z,r")))

T < K
ottenendo una superficie S; = Sy \ B(x,r') U D con la proprieta

_m
m—

H™(S; N B(x,r")) < upyH™(Sk N B(z,r")).

(4.3)



66

CAPITOLO 4. ESISTENZA DELLE SUPERFICI MINIME

Consideriamo ora la famiglia T}, () formata dai cubi di T, contenuti in B(z, 3ry)
e sia oy, (x) il numero di cubi di Tj(z) = {C,...,Cy,(2)}-

Si ottiene facilmente la seguente stima

1 n n
Yo 37 3.2k

(5%)
Sia S}, = Sk \ (Sx N B(z,r")). Vogliamo definire, per induzione, delle superfici S
(1=0,...,01(x)) con le seguenti proprieta
(i) S € S(L);

)
) Si28},

) H™(SE\ (Sh) < (K)"H™(Si 0 B(x,1"))
(iv) sei > 1, perogni j=1,...,0(x)

S]iilﬂCj:(biS]iﬁCj:@;

(ii

(iii

(v) per ognii>1
SiNCi=0 = SpnC;=0.
Per i = 0 definiamo S = S;. Per come era stata scelta S;, le proprieta sono
tutte verificate.

Sia orai > 0. Se S;NC; # () basta definire S} = S,i_l per avere tutte le proprieta
verificate. Supponiamo allora che sia S;, N C; = (. Abbiamo quindi, usando la
proprieta induttiva (iii),

H™(S; N0 <

< (Sk "\ S NC) +H™ (S NS N C)
<

S,i_l \ Sp) + H™(S, N Cy) < (2[()1*17{’"(5,’; N B(z,r")
e sfruttando anche (4.3) e (4.1)

H™(S; N C) (2K) " up H™(Sk N B(w, ")) < (2K)7F My 2ey,
(ZK)”kukak.

H™(
H™(

<
<

Possiamo dunque applicare il Lemma 1.48 se imponiamo che valga

(2m+2nm)—n+m (;_Ilz)m

3mgm [m—1
in modo da ottenere (usando come al solito il Teorema 1.41) una superficie
St € S(L) che non interseca il cubo C; (e quindi verifica (v)), che non interseca
pitl cubi di quanti ne intersecava S}, ! (cioe vale (iv)), che coincide con S}, ' fuori
da Cj e tale che

(QK)UkUkSk <

H™(S;NCy) < KH™(S)'n ). (4.4)
La proprieta (i) vale per il Lemma 1.48, la (ii) vale in quanto sappiamo che C; N
S}, = . Verifichiamo la proprieta (iii) sfruttando I'induzione e 'equazione (4.4)
HUSI\SY) < WS T+ M (ST )
EH™ (S N G) +H™ (S \ Ci) \ Sp)
KH™(S; '\ Sp) < K(2K)™'H™(S5 N B(x,1'))
(2K)"H™ (S} N B(z,1")).

VANVANRVANRVAN
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Dunque abbiamo ottenuto una superficie SZ’“(:C) € S(L). Dalla proprieta (iii) e
dalla (4.3)

H™ (S 0 B, )

(2K)7*H™ (S}, N B(z,7"))

(2K) 7 upH™ (S, N B(z, "))

H™ (S N B(x, "))

IA N IA

2K)
2K)
ma uy, < (2K)—oy quindi

H™(ST) A Bz, r')) < H™(Sp N B(z,1')). (4.5)

Se ora prendiamo un cubo C, € T} con = € C,, abbiamo CCB(z, ") quindi
C, N S, = 0. Dunque dalla proprieta (v) e (iv) sappiamo che S,Zk(x) NC, =10
mentre ovviamente Sy NC, 3 z. D’altra parte sempre per la proprieta (v), preso

un qualunque cubo C' € T}, abbiamo che se CﬂSZ’“(I) # (), allora si ha CNS), # ()
e quindi, in conclusione, otteniamo

(S < ar(Sh)
e ricordando che vale (4.5)
ap < ap(Sk)
che contraddice la scelta di Sj.

Dunque ’equazione (4.1) dev’essere falsa, il che vuol dire che per ogni palla
B(z,r), r > %rk, centrata su Sy e disgiunta da A si ha

H™(S, N B(z,7)) > 264 (4.6)

Per il Lemma 1.46, posso sostituire S, N B(z, r), senza modificarne il bordo, con
una “toppa” D per cui vale

H™(B) < K (H™'(Sx N 0B(x,7))) " .
Ma essendo H™(Sk) < u(L) + £ otteniamo
H™(Sp N B(x,7)) — e < KH™ (S, NOB(z,r))m—T
usando il Lemma 1.42 e (4.6) otteniamo
1 1

577/%(1‘,7”) < §(Pk($vr) < Sok(l‘ar) — &k

< K (%wk(a:,r)> "

cioe

%¢k(‘r7 7”) Z (ZK),WT*I

m—1

wk(xar) m

che integrata da %rk ar,cida

miy(, )% — my(, %Tk)% > (r— %Tk)(QK)_mT_.

Quindi, per r > %rk, otteniamo
1 —-m
m™ g (z, 1) > (57’)’"(2[()1

e quindi la tesi del teorema. O
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4.2 La dimostrazione del teorema di esistenza

Per completare la dimostrazione del Teorema 4.1, ci servira ancora il seguente lemma.

Lemma 4.3 Sia A un compatto di R™ e L un sottogruppo di H, 1(A) e sia data una
successione {Si} con le proprieta (3.1), (3.2), (3.3) e (3.4). Sia Qo un aperto che non
interseca A. Allora

Dimostrazione:
Notiamo innanzitutto che se abbiamo un insieme finito di palle B(x;, r;) centrate
in Sy, disgiunte da A e tutte contenute in un aperto € fissato, si ha

;vmri < ;hggg}f?{ (Sk N B(x4,73)) (4.7)

< lign inf H™ <U(Sk N B(x, rl))> < lilgn inf H™ (S, N Q). (4.8)

)

Sia ora {z;};cr un d-reticolo di Sy \ (A + B(0,9")) (si veda la Definizione 1.27),
vogliamo stimare il numero di palle del reticolo che intersecano una certa pal-
la B(x;,,0) cioe il valore di N = |{i € I t.c. |x; —x;| < 26}|. Abbiamo

ovviamente 5
U B« 2)cB <x¢0,§5>
2 2

|Cci—l‘i0 |<2d

essendo |x; — x| > 0 per i # i'. Dunque abbiamo

s\" s\"
) -2
2 |xi—xi0|<26 2

— ’H"( U B(xi,§>)
|$i_$i0‘<25 2

< (B (7 28)) = m(30)"

da cui si ricava N < 5". Quindi possiamo dividere l'insieme I degli indici
del reticolo in sottoinsiemi I;, in modo che ogni {B(x;,d) t.c. i € I;} sia
formato da palle disgiunte e che se ¢ € I non appartiene a I; per j = 1,..., jo,
allora B(z;,d) deve intersecare almeno una palla B(zy,d) con i’ € I; per ogni
j=1,...,70. Dunque per quanto visto prima ci possono essere al pitt 5" insiemi
I;. Per la disuguaglianza (4.7), prendendo Q2 = R" \ (A + B(0,¢')) otteniamo

> ™ < likrgglfﬂm(sk NQ) < u(L)

’iGIj

e quindi

Z'Ym(sm = Z Z Y™ < 5nM(L)'

Jj i€l;

Di conseguenza otteniamo (si veda la Definizionel.26)

M5 (S0 \ (A + B(0,8"))) < 5"u(L)
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e quindi facendo tendere a zero prima § e poi ¢’ abbiamo

H™(Sp \ A) < 0.

Consideriamo ora l'aperto 2, dato nelle ipotesi. Per il Teorema 1.30, dato un
d > 0, possiamo ricoprire qusi tutto Sy N con una famiglia { B(z;, ;) di palle
centrate in Sp, contenute in B(z,7) e con r; < ¢. Ancora usando 4.7, abbiamo,
prendendo = )
var;n < lilggglf’}-lm(Sk N Q)
13

cioe per ogni §
HF (So N Q) < lilgn inf H™ (S, N Q)
—00

e quindi, come si voleva dimostrare

Hm(SO N Qo) S h]:n mem(Sk N QO)
—00

Possiamo ora dimostrare molto semplicemente il Teorema 4.1 di esistenza.

Dimostrazione:
Prendiamo la successione {Sy} definita nella Sezione 4.1. Prendiamo Qy = R™\ A
e applichiamo il Lemma 4.3 per ottenere

HP(S)) = H™(So 1)+ H"(A) < liminf ™ (S, 1 Og) + H™(A)
= h,fgigf%m(sk) = u(L)

e quindi

H™(So) = p(L).
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