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Introduzione

Lo studio delle equazioni differenziali alle derivate parziali (PDEs) riveste un ruolo di fon-
damentale importanza non solo nel campo della ricerca matematica, bensi anche in diverse
discipline scientifiche che spaziano dalla fisica alla biologia: le relative applicazioni che richie-
dono la formulazione e la conseguente risoluzione di una specifica PDE sono infatti talmente
numerose e diversificate fra loro che questo fatto non sorprende piu di tanto. Questo elabo-
rato propone una trattazione incentrata totalmente sullo studio di PDEs ellittiche definite
su domini convessi, il cui obiettivo primario consiste nel determinare eventuali proprieta di

convessita delle relative soluzioni.

Uno dei primi risultati inerente tale argomento fu quello ottenuto nel 1971 da L.Makar-
Limanov. In [1] quest’ultimo riusci a dimostrare attraverso un ragionamento prettamente
geometrico il seguente fatto: considerata w la soluzione strettamente positiva dell’equazione
di torsione

Au+1=0

sull’insieme convesso 2 C R?, la funzione /u risulta concava.

Nel 1976 H.J.Brascamp e E.H.Lieb proposero invece in [2] un breve compendio inerente alcu-
ne notevoli disuguaglianze di convessitda, concentrandosi particolarmente sulla riformulazione
della disuguaglianza di Prékopa-Leindler nella propria forma essenziale. Utilizzando alcuni
espedienti fondamentalmente fisico-probabilistici derivati interamente da quest’ultima disu-
guaglianza riuscirono inoltre nel proporre un’interessante applicazione basata sull’equazione
di diffusione in R™. Quest’ultimo risultato porto infine alla semplice deduzione del seguente
fatto: la prima autofunzione uw dell’operatore di Laplace relativa al primo autovalore A dello

stesso operatore, soluzione sull’insieme convesso {2 C R™ della PDE ellitica
Au+ Au =0,
& una funzione logaritmicamente concava, ossia — log(u) & convessa.

Questi primi risultati si rivelarono basilari per poterne sviluppare alcune interessanti ge-
neralizzazioni. Nel 1983 N.J.Korevaar elaboro in [3] un metodo totalmente analitico per
analizzare il medesimo problema affrontato da H.J.Brascamp e E.H.Lieb. Introducendo il

principio del massimo per la concavita (PMC I) ottenne infatti un teorema estremamente



utile per poter determinare la proprieta di log-concavita della soluzione del problema agli

autovalori generalizzato.

Nel 1985 A.U.Kennington decise in [4] di rielaborare ulteriormente i risultati teorici ottenuti
da N.J.Korevaar: definendo esplicitamente il concetto di «-concavita riusci a proporre una
versione migliorata del principio del massimo per la concavita (PMC II), fornendo infine

numerose applicazioni riguardanti PDEs nonlineari:

Au+ f(z,u) = 0.

Questi ultimi risultati mettono in evidenza un fatto estremamente rilevante: la diversa pro-
prieta di concavita specifica richiesta sul termine nonlineare f(z,u) forzava la soluzione u della
PDE ad essere a-concava esclusivamente per determinati valori del parametro considerato.
Risulta pertanto naturale chiedersi cosa potrebbe succedere se la funzione f(z,u) fosse conca-
va solamente a meno di una piccola perturbazione. L’obiettivo di questa trattazione consiste
nel trovare una valida risposta per questo interrogativo. Introducendo preliminarmente il con-
cetto di d-concavita o concavita approssimata, generalizzeremo poi i risultati di N.J.Korevaar
e A.U.Kennington proponendo le due versioni del principio di 6-convessita (PCA I) e (PCA
II) per rispondere infine alla questione principale, stabilendo un risultato di J-convessita per

le soluzioni di determinate PDEs.



Capitolo 1

Makar-Limanov e I’equazione di

torsione Au+1=0

1.1 Nozioni preliminari

Prima di iniziare lo sviluppo vero e proprio della trattazione sono innanzitutto necessa-
rie alcune nozioni preliminari inerenti il concetto generale di conwvessitad, sostanzialmente filo
conduttore di tutto il discorso che affronteremo. Nonostante sia un argomento molto ampio,
forniremo solamente alcune definizioni basilari e strettamente indispensabili, ampliandole man

mano si riveleranno insufficienti.

In primo luogo, eccetto diverse ipotesi aggiuntive esplicitate, denoteremo con {2 un generico
sottoinsieme aperto e connesso di R™ con n > 2, generalmente dotato di una specifica proprieta

di convessita in conformita con le definizioni successive.

1.1 Definizione. Un insieme €2 C R" si definisce convesso se Vx,y € (Q il segmento congiun-
gente i due punti e interamente contenuto nell’insieme, ovvero [z,y] C Q.
Equivalentemente, € ¢ convesso se Vz,y € Q e YA € [0, 1] la combinazione convessa (1 —\)z+

Ay dei due punti appartiene all’insieme, ovvero si verifica che
(I=XNz+ Ay € Q.

1.2 Definizione. Sia 2 C R" un insieme convesso. Diremo che Q ¢ strettamente convesso
se Vo # y € 0Q! e VA € (0,1) la combinazione convessa dei due punti distinti appartiene

all’interno di €2, ovvero
(1 =Nz + Ay € Q) 00.

'Normalmente indichiamo con 0 il bordo dell’insieme Q. In questo capitolo tuttavia utilizzeremo spesso
la notazione alternativa I' := 02 per indicarne la frontiera.



1.3 Definizione. Sia  C R” un insieme convesso. Diremo che € & fortemente convesso? se

esiste 7 > 0 tale che Vz,y € Q con distanza3 ||z — y|| < 2r si ottiene che

Di(z,y)== () B()CQ
ZB,yEBT(')

In altre parole, cio significa che 'insieme 2 puo essere rappresentato come I'unione, al variare
di z,y € Q, degli insiemi D, (z,y), ciascuno definito come 'intersezione delle palle B,(-) di

raggio fissato r che contengono interamente il segmento [z, y].*

In secondo luogo proponiamo alcune semplici ma fondamentali definizioni e caratterizzazioni

(senza dimostrazione) inerenti i concetti di concavita e convessita di una funzione.

5

1.4 Definizione. Sia 2 C R” un insieme convesso. Una funzione® u : © — R si definisce

concava se Vr,y € Q e VA € [0,1] si verifica che
uw((1=XNz+Ay) > (1= Nu(z) + Mu(y).

Diremo invece che u & convessa se la funzione —u € concava, ovvero se la disuguaglianza
precedente ¢ verificata con verso opposto (<).
Una funzione u : Q@ — R si definisce inoltre strettamente concava se V,y € Q e VA € (0,1)

si verifica che
u((1 =Nz +Ay) > (1= ANu(z) + Au(y).

Diremo infine che u ¢ strettamente convessa se —u ¢ strettamente concava, ovvero se la

disuguaglianza precedente ¢ verificata con verso opposto (<).

1.5 Proposizione. Sia Q C R™ un insieme convesso e sia definita una funzione u € C1(Q)

il cui gradiente viene denotato con Vu. Allora valgono le sequenti caratterizzazioni:
u concava <= u(y) <u(z)+ Vu(z) (y—x) Vz,ye.

u convessa <= u(y) > u(z)+ Vu(z) - (y—z) Vr,ye
Dimostrazione. Omessa. O

1.6 Proposizione. Sia Q C R" un insieme convesso e sia definita una funzione u € C?(§2)

la cui matrice hessiana viene denotata con V2u.

2Esiste un’analoga definizione di insieme debolmente convesso, tuttavia non enunciata in quanto non
necessaria alla trattazione.

3 n

Indichiamo con ||z||:= z2 la norma euclidea del vettore z in R™.
=1

K3
4Senza fornire dettagli in merito, una definizione equivalente in geometria differenziale afferma che
un’insieme €2 & fortemente convesso se tutte le curvature principali di 92 sono strettamente positive.
®Nel seguito della trattazione le funzione introdotte saranno spesso definite sulla chiusura Q dell’insieme,
fatto che tuttavia non alterera la validita di tali definizioni.



La funzione u ¢ concava se e solo se la matrice hessiana V2u & semidefinita negativa, ovvero
seVx € Q eVE € R™ con & # 0 si verifica che

¢h . V2u(z) - € <0.

La funzione u ¢ convessa se e solo se la matrice hessiana V?u ¢ semidefinita positiva, ovvero
seVx € Q eVE € R™ con & # 0 si verifica che

¢l V2u(z) - € > 0.

Dimostrazione. Omessa. O

Introduciamo infine alcuni teoremi inerenti in particolare le funzioni subarmoniche e supe-
rarmoniche, proponendo dunque (senza dimostrazione) il principio del massimo in entrambe
le sue versioni ed il Lemma di Hopf. Premettiamo anzitutto la seguente definizione: considera-
ta una funzione u € C?(Q), definiamo 1’operatore di Laplace (pitt semplicemente Laplaciano)

nel seguente modo:

" 9%u(x
Au(az)::z:8 (z)

ox;
i=1 t

2
dove abbiamo denotato con auix(:”)

la derivata parziale® seconda della funzione u calcolata in

k3

x € () rispetto alla i-esima coordinata di R"™, denotata con x;.

1.7 Teorema (Principio del massimo (forma debole)). Sia Q@ C R™ un insieme limitato

e sia definita una funzione u € C?(Q2) N C(Q). Allora valgono le sequenti implicazioni:
Au>0 (u subarmonica) = maxu= max u.
Q

Au <0 (u superarmonica) = minu= rgin u.
Q
Dimostrazione. Omessa. t

1.8 Teorema (Principio del massimo (forma forte)). Sia Q@ C R™ un insieme limitato
e connesso e sia definita una funzione u € C%(Q) N C(Q). Supponiamo che Au > 0 (oppure

A <0) e che esista un punto interno xy € §2 tale che
u(zo) = maxu (oppure u(xp) = minu).
Q Q

Allora la funzione u é costante, ovvero esiste ¢ € R tale che u = c.

Dimostrazione. Omessa. O

5Per comodita utilizzeremo spesso la notazione alternativa Bfu(z) quando l’esplicitazione della variabile di
derivazione non risultera necessaria.



1.9 Lemma (di Hopf). Sia Q C R™ un insieme limitato tale che verifichi la condizione di
sfera interna (ISC)7 e sia definita una funzione u € C*(Q)NCY(Q). Supponiamo che Au >0
(oppure Au < 0) e che esista un punto xg € 02 tale che

u(xog) = maxu  (oppure u(zp) = minu).
Q Q

Allora la derivata normale® di u verifica la disuguaglianza

Lu(ajo) <0 oppure Lu(xo) >0),
ov ov

dove v € R™ denota il versore normale interno a €.

Dimostrazione. Omessa. O

1.2 La funzione di torsione

Dal punto di vista cronologico il primo risultato teorico in merito alle proprieta di convcavita
delle soluzioni di particolari equazioni differenziali alle derivate parziali (PDEs) fu quello
ottenuto in [1] dal matematico L.Makar-Limanov nel 1971. L’apporto fornito dal suddetto
lavoro si riveld talmente importante da diventare in breve tempo un modello per le ricerche
successive in tale ambito. Di seguito proponiamo una breve ma esaustiva discussione inerente
i risultati princiali ottenuti da L.Makar-Limanov, cercando soprattutto di chiarire eventuali

punti non particolarmente sviluppati nell’articolo originale.

Dato © C R? un insieme limitato e convesso con frontiera regolare I' € C2, definiamo una
funzione u : Q — R tale che soddisfi la condizione” wr = 0 sulla frontiera I'. Consideriamo ora
la seguente PDE lineare del secondo ordine, denominata anche equazione di torsione relativa
all’insieme €2:

Au+1=0. (1.1)

"Un insieme Q C R" soddisfa la condizione di sfera interna (ISC) se Va € 9S) esistono un punto y € Q ed
una costante r > 0 tali che valgano le seguenti condizioni:

B.(y)CQ e x€0Br(y).

Tale condizione viene generalmente soddisfatta da insiemi con frontiera parametrizzabile tramite curve con
alta regolarita: se infatti 0Q € C?, allora Q soddisfa la (ISC).

8La derivata normale di una funzione u € C*(Q) viene semplicemente definita come prodotto scalare in R™
tra il gradiente Vu della funzione ed il versore normale all’insieme {2 al variare di € 9€:

Ou(x)
ov

= Vu(z) - v(z).

“Dato un generico insieme A C R" diremo che w4 z 0 se Vz € A vale la condizione u(x) z 0. Notazioni
analoghe assumeranno il medesimo significato.



La soluzione!® u € C?(2) N C(2) dell’equazione (1.1) viene analogamente chiamata funzione
di torsione relativa all’insieme 2, terminologia specifica derivante dal fatto che u determina

proprio la rigidita torsionale T dell’insieme €2, quantita definita nel seguente modo:

e U1

ve HE()\{0} /HV’UHZ Qe
Q

L.Makar-Limanov ottenne in [1] tre risultati fondamentali che descrivevano le proprieta
caratteristiche della funzione w, riportati qui di seguito con relativa dimostrazione. Preli-
minarmente tuttavia enunciamo due lemmi indispensabili per sviluppare adeguatamente la

trattazione.

1.10 Lemma. [ punti stazionari interni (zo,y9) € Q\I' della funzione u, soluzione dell’equa-
zione (1.1), hanno hessiano VQU({L‘(),:I/Q) noto, ovvero possono essere sempre classificati come

punti di massimo, minimo o sella.

Dimostrazione. Considerato un generico punto stazionario interno (zo, yo) € Q\I" della funzio-
ne u, otteniamo banalmente che Vu(xg,yo) = 0. Consideriamo inoltre il differenziale secondo

d?u della stessa, definito nel seguente modo:

b [a
d2u = ada® + 2bdady + cdy?® — [d:c dy} ¢ I abceR,
b c dy
——
V2u(zo0,y0)

dove il termine V2u rappresenta la matrice hessiana'' della funzione u nel punto (zg, o).
Supponiamo per assurdo che si verifichi la condizione det(V?u) = ac — b?> < 0, ovvero che
(20, Yo) sia un punto di sella.

Definiamo allora una funzione ausiliaria nel seguente modo:

pla9) = u(,y) — ulzo, o) — Slale — o)’ + 26(z ~ 20)(y — ) + ey — o))

Ricavando dall’equazione (1.1) che Au(zo,yo) = a + ¢ = —1, si pud facilmente dedurre che

Ap(z,y) = Au(x,y) — (a + ¢) = 0, ovvero che la funzione ¢ & armonica in 2. Semplici

0Pyr considerando escluivamente soluzioni con regolarita al massimo C?, specifichiamo che tali PDEs avreb-
bero comunque senso considerando regolaritd inferiori del tipo H'. Prenderemo inoltre in considerazione esclu-
sivamente PDEs che ammettono proprieta di esistenza ed wunicita della soluzione, assunte pertanto sempre
verificate senza dimostrazione esplicita.

"Ricordiamo che la matrice hessiana di una funzione v € C?*(Q) risulta definita al variare di 4,5 = 1,...,n
nel seguente modo:

0%u
Vi = ,
amiax]‘
27 . . . . . . . . .
dove % denota la derivata parziale seconda della funzione u rispetto alla i-esima e j-esima componente di
19T
R™.



calcoli mostrano che I’hessiano Vv della funzione v nel punto (xg, o) risulta essere indefinito,

pertanto solo applicando il cosiddetto ”metodo delle rette”!'?

si puo verificare che lungo le
direzioni delle rette z = xg e y = yg il comportamento della funzione nell’intorno del punto
¢ quello di un flesso a tangente orizzontale, da cui otteniamo evidentemente che (zg,yp) deve
essere per la funzione v un punto critico (di tipo sella) di ordine superiore al secondo. Per
ragioni geometriche, ricordando oltretutto che v(x, yp) = 0, esistono dunque almeno tre curve
di livello passanti per il punto (zg, yo) tali che v = 0 su di esse, ovvero si afferma che la funzione
v ¢ indirizzata su I' a 0 in almeno sei punti distinti.!

Tuttavia sappiamo anche che la funzione v ¢ indirizzata su I" a 0 esclusivamente nei punti di

intersezione di I' con la curva ~y, definita nel seguente modo:
1
u(z0,Yo) + §[a($ — 20)? + 2b(z — 20)(y — yo) + c(y — y0)*] = 0.

Avendo supposto per ipotesi che ac — b? < 0, deduciamo immediatamente che la curva v pud

essere classificata nei seguenti modi:

» nel caso in cui u(zg,yp) = 0 la curva -y consiste in una conica degenere che si spezza in

due rette distinte (ac — b? < 0) o eventualmente coincidenti (ac — b = 0);

» nel caso in cui u(zg,yo) # 0 la curva ~ consiste invece in una coppia di rette distinte

(ac — b?> = 0) oppure in una conica generale di tipo iperbole (ac — b? < 0).

Nel caso in cui 7 si spezza in due rette (distinte o coincidenti) passanti per il punto (xo, o),
tenendo presente l'ipotesi di convessita di €2, 'insieme di intersezione v N I' consiste al piu di
quattro punti (rispettivamente tutti distinti o coincidenti a due a due). Nel caso invece in cui
~ consiste in un’iperbole con gli asintoti passanti per il punto (xg,yo), verifichiamo che non
ci possono essere piu di quattro punti d’intersezione. Denotato con +; uno qualsiasi dei due
rami dell’iperbole e fissato arbitrariamente un verso di percorrenza su di esso, si determinano
due punti P e @, intersezioni di 7; con I'. Tenendo nuovamente presente la convessita di
Q, il triangolo T' di vertici P, @ e (x¢,yo) risulta interamente contenuto nell’insieme in que-
stione. Dato che gli asintoti dell’iperbole passano per il punto (zg, o), il triangolo contiene
interamente ’arco di curva 1*: L appartenente a 1, pertanto y; N T' consiste in un insieme
di al piu due punti. Ripetendo analogamente il ragionamento sull’altro arco di iperbole o,
otteniamo il medesimo risultato e possiamo affermare che v N T' & costituito al piu da quattro
punti d’intersezione, fatto tuttavia assurdo per quanto precedentemente affermato. Il lemma

¢ dunque dimostrato. O

1.11 Lemma. Supponiamo che la funzione u, soluzione del problema (1.1), ammetta piu di
un punto di massimo locale interno (xg,yo). Allora la funzione u ammette almeno un punto

di sella interno (z1,y1).

12Questo metodo permette di determinare I’andamento generale della funzione in un punto delineandone il
comportamento solamente lungo determinate rette o direzioni passanti per quello stesso punto.

13Per quanto spiegato in [7] la funzione v non pud possedere un punto di sella ”classico” poiche nell’intorno
del punto (zo,yo0) non assume il comportamento tipico di un paraboloide iperbolico, ma piuttosto quello di
una cosiddetta ” monkey saddle” o in ogni caso di un punto critico (di tipo sella) almeno del terzo ordine.

10



Dimostrazione. Omessa.!* O

Combinando questi due lemmi appena dimostrati con il principio del massimo (forma
debole) (1.7) possiamo ora dimostrare alcune proprieta fondamentali della funzione di torsione
u. Innanzitutto dall’equazione (1.1) deduciamo che la funzione u & superarmonica in € poiche

Au = —1 < 0, pertanto applicando il Teorema (1.7) otteniamo che

min ¥ = min.
Q
Ricordando inoltre che uwr = 0, deduciamo immediatamente che la funzione u deve essere
necessariamente positiva in €2, ovvero ujg > 0. Il Lemma (1.10) afferma che la funzione u
non puo avere punti stazionari interni di tipo sella, ma esclusivamente di massimo o minimo.
Combinando questa osservazione con il Lemma (1.11) possiamo affermare che la funzione u
potrebbe ammettere al pitt un punto di massimo, altrimenti diversamente avrebbe anche un

punto di sella.

Constatato cio, possiamo ora proseguire dimostrando il primo teorema fondamentale enun-

ciato da L.Makar-Limanov.

1.12 Teorema. La funzione u, soluzione del problema (1.1), ammette un unico punto di

massimo locale (zo,Yyo).

Dimostrazione. 11 risultato si deduce immediatamente combinando il Lemma (1.10) ed il

Lemma (1.11), tenendo presente quanto appena osservato. ]

Denotato con D il determinante della matrice hessiana della funzione u e considerate le

seguenti quantita cosi definite:

o P o
0x? Oydxr O
0%u 0*u  Ou

Q:=T+2uD = - =,
oxdy Oy?2 Oy
Guou
Or oy

2 42 2 2 92
T::_<8u> 0%u 20u8u 0%u <8u> @

oy ) 022 "oz oyozoy  \oz) o7
0% 0%y
9.2
D := det(V?u) = g’fu 852(133 ,
drdy  Oy?

115 dimostrazione di questo lemma viene omessa poiché non indispensabile per la nostra trattazione. Pud
essere trovata completa consultando [19].

11



verifichiamo ora la validita del seguente lemma, indispensabile per la dimostrazione del teo-

rema successivo.

1.13 Lemma. Consideriamo la quantita @) precedentemente definita per la funzione u, solu-
zione del problema (1.1). Allora si verifica che AQ < 0.

Dimostrazione. Innanzitutto riscriviamo il determinante dell’hessiano V2u della funzione u

nel seguente modo:

0%u 0u 9%u \? Pu 0u\’ Pu 0u\’ u \ >
Y Jr) Ay (i B I [ i B .
0x2 Oy? Oyox 0x?2  0y? ox2 0y Oxdy

Applicando l'equazione (1.1) otteniamo facilmente la seguente disuguaglianza, condizione

necessariamente soddisfatta:

=(Au)’=1 = D<
~~

0%u 62u>2 iy
1

< (=222
= (8m2 + 0y?

NG

Considerando esclusivamente la limitazione alla condizione D < % risulta ben definita la

1
log|——D].
Tramite opportuni calcoli si verifica che la funzione log (i — D) risulta essere armonica sul-

1—D)=0.

Fissato r > 0, consideriamo ora la funzione di torsione 7 relativa ad una generica pal-

seguente funzione:

I’insieme ), ovvero otteniamo che A log (

la By(z) C Q di centro z = (Z,7) € Q e raggio r, esplicitamente definita dalla seguente

espressione:
Lo ~\2 2
ra,y) = B2 (@ =)~ (y—§)°].
Analogamente alla funzione u, si verifica facilmente che anche la funzione 7 & soluzione del
problema (1.1) precedentemente introdotto. Definita infine la funzione ausiliaria v := u — 7,
tramite opportuni calcoli otteniamo che Av = 0, ovvero che v deve essere una funzione

armonica in 2. Denotata inoltre con V2v la sua matrice hessiana, applicando nuovamente

lequazione (1.1) otteniamo la seguente uguaglianza:

Pu 1 9%u

25135 2 2
oy _|022 "2 9ydz | _ 1/ 0% 0% 1 1
det(V2o) = "2y * otu xl_D+2<am2+é’y2 =P
9zdy Oy 2 —

Possiamo ora dimostrare che la funzione log (—det(V%)) ¢ armonica ogniqualvolta v ¢ armo-

nica. Tramite opportuni calcoli otteniamo che

AA-A—|VA|?
pr— A2 .

Alog | —det(V?v) | = Alog (—A) (1.2)
——

A
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. 52 52 . . . -
Ricordando che adxé]y = a(;a”x per il Lemma di Schwarz sulle derivate parziali seconde e che la

funzione v risulta armonica (Av = 0) in €, calcoliamo!® esplicitamente ciascuna delle seguenti

quantita:
o PA A (0 (0’
022 0y? O3 oy ’
A% [9A\? Bu\* (03N [/ 020 \* 0% o2
vAl?= (£2) +(Z2) =4|(S2) + (= vy Owo
Ox oy ox3 oy? Oxdy 0x? dy

.
IVA|2 = AA - A.

Combinando 'ultima uguaglianza ottenuta con 1’espressione (1.2) deduciamo immediatamente
che la funzione log(—det(V?v)) deve essere armonica in ).
Da quest’ultimo risultato ricaviamo facilmente la seguente uguaglianza:

1 _ 4AD- (4D —1) — 16||VD|?

0 = Alog (—det(V?v)) = Alog <4 - > = (1—4D)2 ’

4
_4|vDj?

AD = LR

Tenendo presente che ujg > 0 per quanto precedentemente osservato, tramite opportuni calcoli

otteniamo infine il seguente risultato:

A 8u||VD)|?
AQ = A(T + 2uD) 8u [<8x3> + <8y3> ] 2uAD T 4D <0

Il lemma risulta dunque dimostrato. ]

Possiamo ora dimostrare il secondo teorema fondamantale enunciato da L.Makar-Limanov.

1.14 Teorema. Tutti le curve di livello della funzione u, soluzione del problema (1.1), sono

Convesse.

Dimostrazione. Supponendo che il bordo I' dell’insieme € sia sufficientemente regolare!6, di-
mostriamo che la quantita () precedentemente definita e positiva sulla frontiera I', ovvero

Qr = 0.
Considerato un generico punto P; = (z1,y1) € I', introduciamo localmente su I' un nuovo

”.” non indica il prodotto scalare standard in R™, bensi un

15Diversamente dalle notazioni utilizzate, qui
semplice prodotto tra due quantita numeriche.
16Supporremo per comoditda I' € C2, regolarith minima necessaria per seguire il ragionamento della

dimostrazione.
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sistema di coordinate {{,r} in sostituzione delle classiche coordinate cartesiane {z,y} tale
che ¢ € R? sia il versore tangente a I' in P; mentre v € R? il corrispondente versore normale
interno a I' nel medesimo punto.

Definiamo ora un’opportuna curva regolare v : R — R? di classe C? che parametrizza la fron-
tiera di 2. Dalla condizione al bordo ujr = 0 della soluzione dell’equazione (1.1) deduciamo

che u(y(t)) =0 Vt € R, pertanto tramite semplici calcoli otteniamo che

0= PO — utre - o) = P,
3
24 . '
= w =4(6)" - V2u(y(t)) - 4(t) + Vu(y(t)) 1) = 9 (9(22(t)) e (;j(t))‘

v

Applicando!” il Lemma di Hopf (1.9) ricaviamo che sul bordo I' deve necessariamente valere

w > 0, condizione che impone la validita delle seguenti relazioni in P, € T':

ou(xy,y1) 32U($1,y1) ou(xy,y1)
— [ < 0. .
B¢ 0, o€2 ey <0 (1.3)
>0

Tramite ulteriori calcoli'® si verifica che la quantita @) precedentemente definita rappresenta
un invariante per trasformazioni ortogonali di coordinate, dunque utilizzando il sistema {&, v}
in sostituzione delle coordinate cartesiane {x,y} otteniamo'® che nel punto P; deve valere la

seguente disuguaglianza:

d%u
0¢2 2
Q — 82u 8u [ % @ > (0.
|1 0 55 3, ov) \oe ) =

0

v
L’arbitrarieta del punto P, € I' implica immediatamente la validita della condizione Qr > 0,
che risulta pertanto dimostrata.

Il Lemma (1.13) afferma che AQ < 0 in 2, pertanto applicando il principio del massimo

(forma debole) (1.7) otteniamo immediatamente che
min () = min Q).
Q r

Combinando quest’ultimo fatto con la condizione Qr > 0 appena verificata, possiamo ora

determinare il possibile andamento della quantita Q.

"Supposto che I' € C?, evidentemente I' soddisfa la condizione (ISC). Combinando inoltre le condizioni
ur =0 e ujo > 0 otteniamo che u assume minimo assoluto sulla frontiera.
185 dimostrazione di questo fatto, omessa in quanto non indispensabile, pud essere trovata completa

consultando [20].
19Per comoditd di notazione omettiamo la dipedenza esplicita delle derivate parziali dalle coordinate del

punto P;.
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Innanziutto Qg # 0, ovvero tale quantita non puo essere identicamente nulla sull’insieme
Q. Considerato infatti Py = (29, y0) 'unico punto di massimo locale interno della funzione u

conformemente al Lemma (1.11), applicando invece il Lemma, (1.10) otteniamo?° che

0%u 0%u
0x?  Oydx
Qp, = &*u (927U =2u (ac — b2) > 0.
0xdy  Oy? T
0 0 2u

D’altra parte non si pud nemmeno verificare il caso Q|p = 0 per P € Q \ I, altrimenti appli-
cando il principio del massimo (forma forte) (1.8) otterremmo Q| = 0, fatto evidentemente
in contraddizione con quanto appena dimostrato. L’unica alternativa possibile € dunque il
caso in cui VP € Q\ T si verifica la condizione Qp > 0.

Supponiamo ora per assurdo che non tutte le curve di livello della funzione u siano convesse,
ovvero che esista un punto Py = (z2,y2) € Q \ I' tale che la relativa curva al livello u(z2,y2)
non sia convessa. Considerato il sistema di coordinate locali {é , U} analogo al precedente, si

verifica facilmente che nel punto P> valgono le seguenti relazioni?!:

2
ou _y, Ou_ Ougy,
o 0E2 ov

Dall’equazione (1.1) deduciamo la disuguaglianza

2 2
Ou_ vy
02 OE2

N
>0

da cui ricaviamo che nel punto P, deve verificarsi la condizione

0?u  0%u
T BT E
u  Pu | p200 \oéow) ~
ocor o0

Tenendo ora presente la condizione u|g > 0 otteniamo infine la seguente disuguaglianza:

0%u 0%u
082 0ok . O Pu
Qup, = O @ alf = - <8u> (6u) tou| 9% 9D <,
oéop 00 00 o) \og Ou O
o %y, M
i >

*Ovviamente vale u|p, > 0 poiche, se fosse u|p, = 0, per il Teorema (1.8) avremmo che ujo = 0 e la funzione
non sarebbe evidentemente soluzione dell’equazione (1.1).

2lE bene precisare che il cambio di segno del termine g}f ¢ dovuto alla presenza di una porzione concava

della curva 4(t) che parametrizza la curva di livello della funzione w nel punto P, in quanto la quantita ’y(t)
cambia verso e coincide ora con l'opposto del versore normale interno alla curva —o.
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Abbiamo tuttavia ottenuto un assurdo, poiche tale risultato ¢ in contraddizione con la condi-
zione Q|p >0 VP € Q\ I precedentemente dimostrata.

Il teorema risulta dunque dimostrato??. O

1.3 Un primo risultato di concavita

Tramite ['ultimo teorema proposto da L.Makar-Limanov in [1] vorremmo determinare un’ul-
teriore proprieta della soluzione u dell’equazione (1.1). Considerando le caratteristiche della
funzione di torsione relativa all’insieme €2 dedotte dai Teoremi (1.12) e (1.14), risulta naturale
chiedersi se la funzione u sia concava, conformemente alla definione (1.4) precedentemente in-
trodotta. Questo interrogrativo tuttavia ammette risposta negativa, giustificata dalla seguente

osservazione.

1.15 Osservazione. Richiamando la dimostrazione del Teorema (1.14) abbiamo verificato la

validita delle seguenti condizioni:

oL P
8V‘F_ 852{1'*_

Sapendo inoltre che ujr = 0 deduciamo immeditamente che anche Aup = 0. Combinando le

due condizioni ottenute ricaviamo la validita della seguente disuguaglianza:

d%u
— >0.
ov? ‘F -

La soluzione u dell’equazione (1.1) risulta pertanto essere convessa nella direzione normale
interna al bordo di 2 in virtu della caratterizzazione fornita nella Proposizione (1.6), afferma-

zione nettamente in contraddizione con la possibilita che la funzione u sia concava sull’insieme

Q.

Ciononostante risulta possibile trasformare opportunamente la soluzione u dell’equazione
(1.1) applicando una funzione con determinate proprieta® affinche quest’ultima diventi ef-
fettivamente concava. Questo risultato notevole ¢ proprio il contenuto dell’ultimo teorema

proposto in questo capitolo.

1.16 Teorema. Data la soluzione u del problema (1.1), la funzione \/u risulta ben definita e

concava sull’insieme convesso ).

Dimostrazione. Sapendo che ujg > 0 la funzione Vu risulta ben definita. Innanzitutto calco-

liamo esplicitamente il determinante det (V2\/ﬂ) dell’hessiano della funzione \/u nel seguente

221 ’ipotesi di regolarita sulla frontiera I' € C? non & necessaria per ottenere questo risultato, pur risultando
indispensabile per applicare questa particolare dimostrazione. Tuttavia, dato che nelle nostre applicazioni
considereremo esclusivamente insiemi sufficientemente regolari, ci atteniamo all’approccio qui proposto.

23Ulteriori dettagli a riguardo verranno discussi nel Capitolo 3, piti precisamente nel Lemma (3.8).
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modo:

02 9%\/u
2

det (V*\/u) = Oz gg\a/% =

oxdy  Oy?

1 @2 1 0%u 1 dudu 1 0%u

_ | 4vud \Oz

B

%
B

T ior T s 0w 0y | 2udyon | _
1 Oudu 1 0%u 1 <8u>2 1 0%

TWBoxdy  2uondy  avas \ow) | 2udy?
_L _ @2@4_2@@82’&_ %2@_’_
- 8u? Oy ) Ox? Ox Oy 00y ox ) 0Oy?
L [Purta (2]

du | Ox? Oy? Oyox N
Q

1
= — (T+2uD) = —.
8u2( +2uD) Su?2

Richiamando la dimostrazione del Teorema (1.14) deduciamo facilmente che Qo = 0, pertan-
to otteniamo la condizione det(V?2y/u) > 0.
Calcoliamo inoltre la traccia tr (V2\/ﬁ) dell’hessiano della funzione /u, ricavando dall’equa-

zione (1.1) la validita della seguente disuguaglianza:

0? 0?
tr (DV*y/u) = a;/er ag\,/f

_+1<82u+62u)_1 <8>+<8> <0
O 2y/u\ 922 Oy? 43 |\ Ox oy -
-1

Combinando questi due risultati otteniamo che la matrice hessiana V?/u della funzione /u
deve essere semidefinita negativa. In virtu della Proposizione (1.6) la funzione y/u deve essere

concava sull’insieme €. Il teorema risulta dunque dimostrato®?. O

1.17 Osservazione. L’equazione di torsione (1.1) rappresenta un caso notevole della piu
generale equazione di torsione elastica (di Saint-Venant), definita analogamente nel seguente

modo:

Au+k =0, (1.4)

dove k € R denota una costante tale che k > 0. Adattando I'approccio utilizzato per deter-
minare le proprieta della funzione di torsione u relativa all’insieme €2 possiamo analogamente
determinare ’andamento generale della soluzione dell’equazione (1.4). La nostra trattazione
sviluppera tuttavia un metodo di approccio all’equazione (1.4) totalmente diverso nel Capitolo

4, piu precisamente discusso nel Teorema (4.11).

24Prestiamo attenzione esclusivamente alla frontiera di Q: nonostante le derivate parziali non siano ivi
definite per la condizione u;r = 0, la funzione \/u risulta comunque concava su di essa per 1'osservazione (1.15),
risolvendo pertanto ogni tipo di problema.
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Capitolo 2

Brascamp-Lieb ed il problema agli

autovalori Au + \u = 0

Negli anni immediatamente successivi alla pubblicazione dell’articolo [1] di L.Makar-Lima-
nov, H.J.Brascamp e E.H.Lieb decisero di dedicarsi alla medesima linea di ricerca, concen-
trandosi dunque sull’ottenimento di ulteriori risutati inerenti le proprieta di concavita delle
soluzioni di determinate PDEs. Nel 1976, sfruttando la generalizzazione di alcune disugua-
glianze di convessita ampiamente conosciute (Brunn-Minkowsky e Prékopa-Leindler) riusci-
rono ad ottenere tramite un approccio principalmente fisico-probabilistico un valido risultato
di concavita relativo alla soluzione della ben nota equazione di diffusione in R™. Benche fon-
damentale, articolo [2] venne principalmente impiegato come semplice modello per ottenere

un risultato analogo inerente un diverso problema differenziale, di seguito riportato.

Dato Q C R™ un insieme limitato e convesso con n > 2, definiamo una funzione u : Q — R
tale che soddisfi la condizione ujgq = 0 sulla frontiera 9. Consideriamo ora la seguente
PDE lineare del secondo ordine, denominata anche equazione agli autovalori per il Laplaciano
relativa all’insieme §2:

Au+ Au = 0, (2.1)

dove risulta definita la cosiddetta frequenza principale A dell’insieme 2 nel seguente modo:

|Vvl||? da
A(2):=  min S—m—
ve HH(Q)\{0} /Wz du
Q

Analogamente al problema (1.1), la soluzione u € C?(2)NC(£) dell’equazione (2.1) determina
proprio la quantita A(€2), dalla cui definizione ricaviamo immediatamente che deve verificare la

condizione! \ > 0. Richiamando invece la nomenclatura tradizionale, A corrisponde al primo

!'D’ora in avanti ometteremo la dipendenza del valore A dall’insieme €.
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autovalore dell’operatore di Laplace?, mentre la funzione v corrisponde alla prima autofunzione

dell’operatore di Laplace.

Pur introducendo qualche opportuna modifica, questo capitolo seguira essenzialmente il
ragionamento sviluppato da H.J.Brascamp e E.H.Lieb in [2], perseguendo 'obiettivo prin-
cipale di stabilire quali proprieta soddisfa la soluzione dell’equazione (2.1) precedentemente

introdotta.

2.1 La disuguaglianza di Brunn-Minkowsky (BM)

La disuguaglianza di Brunn-Minkowsky rappresenta senza dubbio una disuguaglianza di
convessita notevole a livello insiemistico, ritenuta fondamentale principalmente per la sua
forte valenza geometrica. Nonostante questa interpretazione generalmente prevalga, 'approc-
cio scelto da H.J.Brascamp e E.H.Lieb nell’introduzione di tale disuguaglianza si discosta
nettamente da quello tradizionale, cercando infatti di attribuirle maggiore rilevanza dal pun-
to di vista analitico. Enunciamo pertanto il teorema relativo alla disuguaglianza di Brunn-
Minkowsky nella sua formulazione piti generale possibile, premettendo tuttavia una definizione

indispensabile.

2.1 Definizione. Dati A, B C R™ due insiemi non vuoti ed un parametro A € [0, 1], definiamo

la combinazione di Minkowsky degli insiemi A e B di coefficiente A il seguente insieme:
(1-MNA+AB:={ze€R":z2=(1-Nz+ Xy, x€ A, ye B}.

L’insieme (1 —A)A+ AB viene anche chiamato combinazione convessa di A e B di coefficiente
A poiche la proprieta di convessita viene conservata: qualora A, B C R" siano insiemi convessi,

allora (1 — A\)A + AB risulta anch’esso un insieme convesso.

Possiamo ora enunciare il risultato principale di questa sezione.

2.2 Teorema (Disuguaglianza di Brunn-Minkowsky (BM)). Sia u, la misura di Le-
besgue in R™. Dato un parametro® A € (0,1), consideriamo A, B C R"™ due insiemi ji,-
misurabili* e non vuoti tali che la relativa combinazione convessa (1—\)A+A\B sia a sua volta

1
tn-misurabile. Allora la funzione [p,(-)]™ & concava, ovvero vale la sequente disuguaglianza:

[ (1= N A+ AB)]7 = (1= A) [t (A)]7 + A [n(B)] 7 (2.2)

2 Assumiamo vero questo fatto, di cui non forniremo la dimostrazione esplicita: 'operatore di Laplace A
ammette una successione (\x) di autovalori strettamente positivi, dove A(2) corrisponde all’autovalore minimo
Ao, tale che lim Ax = 4o0.

k—+oco

3In questo capitolo considereremo sempre il caso A € (0,1) poiche i casi limite A = 0 e A = 1, pur
essendo ammessi da definizioni e teoremi, portano esclusivamente a conclusioni banali e non significative per
la trattazione.

“Diremo semplicemente che un insieme oppure una funzione sono p,-misurabili quando sono misurabili
secondo la misura di Lebesgue in R".
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Dimostrazione. Consideriamo il caso particolare in cui gli insiemi A, B C R" siano limitati
ed abbiano misura finita e non nulla®, ovvero in cui valgono le condizioni 0 < w,(A) <
+oo e 0< pup(B) < +oo.

» Dimostriamo preliminarmente la disuguaglianza quando A e B sono n-parallelepipedi i cui
spigoli risultano paralleli agli iperpiani coordinati {z; = 0} di R™ per i = 1,...n . In questo
caso, denotando con a; e b; rispettivamente le lunghezze dell’i-esimo spigolo di A e B lungo

la coordinata i-esima di R™, otteniamo che

n

= Hai e up(B) = Hbi'

=1

Conseguentemente osserviamo che (1 — \)A e AB rappresentano gli n-parallelepipedi A e B i
cui spigoli sono rispettivamente dilatati di un fattore di riscalamento (1 — A) e A, ottenendo
di fatto che

n n

,un((l - )‘)A) = H(l - )‘>ai € Mn()‘B) = H)‘bz (2'3)

i=1 =1
Infine deduciamo che (1 — M)A + AB rappresenta dunque un n-parallelepipedo i cui spigoli
risultano paralleli agli iperpiani coordinati {x; = 0} di R e misurano (1—\)a;+Ab;, ottenendo

pertanto la seguente relazione:

n

pn((L = NA+AB) = [J((1 = Nai + Aby). (2.4)

Confrontiamo ora le misure di Lebesgue in R™ degli n-parallelepipedi definiti nelle formule (2.3)
e (2.4) in modo da ricavare esplicitamente, applicando ai rapporti ottenuti la disuguaglianza
Ma-Mg5, le seguenti disuguaglianze:

[ (1 — N)A)]n __fi

S|=

(1= NA+AB)" |3
[tn(AB)] mE ]
[tn((1 = A)A + AB)]n H Aa; +Ab =

I~ (1-))
< = S S
al—l-)\b _n;(l—/\)ai—l-)\bi’

—_

:M—‘

Ab;
(1—=MNa; + \b;

3|
i\

z:l

5E possibile estendere ulteriormente la dimostrazione al caso generale dell’enunciato, tuttavia forniamone
una versione pitl adatta agli sviluppi successivi della trattazione.

5Senza fornirne la dimostrazione, ricordiamo la disuguaglianza della media aritmetico-geometrica (o disu-
guaglianza Ma-Mg). Dati ¢; € R al variare di ¢ = 1, ..., n risultano definite rispettivamente la media aritmetica
M, e la media geometrica M, dei valori ¢; nel seguente modo:

1
:%Zci e Mg:<Hci> .
i=1 i

Vale allora la cosiddetta disuguaglianza Ma-Mg:
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Sommando membro a membro le espressioni appena ottenute e condensando le due somma-
torie di indice 4 in’unica sommatoria di eguale indice, otteniamo tramite semplici calcoli la

seguente relazione:

(L= NAE (B
(L= NA+AB)]7 (1 = N)A+AB)=
l¢ (1 — )‘)al 1 ¢ Ab; —
S0 2 T N 0 2 T A b (25)
1~ (1= Nai + Ab; B
w2 (T Nar b =

Sistemando il risultato (2.5) appena ricavato otteniamo la disuguaglianza di Brunn-Minkowsky

per gli n-parallelepipedi, concludendo pertanto la dimostrazione di questo caso particolare.

» Dimostriamo ora la disuguaglianza quando A e B sono unioni finite di n-parallepipedi del

tipo precedentemente definito, ovvero esplicitamente:
k ‘ h '
A=y e B=[JQ5%,
i=1 j=1

dove indichiamo con Qil e Q% I'i-esimo e il j-esimo n-parallelepipedo che costituisce rispet-
tivamente l'insieme A e B. Applichiamo ora un espediente matematico spesso chiamato
Hadwiger-Ohmann Cut, ovvero trasliamo’ l'insieme A in modo che l'iperpiano coordinato
{z,, = 0} separi esattamente due n-parallelepipedi disitinti che costituiscono A. E possibile
dunque introdurre A, e A_, sottoinsiemi p,-misurabili e non vuoti di A definiti come 'unione
degli n-parallepipedi formati dall’intersezione di ciascun n-parallelepipedo che costituisce A

rispettivamente con i semispazi {z,, > 0} e {z,, < 0}:

=

A =

)

k
[@infen>0l e A ={J[Q4n{en <0},

1

Trasliamo analogamente B e definiamo opportunamente B e B_, sottoinsiemi p,-misurabili

e non vuoti di B, in modo che sia verificata la seguente relazione:

:u’n(A:I:) _ Nn(B:I:)
n(A)  pn(B)

(2.6)

Valgono inoltre le seguenti affermazioni, di cui non proponiamo la dimostrazione in quanto

evidenti:

> fn(Ap) + n(AD) = ia(A) e pn(By) + jn(B-) = pa(B);

» A, +B;y C{z, >0} e A_+B_C{x, <0}

"Ricordiamo che la misura di Lebesgue in R™ risulta invariante per traslazione di un insieme, dunque la
quantita pun(A) non viene modificata da tale espediente.
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> [(1—NA, +ABJU[(1—NA_ +AB_] C ((1—\)A+ AB).

Essendo il numero di n-parallelepipedi contenuti in Ay U By e in A_ U B_ in entrambi i
casi minore del numero h di n-parallelepipedi contenuti in A U B, procediamo ragionando per

8

induzione su tale numero.® Dalla proprieta di monotonia® della misura di Lebesgue in R”

ricaviamo la seguene disuguaglianza:

pn((1=A)A+AB) >
> 10 (1= N)Ay +ABy) + pn((1— M)A +AB_) > ...

Possiamo ora applicare la disuguaglianza di Brunn-Minkowsky (2.5) per gli n-parallelepipedi
precedentemente dimostrata!® per continuare la disuguaglianza. Tenendo inoltre in conside-
razione la proprieta di omogeneita!! della misura di Lebesgue in R™ ed applicando la relazione

(2.6), tramite opportuni calcoli ricaviamo il seguente risultato:

n

3=

2 [ = N (A0 + Mpn(BOIF] "+ [(1= N[ (A)]7 + Alpn (B)]

B 1 ﬂn(B) % !

1 ,Un(B) % "_
+ (1—/\)[un(x4—)}"+/\[NH(A—),M(A)] B

n(B)]+ | n(BY) ] 0
= (AL [ =N AN (ALY (1= A a2
pn(Ae) | (1 =) [n (A)] (A (=Y [n (A)]

_ g alm@IR]
= [0 +ma)] | AL

Hn(A)

— [(1 - ) [un(A)]% + A [pn(B)]

3=

i| n
Sistemando il risultato (2.7) appena ricavato otteniamo la disuguaglianza di Brunn-Minkowsky

in quest’altro caso particolare, concludendone la dimostrazione.

» Verifichiamo infine la disuguaglianza nel caso generale enunciato all’inizio della dimostra-
zione del teorema. Ricordiamo anzitutto che un generico insieme A C R™ p,-misurabile
e limitato risulta approssimabile con una successione crescente (Xj) di unioni finite di n-

parallepipedi:

tin(A) = sup { pin(Xy) : Xy unione di n-parallepipedi con X C A} = limsup pin (Xy).
keN k—+o0

8Per semplificare la dimostrazione, verificheremo escluivamente il caso h = 1. L’implicazione relativa
all’induzione si ricava svolgendo passaggi analoghi non riportati.

YAC B = pn(A) < pn(B).

ORicordiamo che Vz € R la funzione {z + 2™} risulta monotona crescente per n > 0, pertanto elevando alla
potenza n-esima entrambi i membri della disuguaglianza questa si conserva.

P (AA) = X" i (A)
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Considerando un’analoga successione (Yj) che approssima l'insieme B, dalla disuguaglianza

di Brunn-Minkowsky (2.7) per le unioni finite di n-parallepipedi deduciamo facilmente che

3=

(1= 2) [ (Xi)] 7+ A (V)] ® < (1= \)Xg + AY3)]7

Tenendo presente la proprieta di continuita della misura di Lebesgue in R™ passiamo al
lim sup per k — +oo in entrambi i membri della disuguaglianza precedente, ottenendo tramite

opportuni calcoli la seguente relazione:

(1= A) [ (A7 + X [ (B)] 7 =
= limsup [(1 — A) [ (X)) 7 + A [un(Yk)]ﬂ <

k——+o0

<lim sup [Mn( (1 =XN)X + Y, )] =

k—4o00

Zy,

=sup {[un(Zk)]% : Zy, undone di n-parallepipedi con Zj, C (1 — \)A + /\B} =
keN

= [ (1 =X A+AB)]".

3=

Abbiamo cosi ottenuto la disuguaglianza di Brunn-Minkowsky nel caso generale, risultato che

conclude la dimostrazione del teorema. O

2.3 Osservazione. La disuguaglianza di Brunn-Minkowsky (2.2) presenta diverse formula-
zioni equivalenti, ciascuna delle quali risulta piti conveniente utilizzare in un determinato
contesto. Dal punto di vista analitico esiste una versione analoga alla (2.2) spesso utilizzata
nel proseguo della trattazione, ricavabile tramite alcuni semplici passaggi di seguito proposti.
Considerando la proprieta di concavita della funzione {x +— log(z)} applichiamo 'identita

x = exp (log(x)) con z > 0 alla disuguaglianza (2.2), ottenendo tramite semplici calcoli che
1
exp (log [n (1 —N)A + )\B)]") >
1 1
> exp ((1 = \) loglptn(A)] + Aloglun(B)]7 ) =

~exp (1o (Jn () pn(BI) ).

Considerando ora per z > 0 la proprieta di monotonia cresente delle funzioni {x — In(z)}
e {x — exp(x)}, sistemando la disuguaglianza precedente ricaviamo immediatamente la

formulazione alternativa richiesta:

[ (1 = N A+ AB)] > [ (A)]' [ (B)]. (2.8)
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2.2 La disuguaglianza di Prékopa-Leindler (PL)

Ulteriori generalizzazioni della formulazione (2.8) della disuguaglianza di Brunn-Minkowsky
portarono ben presto ad ottenerne una versione totalmente analitica, eliminando ogni tipo di
nozione insiemistica precedentemente utilizzata. Proponiamo dunque la ”versione funzionale”
della disuguaglianza di Brunn-Minkowsky, identificata tradizionalmente come la cosiddetta
disuguaglianza di Prékopa-Leindler. Preliminarmente tuttavia forniamo le seguenti definizioni,

premesse indispensabili per poter enunciare il teorema inerente tale disuguaglianza.

2.4 Definizione. Considerati un parametro A € [0,1] e due numeri a,b € R tali che a >0 e
b > 0, definiamo al variare di p € [—o00, +o0] la p-media (A-pesata) di a e b come la funzione
M(y(A,a,b) € C([—00, +00]) N C*°(R) nel seguente modo:

My(A, a,b) :=0 VpeR se ab = 0;
max{a, b} p = +00
1
1—Na? + P> pe R~ {0 (2.9)
My(A, a,b) = ( Ja Irop ~ 10y se ab > 0.
al—/\b)\ p= 0
min{a, b} p=—00

Tale funzione risulta evidentemente ben definita Vp € [—o0, 00|, fatto evidente grazie alla

validita dei seguenti limiti?:

lim [(1—X)a? + )\bp]% = max{a, b},

p——+00
lim [(1— \)a? + \WP]» = min{a, b},
p—>—00
lim [(1 — A)a? + \bP]7 = al= 20,
p—0

La funzione (2.9) rappresenta concretamente una generalizzazione delle medie matematiche
precedentemente introdotte: risulta infatti evidente che il caso p = 0 corrisponde alla media
geometrica My (A-pesata) di a e b mentre il caso p = 1 corrisponde alla media aritmetica M,
(A-pesata) di a e b. Osservando inoltre che la funzione {z — a:%} per p,g € Rconp < qe

strettamente convessa, otteniamo la disuguaglianza
[(1 = A)a? + AbP]» < [(1— A)a? + \b1],

dalla quale ricaviamo immediatamente che la funzione M(}, a,b) risulta'® essere stretta-

mente crescente:

My(h a,b) = [(1— NaP + MNPl < [(1— Na? + \bT7 = M,(\, a,b). (2.10)

121 calcoli espliciti vengono omessi poiche la verifica dei limiti risulta banale.
1311 caso in cui p = +00 0 p = —oo & banale, pertanto abbiamo analizzato esclusivamente i casi in cui p € R.
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Scegliendo il caso particolare p =1 e g = 0, per A = % la disuguaglianza (2.10) corrisponde
alla disuguaglianza Ma-Mg precedentemente introdotta per n = 2. Nel Capitolo 4, piu preci-
samente nella Proposizione (4.5), verranno introdotte ulteriori proprieta relative alla funzione

(2.9), ora omesse in quanto non indispensabili per la trattazione.

2.5 Definizione. Date due funzioni f,g : R" — [0,+00) p,-misurabili, consideriamo due
parametri A € (0,1) e p € [—00,+00]. Risulta allora ben definita la funzione hy (| f,g) :

R™ — [0, +00), denominata (p, A)-convoluzione o convoluzione suprema di f e g, nel seguente

hoa (21 £,9) = sup {Mp()\,f (f:i) y (i)}-

Tramite un semplice cambio variabile possiamo fornire una versione alternativa della prece-

modo:

dente definizione:

hpa (2] f,9) == Sup. {Mp(A, f(2),9(y) = 2= (1—=Nx+Ay}. (2.11)

Questa seconda versione'? della funzione, graficamente pitt compatta e di immediata com-

prensione, si rivelera molto comoda ed utile per la dimostrazione del prossimo teorema.

Possiamo ora enunciare il risultato!® principale di questa sezione.

2.6 Teorema (Disuguaglianza di Prékopa-Leindler (PL)). Dato un parametro A\ €
(0,1), siano definite tre funzioni f,g,h : R™ — [0,400) wn-misurabili tali che Vz,y € R™ si

verifichi la sequente condizione:

(1= N+ Xy) = Mo\, f(2),9(y)) = [f(2)]' 7 lg(w)]* (2.12)

Allora risulta valida la sequente disuguaglianza'®:

/ h(x) do > ( @) dx>u < / g(a) dx)l/\ (2.13)

—

A A
Rl > LIl

dove ||-||1 denota la norma'™ L'(R™) delle funzioni introdotte.

“Per comodita di notazione elimineremo spesso la dipendenza esplicita della funzione h,, 5 dalle variabili f
e g, denotandola semplicemente con hy x(z).

15Nonostante tutti i teoremi successivi siano enunciati e dimostrati per semplicita in R™, & possibile fornirne
una generalizzazione valida in un generico insieme convesso 2 C R".

16tlizziamo 'unica variabile  al posto di y e z per semplicita di notazione, in quanto I'integrale non dipende
dalla diversa variabile d’integrazione.

1"Ricordiamo che per una funzione f misurabile secondo la misura di Lebesgue in R™ si definisce la norma
L*(R™) semplicemente nel seguente modo:

£l = /Rn\f(x)\ de.
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Dimostrazione. Senza perdere di generalita, consideriamo le funzioni f,g e h integrabili'®
secondo la misura di Lebesgue in R". La disuguaglianza risulta banalmente vera quando
f = 0 oppure g = 0 in R™. Analizziamo dunque solamente i casi restanti, procedendo per

induzione sulla dimensione n dello spazio R™.

» Posto inizialmente n = 1, risultano innanzitutto ben definite le seguenti funzioni:

/f(z:)dx:F($)>O e /g(:c)dx:G(x)>0.
R R

Consideriamo inoltre due funzioni ausiliarie u, v : [0, 1] — [—00, +00] definite opportunamente

in modo che u(t) e v(t) rappresentino i piu piccoli numeri reali tali che

1 u(t) 1 v(t)
ya flx) dx = G/ g(z) dx =t. (2.14)

Nonostante le funzioni u e v possano risultare discontinue, dalla loro definizione risulta eviden-
te che devono essere strettamente crescenti, dunque necessariamente derivabili q.o. ¢t € [0, 1].

Posto dunque per definizione
w(t) := (1 = Nu(t) + Mo(t),

deriviamo nella variabile ¢ tutti i membri della formula integrale (2.14), ottenendo facilmente

Pl () _ gld)'®) |

che

F G
Utilizzando tale espressione e ricordando la disuguaglianza Ma-Myg (A-pesata) precedentemente
introdotta, deriviamo nella variabile ¢ la funzione w, ottenendo ogniqualvolta f(u(t)) # 0 e

g(u(t)) # 0 la seguente disuguaglianza:

Applicando infine un opportuno cambio variabile x = w(t) tale che dr = w/(t)dt, tramite

semplici calcoli ricaviamo che
1
/ h(z) dx = / h(w(t))w'(t) dt >
R 0

- /0 o oo ] h el ke

= ()M = (/R f(x) dx)l/\ </Rg(x) dx)”.

8Diversamente la disuguaglianza sarebbe banalmente verificata per la presenza di termini ||-]; = +o0 a
seconda della non integrabilita delle tre funzioni f, g o h.
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Abbiamo ottenuto il risultato cercato, concludendo dunque la dimostrazione della disugua-

glianza di Prékopa-Leindler in R.

» Considerando la tesi valida per (n — 1), dimostriamola per n. Fissato un generico valo-
re s € R, definiamo opportunamente una funzione hs : R*™! — [0, 4+00) tale che hs(z) =
h(s,z) Yz € R*""!. Analogamente definiamo le funzioni f; e g;. Consideriamo inoltre due
valori a,b € R tali che ¢ = (1 — A)a + Ab € R. Presi due generici z,y € R""! dall'ipotesi

(2.12) ricaviamo tramite semplici calcoli che

he((1 =Nz + Ay) = h((1 = XN)a+ Ab), (1 = Nz + Ay) = h((1 — N)(a,z) + A(b,y)) >
> [fa,2)] g, ) = [fal@)]' ™ )]

Applicando ora l'ipotesi induttiva otteniamo immediatamente la seguente disuguaglianza:

/R (e de > ( /R ) dz> - ( /R o) dz) o

Introducendo per comodita le seguenti notazioni:

o= [ w@e ro=([ nee) L ao=([ a@e)

possiamo riscrivere compattamente la disuguaglianza precedente nel seguente modo:
H(c) = H((1 — Na+ Xb) > [F(a)]"  [G(b)]. (2.15)
Applicando ora il Teorema di Fubini- Tonelli'® all'integrale su R” e tenendo presente la vali-

dita della disuguaglianza di Prékopa-Leindler in R per 'espressione (2.15) otteniamo tramite

semplici calcoli che

[t [ [ nierasaem [ oy
() Gomey "
(o stm) (L[ mers-m) -
- (oo )_ (foeras)

Abbiamo dunque ottenuto la disuguaglianza cercata anche per n, risultato che dimostra 1’'im-

19Senza fornirne una dimostrazione esplicita, richiamiamo un sintetico enunciato del Teorema di Fubini-
Tonelli, risultato legato alla possibilita di poter scambiare le variabili d’integrazione. Data una funzione
f:R™ x R" — [—o00,+0c0] integrabile secondo la misura di Lebesgue in R™*"  allora valgono le seguenti

uguaglianze:
[ ) doty = [ ( f@.) dy) do= [ ( f@.y) dw) dy.
RMmA4n m R™ n R™
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plicazione precedentemente enunciata.

» Applicando il ragionamento induttivo deduciamo immediatamente che la disuguaglianza
di Prékopa-Leindler (2.13) risulta valida Vn € N. La dimostrazione del teorema ¢ dunque

conclusa. 0

Forniamo ora alcune interessanti precisazioni sull’importanza ricoperta dalla disuguaglianza

di Prékopa-Leindler, confrontandola in particolar modo con altre disuguaglianze notevoli.

2.7 Osservazione. La disuguaglianza di Prékopa-Leindler presenta una formulazione alter-
nativa alla (2.13), ottenibile sostituendo alla funzione h la convoluzione suprema hy x delle
funzioni f e g nel caso particolare p = 0. Considerando infatti la definizione (2.5), la funzione
ho,\ rappresenta la piu piccola tra le funzioni A ammissibili, ovvero che soddisfano l'ipotesi
(2.12) del Teorema (2.6).

Essendo inoltre evidente che h(z) > hox(2) Vz € R", si ottiene facilmente la relazione
12l = [lho.ll-

da cui deduciamo che la formulazione (2.13) della disuguaglianza di Prékopa-Leindler risulta
piu generale rispetto all’alternativa proposta, utilizzata dunque esclusivamente in applicazioni

piu specifiche.

2.8 Osservazione. La disuguaglianza di Prékopa-Leindler rappresenta semplicemente una
versione della classica disuguaglianza di Holder con il verso della disuguaglianza invertito.
Considerate infatti due funzioni f € LP(R") e § € LY(R") tali che gli indici p,q € [1,400]

soddisfino la relazione }% + % = 1, sappiamo che vale la cosiddetta disuguaglianza di Hélder:

[ 1w < ([ 17er ) ([ aenar)”

Scegliendo ora come indici p = ﬁ eq= % e come funzioni f = f1=* e § = ¢” otteniamo

facilmente la seguente disuguaglianza:

[ s o e < ([ swa) ([ oerar)

Osservando che l'integrando del termine di sinistra corrisponde esattamente alla funzione

1=2g(z)* rappresenta una

Mo(A, f(z),g(x)), abbiamo dunque verificato che la funzione f(z)
delle possibili funzioni h che soddisfa Iipotesi (2.12) del Teorema (2.6). Questo fatto dimostra
pertanto che la disuguaglianza precedente rappresenta proprio la formulazione (2.13) della

disuguglianza di Prékopa-Leindler con il verso della disuguaglianza invertito.
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2.9 Osservazione. La disuguaglianza di Prékopa-Leindler non solo rappresenta la ”versione
funzionale” della disuguaglianza di Brunn-Minkowsky, ma ne costituisce addirittura un’ulte-
riore generalizzazione, implicandola semplicemente nel seguente modo. Innanzitutto, preso un
generico insieme E C R", definiamo esplicitamente la funzione caratteristica (o indicatrice)

x e dell’insieme E nel seguente modo:

1 z€eFE

Xe(z) == .
0 2eR"\E

Considerati ora A, B C R" due insiemi limitati e p,,-misurabili tali che I'insieme (1—\)A+AB

sia anch’esso p,-misurabile, definiamo in modo opportuno le seguenti funzioni:

f=xa 9=xB, h=Xa-natrB
Presi due generici punti z,y € R” si verifica facilmente che
f@) gy =1 <= =z€A e yecB.

Deduciamo pertanto che (1 — M)z + Ay € (1 — \)A + AB, condizione da cui ricaviamo im-
mediatamente che h((1 — A\)x + A\y) = 1. Essendo dunque 'ipotesi (2.12) del Teorema (2.13)
soddisfatta possiamo applicare la disuguaglianza di Prékopa-Leindler (2.13) alle funzioni f,g

e h, ottenendo tramite semplici calcoli il seguente risultato:

pal(1 = VA4 2B = [ Lsaas(e) do>

> ([ 14t da:)H (/. 1at dm)A _

= [,un(A”l_)\ [Nn(B)])\ )

corrispondente proprio alla disuguaglianza di Brunn-Minkowsky nella versione enunciata nel-

I’Osservazione (2.3).

2.3 La disuguaglianza di Borell-Brascamp-Lieb (BBL)

Nella sezione precedente abbiamo considerato la funzione chiamata p-media (A-pesata)
M, (A, a, b) esclusivamente nel caso p = 0 per dimostrare la disuguaglianza di Prékopa-Leindler
(2.13). Nonostante la sua notevole importanza, quest’ultima rappresenta solamente un ca-
so particolare di una classe piu generale di disuguaglianze dipendenti proprio dal parametro

p € [—00, +00], tutte denominate generalmente disuguaglianze di Borell-Brascamp-Lieb.

Una premessa indispensabile per dimostrare il teorema relativo alla classe di disuguaglianze

appena accennata viene rappresentata dal seguente lemma.
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2.10 Lemma. Dati un parametro A € (0,1) e due indici p € RU {+00} e g € R tali
che p+q > 0, siano a,b,c,d € R numeri reali positivi. Definito allora un terzo indice

s € [—00, 00| nel sequente modo:

0 se p=q=020
s =4q9-—00 se p=—q#0,

P94 gltrimenti
ptq

risulta valida la sequente disuguaglianza:
Mp(A, a,b)My(A, ¢, d) > Ms(A, ac, bd). (2.16)

Dimostrazione. Senza fornirne una dimostrazione esplicita, richiamiamo innanzitutto una ver-
sione classica della disuguaglianza di Holder in R: dati x;,y; € R al variare dii = 1,...,n e

L =1, vale allora la disuguaglianza

considerati due indici p’, ¢’ € R tali che 1% + 4

S

n n p’ n ?
Z |lziyi| < (Z $i|p> (Z |yi|q>
i=1 i=1 i=1

Preso ora un generico?

r > 0, sostituiamo nell’espressione precedente al posto di x; e y;
rispettivamente (2;)" e (y;)" ed eleviamo entrambi i membri dell’equazione alla potenza 1.
Tenendo presente che la funzione {x +— x%} risulta evidentemente crescente, tramite opportuni

calcoli otteniamo che

/ !
(zrxiym) s(zw) (zw) |
=1 =1 =1

Questa disuguaglianza ammette tuttavia una versione A-pesata, esprimibile semplicemente

utilizzando la funzione (2.9) precedentemente definita:

My (X a, b)) My (A, ¢, d) > M, (A, ac, bd). (2.17)

Possiamo ora procedere alla dimostrazione vera e propria del lemma utilizzando la disugua-

glianza (2.17) appena ricavata.

» Nel caso in cui p,q > 0 scegliamo r = s, p' = £ e ¢’ = Z. Ricordando la definizione

dell’indice s € [—o0, +00] si verifica la condizione [% + % = 1, pertanto applicando la

disuguaglianza (2.17) otteniamo che

Mp(A, a,b)My(A, ¢, d) > Ms(A, ac, bd).

29Limitiamoci alla dimostrazione nel caso strettamente positivo. Si pud tuttavia facilmente verificare che se
r < 0 I'espressione successiva inverte il segno della disuguaglianza, osservazione che in seguito ci tornera utile.
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» Nel caso?! in cui p < 0 e ¢ > 0 scegliamo invece r = p < 0, p/ = Se qd = —% in modo
che si verifichi la condizione 1% + % = 1 analogamente al caso precedente, sostituendo

tuttavia ai valori a, b, ¢, d rispettivamente ac, bd, %, é.

Applicando ora la disuguaglianza (2.17) con il segno invertito (r < 0), tramite opportuni

calcoli otteniamo che

11

Ms(X, ac, bd)M _, <)\, p d> < My(A a,c).

Tramite ulteriori calcoli deduciamo il seguente risultato:

R CORRIONRON A

1 1

(1= At + ada]s Ma(Xed)

da cui, risistemando opportunamente 1'ultima disuguaglianza ottenuta, ricaviamo pro-

prio il risultato desiderato:

Mp(A,a,b)My(N, ¢, d) > Mg(X, ac, bd).

Il lemma risulta dunque verificato in tutti i casi possibili, concludendone pertanto la dimo-

strazione. ]

Possiamo ora enunciare il risultato fondamentale di questa sezione.

2.11 Teorema (Disuguaglianza di Borell-Brascamp-Lieb (BBL)). Dato un parametro
A € (0,1), siano definite tre funzioni f,g,h : R™ — [0, +00) pp-misurabili tali che Vx,y € R"

eVp e [—%, +oo] st verifichi la sequente condizione:
h((1 =Nz + Ay) = Mp(A, f(), 9(y)). (2.18)

Allora risulta valida la sequente disuguaglianza:

np+1

/n h(z)de > M _»_ <)\, @) dx,/ng(x) dq:) : (2.19)

1

dove il numero —2— ¢ ben definito anche nei casi limite, ovvero —oo se p = —- 1
np+1 ’ n

mentre = se
n

p = +o00.

Dimostrazione. Senza perdere di generalita, consideriamo le funzioni f, g e h integrabili se-
condo la misura di Lebesgue in R". La disuguaglianza risulta banalmente vera quando f =0
oppure g = 0 in R™. Analizziamo dunque solamente i casi restanti, procedendo per induzione

sulla dimensione n dello spazio R"™.

218j ragiona analogamente per il caso simmetrico p > 0 e ¢ < 0.
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» Posto inizialmente n = 1, risultano innanzitutto definite le seguenti funzioni:

/f(x)dx—F(x)>0 e /g(m)da:—G(a:)>0.
R R

Consideriamo inotre due funzioni ausiliarie u, v : [0, 1] — [—00, +00] definite opportunamente

in modo che u(t) e v(t) rappresentino i piu piccoli numeri reali tali che

u(t)
% t@ar=g / _t (2.20)

Nonostante le funzioni u e v possano risultare discontinue, dalla loro definizione risulta eviden-
te che devono essere strettamente crescenti, dunque necessariamente derivabili g.o. t € [0, 1].

Posto dunque per definizione
w(t) := (1 = XNu(t) + Av(t),

deriviamo nella variabile ¢ tutti i membri della formula integrale (2.20), ottenendo facilmente

flu®)' () _ g(u(®)v'(D)
F G

Combinando questa espressione con la definizione (2.4) e lipotesi (2.18), deriviamo nella

che

= 1.

variabile ¢ la funzione w, ottenendo ogniqualvota f(u(t)) # 0e g(u(t)) # 0 il seguente risultato:

w'(t) = (1= N/ (t) + ' (t) =
== )Lf(i >>]G“ Feolk
Ml(A F(u®) glolt <>>>

Applicando infine un opportuno cambio variabile x = w(t) tale che dx = w’(t)dt, dal Lemma

(2.10) precedentemente dimostrato, scegliendo p generico, ¢ = 1 e conseguentemente s = Iﬁ,
deduciamo facilmente che

1
/R h(z) dz — /0 h(w (b)) (1) dt >

> /OlMp()\af(u(t)%g(U(t))) - My <>\7
>/01/\/lpi1()\,F,G)dt:M£1 <)\, [ @) dyc,/Rng(x) dx).

Abbiamo ottenuto il risultato cercato, concludendo dunque la dimostrazione della disugua-

glianza di Borell-Brascamp-Lieb in R.

» Considerando la tesi valida per (n — 1), dimostriamola per n. Fissato un generico va-
lore s € R definiamo opportunamente una funzione hy : R"~! — [0, 4+00) tale che hy(z) =

h(s,z) ¥z € R" 1. Analogamente definiamo le funzioni fs e gs. Consideriamo inoltre due
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valori a,b € R tali che ¢ = (1 — A)a + Ab € R. Presi due generici z,y € R*~!, dall'ipotesi

(2.18) ricaviamo tramite semplici calcoli che

he((L =Xz 4+ Ay) =h((1 = Na+ ), (1 =Nz + Ay) =h((1 = N)(a,z) + A(b,y)) >
Mp()‘7 f(a7x)ag(bv y)) = MP()‘7 fa(x)ﬂgb@/))'

Applicando ora l'ipotesi induttiva otteniamo immediatamente la disuguaglianza

/Rn_1 he(z) dz > M - ()\, /Rn_l fa(2) dz,/Rn_1 9(2) dz) _

Introducendo per comodita le seguenti notazioni:

Ao = [ hEd Fa= [ pede 6w =[G

possiamo riscrivere compattamente la disuguaglianza precedentemente ottenuta nel seguente

modo:
H(c)=H((1—=Xa+ \b) > M (N, F(a),G(b)). (2.21)

(n=1)p+1 1)? +1
Teniamo ora presente la validita della disuguaglianza di Borell-Brascamp-Lieb in R per l'e-

spressione (2.21), ponendo particolare attenzione sulla seguente implicazione:

(n—1)p+1 g+1 np+1°

Applichiamo infine il Teorema di Fubini-Tonelli all’integrale in R™, ottenendo tramite semplici

calcoli il seguente risultato:

/ dfﬂ—//Rnl dzdc_/H ) de >

z Mg, < /F(a)) da,/RG(b) db> _

=Mz ( / F(a)) da, / G(b) db> _
Mo (0 [ [ aerazan, [ [ i) -
=Mt <A» G dfﬂ,/ng(w) dm>,

Abbiamo dunque ottenuto la disuguaglianza cercata anche per n, risultato che dimostra 1’'im-

plicazione precedentemente enunciata.

» Applicando il ragionamento induttivo deduciamo immediatamente che la disuguaglianza
di Borell-Brascamp-Lieb (2.19) risulta valida Vn € N. La dimostrazione del teorema ¢ dunque

conclusa. OJ
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2.4 Disuguaglianze generalizzate: dalla forma classica alla for-

ma essenziale

Nelle sezioni precedenti abbiamo proposto alcune fondamentali disuguaglianze di conves-
sita nella loro cosiddetta ”forma classica”, ovvero enunciate utilizzando la definizione stan-
dard (2.11) della funzione di (p, \)-convoluzione. Tuttavia in [2] H.J.Brascamp e E.H.Lieb
proposero un’interessante estensione delle disuguaglianze (2.2) (2.13) e (2.19), ottenuta con
un’opportuna modifica della definizione della funzione di convoluzione suprema hy x.

La formulazione alternativa delle suddette disuguaglianze viene definita “forma essenziale”
in quanto basata sostanzialmente sull’utilizzo nella definizione (2.11) dell’estremo superiore

essenziale invece dell’estremo superiore.

Data una funzione ¢ : R” — R misurabile secondo la misura di Lebesgue in R”, possiamo

definirne I’estremo superiore essenziale esssup ¢ nel seguente modo:
Rn

esssupp :=min{M € R: ¢(z) <M gqo.x € R"}.
R

L’estremo superiore essenziale della funzione ¢ corrisponde al minimo dei maggioranti essen-

ziali della medesima funzione, dunque risulta evidente la seguente relazione:
esssup ¢ < sup .
R" R
Sfruttando questa definizione possiamo dunque modificare opportunamente la funzione h,, x

precedentemente introdotta definendo la funzione di convoluzione suprema essenziale ky x nel

seguente modo:

kp (@ | f,9) == ezse%gp{/\/lp()\,f (f:i) g (i)}

Analogamente alla (2.11), tramite un semplice cambio variabile possiamo fornire una versione

piu compatta della precedente definizione:

kpx (2] f,g) = esssup {Mp(X, f(2),9(y)) : 2= (1 = Nz + Ay}. (2.22)

r,yeR™

Risultando inoltre evidente la validita della seguente relazione:

kpa (2 1,9) <hpa (2| fr9) V2eR" = |lhplls = [[kpall,

otteniamo che la "forma classica” delle disuguaglianze (2.2) (2.13) e (2.19) implica diretta-

mente la rispettiva “forma essenziale”, considerata pertanto una generalizzazione.

Infine riassumiamo brevemente alcune proprieta notevoli della funzione k,, », sostanzialmen-

te legate al suo utilizzo in sostituzione della funzione hy, y:
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» La funzione k, y rimane inalterata nel caso in cui le funzioni f e g vengano opportuna-
mente modificate con funzioni f* e g* che differiscono dalle precedenti esclusivamente

su insiemi p,-trascurabili?2, ovvero tali che valgano le seguenti condizioni:

/\f—f*\dx:O e /]g—g*\dxzo.
R™ R

In tal caso Vz € R" otteniamo evidentemente che kp z(z | f,9) = kp (2 | f*,9%).

» Le funzioni f* e g* precedentemente introdotte possono essere scelte in modo che le

funzioni h, x e k, \ verifichino la seguente condizione:
kpa(z | f,9) = kpa(z | f7,97) = hpa(2 | f,97)  qo. 2 € R™

Conclusa questa breve premessa, possiamo ora enunciare alcuni teoremi inerenti proprio le

generalizzazioni delle disuguaglianze di convessita nella loro ”forma essenziale”.

Seguendo il ragionamento proposto nell’Osservazione (2.9) ricaviamo inizialmente la gene-
ralizzazione della disuguaglianza di Brunn-Minkowsky, ragionanando opportunamente sull’e-
stensione della disuguaglianza di Prékopa-Leindler mediante la funzione k,, . Considerati due
insiemi A, B C R™ limitati e pu,-misurabili, definiamo conseguentemente le funzioni f = x4
e g = xp. Necessariamente risulta definito un insieme C' C R" limitato e pu,-misurabile tale

che si verifichi la seguente condizione:

xc(z) :=kpa(z| f,9) Vz€R"

Contrariamente all’Osservazione (2.9) 'insieme C' non rappresenta tuttavia la combinazione
di Minkowsky degli insiemi A e B di coefficiente A, espressa equivalentemente alla (2.1) nella

seguente forma:
(1-XNA+AB:={zeR": (z—(1-XNA)N(AB) £ 0},

bensi la cosiddetta combinazione essenziale @& degli insiemi A e B di coefficiente A, definita

nel seguente modo:
(I-=XNABAB:={z€R": uy[(z—(1—=XNA)N(AB)] > 0}.

Le due combinazioni insiemistiche appena utilizzate risultano drasticamente diverse, essendo
la condizione richiesta dalla combinazione essenziale @ pit1 generale ed implicando?? pertanto
la rispettiva per la combinazione di Minkowsky.

Analogamente a quanto osservato per la funzione k, ), ¢ evidente che la combinazione essen-

2Z2ACR® Un-trascurabile = pn(A) = 0.

23Mentre infatti un insieme vuoto risulta evidentemente ji,,-trascurabile, non & detto che un qualsiasi insieme
un-trascurabile sia necessariamente vuoto. Prendiamo come esempio il caso del singoletto {xo}: risulta evidente
che {zo} # 0 nonostante p,({zo}) = 0.
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ziale @ rimane inalterata nel caso in cui gli insiemi A e B vengano opportunamente sostituiti
con due insiemi A* e B* che differescono dai precedenti per insiemi pu,-trascurabili, ovvero

tali che valgano le seguenti condizioni:
pn(A*\A) =0 e pn(B"\B)=0.

In tal caso otteniamo evidentemente che (1 — A\)A* @ AB* = (1 — \)A @ \B.

Senza fornirne una dimostrazione dettagliata in quanto semplice riadattamento del Teorema
(2.2), possiamo ora enunciare il teorema relativo alla versione generalizzata della disuguaglian-

za di Brunn-Minkowsky.

2.12 Teorema (Disuguaglianza di Brunn-Minkowsky (forma essenziale)). Sia pu,
la misura di Lebesgue in R™. Dato un parametro A € (0,1), consideriamo A, B C R"™ due
insiems i, -misurabili e non pn,-trascurabili** tali che l'insieme (1 — \)A@® AB sia a sua volta

1
tn-misurabile. Allora la funzione [p,(-)]" € concava, ovvero vale la sequente disuguaglianza:

3=

[ (L= NA@AB)T = (1= A) [ (A)]7 + A[n(B)] (2.23)

Dimostrazione. Omessa. O]

Utilizzando questo teorema possiamo ora dimostrare sia la disuguaglianza di Prékopa-
Leindler che la disuguaglianza di Borell-Brascamp-Lieb nella loro rispettiva ”forma essenzia-
le”. Seguendo tuttavia lo schema dimostrativo proposto da H.J.Brascamp e E.H.Lieb in [2],
verificheremo esclusivamente la disuguaglianza di Borell-Brascamp-Lieb nella propria ”forma
essenziale”, essendone la disuguaglianza di Prékopa-Leindler nella versione generalizzata un
semplice caso particolare. Premettiamo innanzitutto un lemma indispensabile per lo sviluppo
del teorema successivo.

2.13 Lemma. Dato un parametro A € (0, 1), siano definite due funzioni f,g: R™ — [0, 400)
misurabili secondo la misura di Lebesque in R™ tali che le rispettive norme uniformi®® ve-
rifichino la condizione ||f|loc = [|9]locc = m € R. Sia definita la funzione k_o x(-| f,g) nel

sequente modo®S :

koo (2] f,g) = ess Sup {min{f(z),9(y)} : 2= (1 - Nz + Ay}. (2.24)
x,Yyc

Risulta allora verificata la sequente disuguaglianza:

1= Allfll 4+ (= Nlgll,

24 Affinche valga il teorema utilizzando la combinazione essenziale @ risulta necessario che pn(A) > 0 e
un(B) > 0, ovvero non & sufficiente che gli insiemi siano non vuoti.
ZDefiniamo la norma uniforme (o norma infinito) della funzione f nel seguente modo:

||k—0<>,>\

[flloc := sup |f(z)
z€eR
26Tn accordo con le Definizioni (2.9) e (2.22) precedentemente date.
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dove ||||l1 denota la norma L'(R) delle funzioni introdotte.

Dimostrazione. Fissato un generico valore t > 0, definiamo i seguenti insiemi p,,-misurabili:

A(z):={z eR: f(x) >t}
B(z):={z eR: g(x)>t},
Cz)={zeR: k_gi(z) >t}

da cui ricaviamo immediatamente la seguente inclusione:
(1 —=XNA(t) ® AB(t) C C(t).

Considerato infatti un generico z € (1 — X\)A(t) @ AB(t), dalla definizione di combinazione

essenziale @ ricaviamo che esitono x € A(t) ed y € B(t) tali che valgano le seguenti condizioni:
z=1-Nz+xy, fl@)>t, gly) >t

Ricordando la definizione (2.24) della funzione h_.,  otteniamo facilmente la seguente disu-

guaglianza®’, da cui deduciamo immediatamente che z € C(t):

k_so(z | f,g) =ess Sé%p {min{f(z),9(y)} : z2=(1 =Nz + Ay} >

> min{f(z),g(z)} > 1.

Nel caso in cui t > m dalle ipotesi sulle funzioni f e g deduciamo che ;1 (A(t)) = p1(B(t)) =
u1(C(t)) = 0 poiche A(t) = B(t) = C(t) = 0. Nel caso invece in cui ¢ < m otteniamo che
wi(A(t)) > 0 e pui(B(t)) > 0. Notiamo inoltre la validita delle seguenti uguaglianze di tipo

integrale:

+o00

= [ 1f@lde= [ maw) a
+o0

ol = [ laldy= [ () at

+oo
el = [ Phema@ldz= [ mc(e) ar

Applicando ora il Teorema (2.12) relativo alla disuguaglianza di Brunn-Minkowsky generaliz-

zata otteniamo che
p1(C(t)) =z (1 = NAR) © AB(1)] = Aur(A(t)) + (1 = Apa(B(1))-

Integrando tale disuguaglianza da 0 a 400 nella variabile ¢ ed utilizzando le uguaglianze

2"In particolare la disuguaglianza sull’esssup risulta valida poiché l'insieme dei punti su cui valgono le
condizioni f(x) >t e g(x) >t non & pn-trascurabile, in accordo con l'ipotesi sulla combinazione essenziale &.
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integrali precedentemente introdotte otteniamo in conclusione la seguente disuguaglianza:

[E—colls = Allfllx + (1 = A)llgll1-

Abbiamo ottenuto il risultato cercato, pertanto la dimostrazione ¢ conclusa. O

Possiamo ora enunciare e dimostrare il teorema principale di questa sezione.

2.14 Teorema (Disuguaglianza di Borell-Brascamp-Lieb (forma essenziale)). Dato
un parametro X € (0,1), siano definite due funzioni f,g : R™ — [0, +00) misurabili secondo
la misura di Lebesgue in R™ tali che verifichino la condizione®® ||flli > 0 e || g [1> 0.
Considerata inoltre la funzione ky definita precedentemente nella versione (2.22), allora

Ve e R™ e Vp € [—%, +oo] risulta verificata la sequente disuguaglianza:

np+1

/Rn kpa(x) de> M _» <)\, ” f(z) dx,/ng(x) d$> (2.25)

<~
[Epalle = M_e_ (A [ fl]1s llglln)
p+1
dove il numero mﬁrl e ben definito anche nei casi limite, ovvero —oo se p = —% mentre % se

p = +00.

Dimostrazione. Senza perdere di generalita, consideriamo le funzioni f e g limitate?® in R™.
La disuguaglianza risulta banalmente vera quando f = 0 oppure g = 0 in R™. Analizziamo

dunque solamente i casi restanti, procedendo per induzione sulla dimensione n dello spazio
RTL

» Posto inizialmente n = 1, consideriamo innanzitutto il caso in cui p € [—1,400) con p # 0.

Presi due generici z,y € R™, poniamo z = (1 — A\)z + Ay e definiamo le seguenti funzioni:

fla) G(x)_g(x)

P =17 =l

Tramite semplici calcoli, richiamando la definizione (2.9) della funzione M,,, otteniamo che

kpa(z | f,g) = esssup {Mp(/\ [ flloo F(), IIQIImG(y))} =

z,yeR™
f(2) 9(y)

= csssup {1 = VIFIEF @) + Mgl [G )Py =

= (1= 112 + Al - esssup (1= OIF @) + 0GP} > =

“kpo(z | F,G),

3=

= [(1 = MIfII5 + Allglle]

28Quest’ipotesi aggiuntiva risulta analoga all’ulteriore condizione richiesta dal Teorema (2.12) relativo alla
disuguaglianza di Brunn-Minkowsky nella sua "forma essenziale” secondo cui pn(A) > 0 e pn(B) > 0.

?Senza fornirne una dimostrazione esplicita, ricordiamo che ogni funzione f € L'(R"™) pud essere
approssimata tramite una funzione limitata f* € B(R").
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dove abbiamo definito un nuovo parametro 6 € (0, 1) nel seguente modo:

Mlgll8e

I T
TSNS\

0= = :
(1 =M1 + Alglise

Tenendo presente dalla definizione (2.4) che la funzione M.y risulta strettamente crescente
nella variabile p e scegliendo senza perdere di generalita A = 0, dall’'uguaglianza precedente

deduciamo che

RS

kpa(z | £9) = (1= MIFIS + AlgllE]
> [(1 = NN + Allgllz]

kpo(z | F,G) >
'k—amA(z|Za(;»

B =

Passando ora alle norme L!(R") in entrambi i membri della disuguaglianza ottenuta ed appli-
cando il Lemma (2.13) alla funzione k_ ), tramite semplici calcoli ricaviamo immediatamente

che

=

[Epalle = [(1 = N[ fII5 + AllgllE]
2 [(1 = MIfNI% + Allglee]

2 [(1 = MIfI% + Allgle]

: ”kfoo,/\Hl >

AA=VIFL+ MG =

T ugul]:
[(1 M+ Mol

17l ug|1>
=M >‘7 00> 00 M >\7 ’ > ..
o Ou [ Fllos 19l100) < Il el

Considerate ora le condizioni poste sul parametro p, possiamo continuare la catena di disu-

S

=

guaglianze applicando il Lemma (2.10), ricavando infine la disuguaglianza richiesta:

ez Moo (A f s llgll) -

p
p+

Consideriamo ora il caso in cui p = 0. Tramite passaggi analoghi a quelli svolti nel caso

precedente ricaviamo il seguente risultato:

kor(z | f.g) = s Sup {Mo(% [ fllooF (), ||9||ooG(y))} =
x,ycRn ~~
Y 1) o(s)

= esssup { |5 F @) - gl G0}
z,yeR™

= A1 Mgl - esssup { [F(2)] G )}
z,yeR™
= 15 gl - koa(z | F,G) =

> (| £ll5s Mgl - k—oop(2 | F.G).

Passando ora alle norme L*(R") ed applicando i Lemmi (2.13) e (2.10), analogamente al caso
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precedente, ricaviamo infine la disuguaglianza richiesta:

koallt = 1A Mgl2e - 1e—sonllt >

>[5 M Mgl - [(1 = MIIF [ + M Gl] =

T RN i A||g||1}:
1F15 > gl {< 1 T Mgl

Ul lolh)
=M )\, 00 o -M )\7 ’ N
o Ol llglle) - Mo (AL, )

= Mo (A ([ £111: llgll) -

Il caso p = 400 segue immediatamente dal primo caso per continuita (p — +00).
Abbiamo dunque verificato la validita della disuguaglianza di Borell-Brascamp-Lieb in R nella

"forma essenziale”.

» Considerando la validita della tesi per (n — 1), dimostriamola per n. Fissato un generico
z € R™ tale che z = (x,y) con z € R e y € R*""! definiamo opportunamente le seguenti

funzioni integrali:

F(y)z/Rf(:B,y) dr e G(y)z/Rg(wvy) dz.

Dalla definizione (2.22) della funzione k, ) ricaviamo che, ogniqualvolta z = (1 — N)u + v e

y=(1—=XNr+Asconuv€Rer scR"! siverifica la seguente uguaglianza:

kp,/\(('rvy) | fag) = €SSSsup esssup {MP()‘v f(uv T‘),g(U,S))}.

UWER T‘,SGRTL7 1

Integrando la precedente espressione nella sola?? variabile z € R ed applicando conseguente-

mente la disuguaglianza di Borell-Brascamp-Lieb in R appena dimostrata si ricava la seguente

disuguaglianza3!:

kgl () =/Rkp,x<<x,y> | f.9) dz >

> esssup {./\/lp (/\,/ flu,r) du,/ g(v,s) dv)} =
r,s€Rn—1 pFl R R

= esssup {/\/IL1 ()\,F(T),G(s))} =

r,s€Rn—1 Pt
= kp"ﬁ,)\(y ’ F, G)

30Bsplicitiamo infatti la dipendenza dalla variabile y non saturata da questa prima integrazione.
31Esplicitiamo un passaggio cruciale di questo calcolo dove abbiamo applicato il seguente risultato:

/esssup{-} dx > esssup/{-} dz
R R

u,vER u,vER

Pur omettendone la dimostrazione, osserviamo che tale disuguaglianza ricorda in qualche modo una versione
del Lemma di Fatou con il verso della disuguaglianza invertito.
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Integrando ulteriormente nella variabile y € R"~! e tenendo presente la validita del Teorema di
Fubini- Tonelli, applichiamo ora l'ipotesi induttiva ricavando dalla disuguaglianza precedente

il seguente risultato3?:

1kp A (s ) = 1Kz (S Gl =

> M, <)\, /R F(r) dr, /R G(s) ds> _

= My O gl

dove la funzione M, ¢ scelta in modo che valga la seguente condizione:

P

p+1 p

- - - = =
(n=1)z7 +1 !

q =
Abbiamo dunque ottenuto la disuguaglianza cercata

ol = Mz (A [ £l llgll)

np+1

anche per n, risultato che dimostra I'implicazione precedentemente enunciata.

» Applicando il ragionamento induttivo deduciamo immediatamente che la disuguaglianza di
Borell-Brascamp-Lieb (2.25) nella ”forma essenziale” risulta valida Vn € N. La dimostrazione

del teorema & dunque conclusa. ]

2.5 La log-concavita applicata all’equazione di diffusione in R"

2.5.1 La proprieta di log-concavita

La formulazione della disuguaglianza di Borell-Brascamp-Lieb (2.25) nella ”forma essen-
ziale” si riveld una conclusione di fondamentale importanza per H.J.Brascamp e E.H.Lieb,
indispensabile per poter ulteriormente sviluppare la trattazione proposta in [2]. La Propo-
sizione (2.16), dimostrabile direttamente applicando proprio il Teorema (2.11), rappresenta
senza alcun dubbio il risultato di maggior interesse ottenuto in [2], necessario per studiare

I’applicazione all’equazione di diffusione in R™ accennata all’inizio del capitolo.

Premettiamo anzitutto alcune nozioni aggiuntive derivate direttamente dalla definizione
della funzione k,  (2.22).

2.15 Definizione. Considerato un paramentro a € [—o00,+00] ed una generica funzione

f:R"™ = [0,400) p,-misurabile, denotiamo con K, (R™) l'insieme delle funzioni f tali che

32Fsplcitiamo inoltre nelle funzioni k, » e k:%’,\ la diversa dipendenza dalle variabili (f,g) e (F,G).
p
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verifichino Y\ € (0, 1) la seguente condizione:

f(z) =kan(z| f,f) qo.zeR" (2.26)

Sostituita tuttavia la funzione f con una funzione f* che differisce dalla precedente su di
un insieme pu,-trascurabile, per quanto precedentemente osservato otteniamo facilmente che

ogniqualvolta z = (1—\)z+ Ay con z,y € R" si verifica g.0. z € R" la seguente disuguaglianza:

kax(z 1 f, f) = hax(z | 5, %) = sup {Ma(A f7(2), f7(y))} = f7(2) = [(2).

z,yeR™

Deduciamo pertanto che esiste una condizione equivalente alla (2.26) appena fornita secondo
cui

FEKLRY <=  kan(z|f.f) < f(2) qo.z€eR™ (2.27)

Nonostante questa caratterizzazione dellinsieme K, (R™) sia di difficile comprensione, forni-
remo una spiegazione dettagliata inerente il suo significato esplicito solamente nel Capitolo 4,

in particolare nella Proposizione (4.5) quando sara effettivamente necessario.

Possiamo ora dimostrare la proposizione sopra citata.

2.16 Proposizione. Data una funzione F € K,(R™") tale che F = F(z,y) conx € R™ ¢

y € R™, definiamo una funzione integrale G tale che

G(x) ::/ F(z,y) dy.
Allora otteniamo che G € Kg(R™) con f = -2

na+1"

Dimostrazione. Osservando che F(z,y) > 0 V(x,y) € R™" deduciamo facilmente che G(z) >
0 Va € R™. Fissati due generici punti zg, x; € R™ tali che z = (1 —\)xg+ Az1 con A € (0,1),

definiamo opportunamente due funzioni F' e G nel seguente modo:

fly) = F(zo,y) e g(y) = F(z1,y).

Fissato dunque il punto z € R™, dall’ipotesi F' € K,(R™"") deduciamo che q.0.y € R™ si

verifica il seguente risultato:

F(Z,y) = kax((Z,y) | F, F) = kax(y | F(w0,9), F(21,9)) = ka(y | f,9)-

Integrando ora ’espressione precedente nella variabile y € R™ ed applicando la disuguaglianza

di Borell-Brascamp-Lieb (2.25) nella sua ”forma essenziale” otteniamo tramite semplici calcoli
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che

G(z) = / F(z,y)dy > /R ko | £19) dy = [kanl >

na—+1 na—+1

> Mo O o) =M (A [ Pleos) o [ Flownyay) =
= Mﬁ(k, G(l’o), G(l’l))

o
no

Per D'arbitrarieta dei punti xg,z1 € R™ possiamo passare senza problemi all’esssup nel

membro di destra per un generico x € R™ nel seguente modo:

G(z)> ko y(z|GG) qo.xeR™,

na+1’

ricavando infine dalla Definizione (2.15) che G € K(R™) con 8 = 5. La dimostrazione &

dunque conclusa. O

A questo punto della trattazione risulta necessario ampliare la Definizione (1.4) prece-
dentemente data, fornendo un’ulteriore proprieta di concavita per le funzioni. Recuperando
innanzitutto la Definizione (2.15) e considerando esclusivamente il caso particolare a = 0,
dichiariamo che il corrispondente insieme Ky(R™) denota I'insieme delle cosiddette funzioni
logaritmicamente concave sull’insieme R™. Tale affermazione verra ampiamente giustificata
solamente nella Definizione (4.2) del Capitolo 4, pertanto per ora limitiamoci ad enunciare®3

la seguente definizione esaustiva.

2.17 Definizione. Sia @ C R” un insieme convesso. Una funzione®* f : Q — [0, +00) si

definisce logaritmicamente concava (o log-concava) se Y,y € Q e YA € [0, 1] si verifica che

FIL =Nz + Ay) > [F(@)] )

Equivalentemente significa affermare che la funzione log(f) ¢ concava, ovvero che Vz,y € Q e

VA € [0, 1] si verifica la seguente disuguaglianza:

log f((1 =AMz + Ay) > (1 —A)log f(z) + Alog f(y).

L’equivalenza delle due condizioni discende immediatamente dalle proprieta della funzione
logaritmo.

Diremo invece che la funzione f & log-convessa se la funzione % ¢ log-concava (equivalente-
mente se la funzione — log(f) € concava), ovvero se le disuguaglianze precedenti sono verificate

con verso opposto (<).

33Le notazioni utilizzate sono coerenti con quelle introdotte nella Definizione (1.4).

341 infatti necessario che la funzione sia positiva per poter applicare la funzione log. Per convenzione
dovremmo porre log(0) := —oo in modo da poter considerare anche i punti dove la funzione ¢ nulla, fatto che
tuttavia non risultera necessario: il perche di questo verra chiarito in seguito.
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Osserviamo inoltre che il concetto di log-concavita appena introdotto risulta estremamente

interessante poiche rappresenta una proprieta conservata da determinate operazioni tra fun-

zioni, alcune delle quali indispensabili per ricavare il risultato principale di questo capitolo.

Proponiamo pertanto alcuni casi notevoli inerenti tale osservazione, enunciati e brevemente

dimostrati nella seguente proposizione.

2.18 Proposizione (Proprieta delle funzioni log-concave).

(1) Dati A,B C R" due insiemi convessi, siano definite due funzioni f : A — [0,+00) e

(2)

(3)

g : B — [0,400), entrambe log-concave sui rispettivi insiemi di definizione. Allora il
prodotto puntuale f - g delle due funzioni date é un funzione log-concava sull’insieme

convesso®® A x B.

Dimostrazione. Le funzioni log(f) e log(g) risultano concave rispettivamente sugli in-
siemi A e B, pertanto applicando le proprieta dei logaritmi si verifica Vo € A e Vy € B
che

log(f () - g(y)) = log(f(z)) + log(g(y)).

Sapendo che la somma di due funzioni concave &€ banalmente concava, otteniamo che la

funzione log(f - g) & concava sull’insieme A x B, da cui il risultato richiesto. O

Data una successione (fy) di funzioni positive e log-concave definite Yh € N sull’insieme
convesso 2 C R™, definiamo VY € ) il limite puntuale di tale successione nel sequente

modo:

fl@) = lim_ fu(o).

h—4o00

Allora la funzione f é log-concava sull’insieme §2.

Dimostrazione. E sufficiente scrivere la disuguaglianza della Definizione (2.17) per la
generica funzione fj, per h € N e passare al limite per h — 400, ottenendo banalmente

il risultato richiesto. O

Dato C C R™™ un insieme convesso, sia definita una funzione f : C — [0,+00) una
funzione log-concava ed integrabile secondo la misura di Lebesque in R™T™. Considerata
la proiezione ortogonale Cigm dell’insieme C' su R™, definiamo VY € Cgm il sequente
msieme:

Cx) :={yeR™ : (z,y) € C}.

Risulta allora che la funzione F', chiamata anche sezione di f e definita esplicitamente

come

F(z) = /C )y

e log-concava sull’insieme Cigm .

3581 dimostra banalmente che il prodotto cartesiano di due insiemi convessi & a sua volta convesso.
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Dimostrazione. La seguente proprieta discende immediatamente dalla Proposizione3%

(2.16) considerando il caso o = 0. Proponiamo tuttavia una dimostrazione alternativa
di immediata comprensione.

Considerati un parametro A € (0, 1) e due generici z; € Crm per @ = 0,1, consideriamo
x = (1 —=X)zg+ Az1. Poniamo per comodita g;(y) = f(x;,y) per y € C(x;) con i =0, 1.
Considerati ora y; € C(z;) per @ = 0,1 tali che y = (1 — A)yo + Ay1, poniamo inoltre
9(y) = f(z,y) per y € C(z). La log-concavita della funzione f implica la seguente
disuguaglianza:

g((1 = Nyo + Ay1) = goyo)' g1 (y1)™.

Si verifica facilmente dalle osservazioni precedenti che (1 — \)C(zg) + AC(z1) C C(x),

da cui deduciamo immediatamente che

9W)xe@ W) > [90(40)Xc(we) W0)] g1 (y1) X ()]

Applicando ora la disuguaglianza di Prékopa-Leindler (2.6) otteniamo tramite semplici

calcoli la seguente disuguaglianza:

F((1=Nxzo+ Axp) = F(z) = o )f(fv,y) dy = /Rn 9(W)Xow@) (y) dy >

> </Rn 90(Y0) X (o) (Y0) dyo>1_A </Rn 91(Y1) X () (Y1) dy1>>\ _

1-) A
= (/ f(zo0,90) dyo> (/ f(z1,91) dy1> =
C(zo) C(z1)

=[F(x0)]' A [F (1)

Per 'arbitrarieta dei punti zg e 1 la funzione F' & log-concava sull'insieme Cjgm, risultato

che conclude la dimostrazione. O

(4) Dati A,B C R" due insiemi convessi, siano definite due funzioni f : A — [0,+00) e
g: B —[0,400) pp-misurabili e log-concave sui rispettivi insiemi di definizione. Allora

il prodotto di convoluzione f x g delle due funzioni date, definito esplicitamente come
(f*g)(x) = A flz—y)g(y) dy,
¢ un funzione log-concava sull’insieme convesso® A+ B.

Dimostrazione. Dalla Proprieta (1) deduciamo che la funzione f(x—y)g(y) € log-concava

per (x —y,y) € A x B, ovvero per x € A+ B. Dalla Proprieta (3) ricaviamo che la

36Questa proprieta aggiunge rispetto alla proposizione precedente I'ipotesi di fi,, 4 n-integrabilita alla funzione
f per comodita. Inoltre enunciato proposto risulta ora pil specifico, verificando la proprieta non in R™™ ma
solamente in un suo generico sottoinsieme convesso C'.

37Si dimostra banalmente che la somma di due insiemi convessi & a sua volta convesso.
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funzione (f * g)(z) & log-concava per x € A + B, risultato che conclude brevemente la

dimostrazione. O

2.5.2 L’equazione di diffusione in R"”

Sfruttando le premesse teoriche introdotte nelle sezioni precedenti H.J.Brascamp e E.H.Lieb
elaborarono un approccio essenzialmente fisico-probabilistico per studiare I’equazione di dif-
fusione in R", ricavando un fondamentale risultato di concavita per la relativa soluzione.
Il metodo dimostrativo implementato utilizza pertanto concetti e notazioni derivanti spesso
dalla Meccanica Quantistica, argomento che esula totalmente dalla nostra trattazione basata
invece sugli aspetti principalmente analitici dei problemi considerati. Per questa ragione mol-
ti dettagli superflui verrano tralasciati o addirittura eliminati, fornendo pertanto un quadro

tanto generale quanto essenziale del ragionamento seguito e descritto in [2].

Considerato innanzitutto Q C R™ un insieme convesso con frontiera®® 9Q € C*°, definiamo
una funzione v : Qx[0, +00) — R tale che V¢ € [0, +00) fissato verifichi le condizioni v(-, t) 90 =
0ew(,t)n>0.

Introduciamo ora 1’equazione di diffusione (o del calore) in R™ nella seguente forma:

0 t

R _ g, b). (2.28)
ot

Risulta inoltre definito I'operatore differenziale del secondo ordine H, detto anche operatore

hamiltoniano, nel seguente modo:
1
Hv|(x,t) := —§Av(x,t) + W(z)v(z,t).

dove la funzione W : 2 — [0, +00), chiamata anche potenziale, risulta convessa nel suo insieme

di definizione.

Notiamo preliminarmente che la formulazione appena utilizzata per ’equazione di diffusio-
ne (2.28) deriva direttamente dalla versione classica dell’equazione di Schrédinger, una PDE
fondamentale della Meccanica Quantistica che descrive essenzialmente 1’evoluzione temporale
dello stato di un sistema fisico. Questa correlazione esistente permette dunque di utilizzare
alcune proprieta caratteristiche dell’equazione di Schrodinger per determinarne analoghe re-
lative proprio all’equazione di diffusione.

Riferendoci nel dettaglio all’equazione di Schrodinger indipendente dal tempo, definiamo op-
portunamente una funzione ug : 8 — R e consideriamo la seguente versione dell’equazione
(2.28) indipendente dalla variabile ¢:

—%Aug(x) + W(x)ug(z) = Eu(x).

38La necessita di quest’ipotesi verra giustificata nel Teorema (3.9).
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Dal punto di vista fisico il valore numerico £ denota la cosiddetta energia dello stato fonda-
mentale, mentre la funzione ug, denominata anche funzione d’onda dello stato fondamentale,
rappresenta lo stato di energia £ del sistema fisico, ovvero lo stato di minima energia possibi-
le. Dal punto di vista matematico invece £ denota 'autovalore di modulo minimo associato
all’operatore hamiltoniano H ed ug la corrispondente autofunzione. Risulta pertanto definita

la seguente versione dell’equazione agli autovalori per l’operatore hamiltoniano H:
Hlugl(x) = Eug(x), (2.29)

dove &£ denota il primo autovalore dell’operatore hamiltoniano H mentre ug denota la prima
autofunzione dell’operatore hamiltoniano H.
Evidentemente la funzione ug deve verificare condizioni®® analoghe a quelle soddisfatte dalla

funzione v, ovvero devono valere i seguenti fatti:
ue|on = 0 e ug|n > 0.

Utilizzando la funzione ug reintroduciamo ora la dipendenza dalla variabile ¢ definendo

esplicitamente la seguente funzione:
v(z,t) = ug(z)e . (2.30)

Da questo fatto deduciamo immediatamente che la funzione v deve inoltre soddisfare la con-
dizione iniziale v(z,0) = ug(z) Vz € Q. La notazione utilizzata ¢ coerente con le definizioni
precedenti: tramite semplici calcoli deduciamo infatti dall’equazione (2.29) che tale funzione

risolve proprio I'equazione (2.28):

iz t) = —Eug(z)e™ = —H[v(z,1).
ot N
v(x,t)
Osservando la definizione (2.30) notiamo infine che individuare determinate proprieta della

funzione v potrebbe rivelarsi un modo estremamente utile per caratterizzare la funzione ug

senza che sia necessario determinarla esplicitamente.

Senza fornire ulteriori dettagli aggiuntivi concludiamo questa digressione, premessa indi-
spensabile per poter proseguire nel nostro ragionamento. Nei paragrafi successivi utilizzeremo
necessariamente il concetto di distribuzione o funzione generalizzata senza tuttavia definirlo
nel dettaglio®C.

39Queste condizioni esplicite sulla funzione ug verranno chiarite e giustificate successivamente nel Capitolo
3. Risulta tuttavia chiaro che deve necessariamente verificarsi la condizione generale ug > 0 affinche si possa
studiare l’eventuale log-concavita della funzione in questione.

40Un’eccessiva formalizzazione di tale concetto risulterebbe prolissa e dispersiva per la trattazione, pertan-
to scegliamo deliberatamente di non introdurre definizioni o verificare proprieta relative alle distribuzioni,
basandoci esclusivamente su quanto enunciato esplicitamente.
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Definiamo opportunamente 'operatore differenziale del secondo ordine £ nel seguente modo:

ov(z,t)

Lv)(z,t) := 5

1
— §Av(x,t) — W(x)v(x,t).
Fissato?! y € Q tale che  # vy, determiniamo una soluzione fondamentale dell’operatore
L, ovvero una distribuzione e(x,y,t) che Vx € Q e Vt € (0,400) risolve nel senso delle

distribuzioni la seguente equazione:
Le(x,y,t) = 6y(x) ® do(t). (2.31)

La distribuzione § rappresenta?? la delta di Dirac mentre il simbolo ® denota il prodotto ten-

soriale®® delle due distribuzioni.

Tramite un espediente probabilistico dedotto dalla disuguaglianza di Prékopa-Leindler H.J.Bra-
scamp e E.H.Lieb riuscirono ad ottenere esplicitamente questa soluzione fondamentale dell’o-

peratore £, dimostrandone alcune proprieta fondamentali: verificata anzitutto V¢ € (0, +00)

fissato la condizione al bordo e(-,y, t)‘ag = 0, mostrarono inoltre la validita nel senso delle

distribuzioni del seguente limite:

tl_lgh e(x,y,t) = dy(x).
Utilizzando inoltre la cosiddetta formula dei prodotti di Trotter ricavarono inoltre una specifica
formulazione esplicita della funzione** e(z,y,t), espressa come limite puntuale del prodotto
di convoluzione di funzioni log-concave. Applicando dunque la Proposizione (2.18) ottennero
in aggiunta la proprieta di log-concavita della soluzione fondamentale dell’operatore L.
Combinando questi risultati ricaviamo facilmente che la soluzione fondamentale dell’operatore
L risolve I'equazione di diffusione (2.28) e soddisfa le relative condizioni al bordo, ottenendo

pertanto la seguente uguaglianza:
v(z,t) = e(x,y,t).

Richiamando nuovamente l'analogia con 1’equazione di Schrédinger, senza fornire dettagli
aggiuntivi sappiamo che dal punto di vista fisico ogni soluzione dell’equazione di diffusione
(2.28) evolve nel tempo verso la funzione d’onda dello stato fondamentale ug, ovvero si verifica
il seguente fatto:

_ 1 t& _ i te
ug(x) = tl}gloov(x,t)e = tl}glooe(x,y,t)e .

“IDal punto di vista fisico = y rappresenta lo stato del sistema nell’istante iniziale t = 0.

42Le due distribuzioni § sono rispettivamente definite nella variabile z € Q relativa a y € Q e nella variabile
t € (0,+00) relativa a t = 0.

4311 prodotto tensoriale delle distribuzioni generalizza quello delle funzioni: considerate infatti due generiche
funzioni f, g : 2 — R, definiamo esplicitamente il prodotto tensiorale f ® g : 2 x Q@ — R delle due funzioni nel
seguente modo:

(f@g9)(x,y) = f(z) gly) V(z,y) € 2xQ

441n realtd rappresenta in questo caso una distribuzione regolare, ovvero una funzione vera e propria.
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Tenendo ora conto della log-concavita della funzione e(z, y, t) e della Proprieta (2) della Propo-
sizione (2.18), otteniamo infine il fondamentale risultato di concavita presentato all’inizio della
sezione: la funzione ug, soluzione dell’equazione agli autovalori per ’operatore hamiltoniano

H (2.29), & log-concava sull'insieme (.

2.5.3 Il problema agli autovalori per il Laplaciano

Supponendo infine che il potenziale W = 0, sistemando opportunamente 1’equazione (2.29)
possiamo finalmente enunciare il risutato fondamentale di questo capitolo, la cui dimostrazione

discende immediatamente dai risultati appena ricavati.

2.19 Teorema (Problema agli autovalori A). Dato Q C R™ un insieme limitato e conves-
50, definiamo una funzione u : Q — R tale che soddisfi le condizioni*® ug > 0 eupn =0 sulla
frontiera 02. Consideriamo ora l'equazione agli autovalori per il Laplaciano (2.1) relativa

all’insieme §) precedentemente introdotta:
Au+ du = 0.

Supposto che A corrisponde al primo autovalore dell’operatore di Laplace, allora la soluzione
u € C*(Q)NC(Q) dell’equazione (2.1), ovvero la prima autofunzione dell’operatore di Laplace,

e una funzione log-concava sull’insieme Q.

Dimostrazione. Omessa. O

4Tali condizioni sono coerenti data la validity del principio del massimo (forma debole) (1.7).
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Capitolo 3

Korevaar ed il principio del

massimo per la concavita

L’approccio utilizzato da H.J.Brascamp e E.H.Lieb in [2], ampiamente illustrato nel capitolo
precedente, permise di ottenere la proprieta di log-concavita relativa alla prima autofunzio-
ne del Laplaciano deducendola da un’applicazione particolare all’equazione di diffusione in
R™. Nonostante la sua notevole importanza, ben presto il risultato ottenuto manifesto la
propria limitatezza in quanto applicazione esclusiva dell’operatore di Laplace, mentre 1'obiet-
tivo era ottenerne uno piu generale adatto allo studio di PDE non necessariamente lineari,
caratterizzate inoltre dalla presenza di un generico operatore ellittico'!. Qualche anno dopo,
precisamente nel 1983, N. J. Korevaar riusci nell’intento di generalizzare il Teorema (2.19),
proponendo inoltre un approccio al classico problema agli autovalori per il Laplaciano total-
mente analitico, sviluppato dunque senza dover ricorrere ad espedienti di natura differente.
In questo capitolo proporremo essenzialmente due risultati principali, entrambi ritenuti fon-
damentali nello studio delle proprieta di concavita delle soluzioni delle PDEs ellittiche: una
versione del principio del massimo per la concavita (PMC I) e, come gia accennato, la

generalizzazione del Teorema (2.19) enunciato nel capitolo precedente.

'Data una funzione u € C?(Q), definiamo un operatore differenziale del secondo ordine £ nel seguente

modo:
n

Lu(zx) := Z aij(z)du(z) Ve Q,
i,j=1
dove 81-2]-11 denota la derivata parziale seconda della funzione u rispetto alla i-esima e j-esima componente di R".
Richiamiamo il seguente fatto: I'operatore L & ellittico se Va € Q esiste un valore A(z) > 0 tale che V¢ € R”™ si

verifichi la seguente condizione:
n

2
> ai(@)6g = A)|€])?.
ij=1
Equivalentemente significa affermare che la matrice A(z) := [a:;(z)] & definita positiva oppure definita negativa
Vz € Q. Evidentemente 1’operatore di Laplace A & ellittico in quanto corrisponde al caso particolare a;;(z) =
d;5(x), dove §;; denota la delta di Kronecker.
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3.1 1l principio del massimo per la concavita (PMC)

Lo sviluppo di questa sezione prevede innanzitutto l'introduzione di alcune definizioni in-
dispensabili per poter caratterizzare la proprietd di concavita? di una funzione non neces-
sariamente regolare, fornendo di fatto una valida alternativa alle Proposizioni (1.5) e (1.6)

precedentemente proposte.

3.1 Definizione. Dato 2 C R"™ un insieme limitato e convesso, sia definita una funzione
u : Q — R. Definiamo allora la funzione C, : Q x Q x [0,1] — R, detta funzione di concavita

per la funzione u, nel seguente modo:
Culm,y, N) = u((1 = Nz + Ay) — (1 = Nu(z) — Mu(y) Va,y € Q.

La funzione C, viene introdotta in maniera naturale per misurare il cosiddetto ”difetto di
concavita (o convessita)” della funzione u, ovvero quanto essa si discosta dall’essere concava
(o convessa): infatti C, indica, al variare del paramentro A3, la distanza tra il grafico della fun-
zione u ed il segmento congiungente i punti (z,u(z)) e (y,u(y)). Si verifica dunque facilmente

che Vz,y € Q e V) € [0, 1] valgono le seguenti caratterizzazioni:

u concava <= Cy(z,y,\) > (3.1)
u convessa <= Cy(x,y,\) < '

Geometricamente parlando, la concavita (o convessita) della funzione u equivale al fatto che

il suo grafico giaccia interamente al di sopra (o al di sotto) del segmento congiungente i punti

(z,u(x)) e (y,u(y))-

3.2 Osservazione. Diremo che la terna (x,y, A) appartiene al bordo di €2 se almeno uno dei
punti z,y o (1 — N)z + Ay € 9. In caso contrario diremo che la medesima terna appartiene

all’interno di 2.

Possiamo ora enunciare il teorema principale di questa sezione.

3.3 Teorema (Principio del massimo per la concavita (PMC I)). Dato 2 C R™ un
insieme limitato e convesso, sia A := [ai;] una matrice simmetrica e definita positiva tale che
le funzioni a;j € C®°(R™) Vi,j=1,..,n e sia data una funzione b € C*(Q x R x R").* Sia
definita la funzione u € C%(Q) N C(Q) soluzione in Q della sequente PDE ellittica:

Lu = Z aij(Vu)m —b(z,u, Vu) = 0. (3.2)

2La trattazione sarebbe egualmente valida nel caso decidessimo di analizzare la proprietd di convessitd
al posto della concavita. Ci atterremo tuttavia il piu possibile alla linea dimostrativa seguita dagli articoli
consultati per sviluppare I’argomento in questione.

3Nonostante la funzione C, dipenda esplicitamente da )\, i successivi risultati legati a tale funzione saranno
indipendenti da tale parametro, ragion per cui lo ometteremo quando superfluo.

4 Assumiamo tali regolaritd sulle funzioni a;;j € b per pura comodita, nonostante sia possibile affrontare il
problema con regolarita inferiori.
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Supponiamo inoltre che la funzione b verifichi le sequenti ipotesi:

8b($7 87p) > 0

I v Qv R™
(1) r e, Vpe s >0,

(II) VYpeR™ b(-,-,p): QxR =R “congiuntamente” concava.®

Se Cy, > 0, allora C,, raggiunge il suo massimo assoluto positivo in un punto appartenente al

bordo di Q, ovvero esiste (Z,9,\) appartenente al bordo® di Q tale che

~max  Cy = Cu(Z,7, ).
QxQx[0,1]

Dimostrazione. Sapendo che u € C(£2), osserviamo che la funzione C, ¢ continua sull’insieme
chiuso e limitato Q x Q x [0,1] € R?"*! che & quindi compatto. Applicando pertanto il
Teorema di Weierstrass” otteniamo che la funzione C, possiede un punto di massimo assoluto
positivo nel suo insieme di definizione. La dimostrazione del teorema procede ora in due passi

distinti, di seguito mostrati nel dettaglio.

» Poniamo innanzitutto un vincolo diverso sulla funzione b: mantenendo invariate tutte
le altre ipotesi del teorema, supponiamo che quest’ultima sia strettamente crescente nella

variabile u, ovvero che si verifichi la condizione

ob(x,u, Vu)

9 > 0.

Procediamo dunque a dimostrare il teorema in questo caso particolare.

Supponiamo per assurdo che la funzione C, assuma il suo massimo assoluto positivo nel punto
(Z,7, ) interno a . Se Z = § o A = 0 oppure A = 1 otteniamo tramite semplici calcoli che
Cu(Z,7,\) = 0, il che ¢ assurdo: il teorema & pertanto banalmente dimostrato. Limitiamoci
dunque al caso in cui A € (0,1) e Z # ¥ entrambi interni all'insieme Q. Considerando che
u € C1(2), nel punto di massimo assoluto positivo si verifica che VC,(Z, 7, \) = 0, ovvero pill

esplicitamente

La dicitura congiuntamente concava afferma esplicitamente la concavita della suddetta funzione nel com-
plesso delle sue variabili, ovvero tale proprieta deve essere contemporaneamente verificata in tutte le variabili
considerate.

5Nel senso dell’Osservazione (3.2) precedente.

"Dato Q C R™ un insieme compatto e non vuoto, sia definita una funzione f : Q — R. Allora la funzione f
ammette massimo e minimo assoluto sull’insieme 2, ovvero esistono x1,z2 €  tali che

flz1) = m{%nf e flz2) = mgxf.
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Tramite semplici calcoli, ponendo zZ = (1—\)Z+ Ay, otteniamo le seguenti espressioni esplicite:

ac“((“;”f’ N _ (1= Va(z) - (1— NVu(@) = 0,
Cy(Z,7,\) _ o
o AVu(z) — AVu(y) =0,

da cui ricaviamo immediatamente che il gradiente della funzione u deve essere identico nei tre
punti Z,y e Z considerati:
Vu(z) = Vu(z) = Vu(y). (3.3)

Denotato con € € R" il generico vettore tramite cui possiamo traslare in modo unico i punti

y e Z, definiamo opportunamente la restrizione della funzione C, ad un intorno del punto

(Z,7, \) nel seguente modo:
Cu(§) =CulZ+ &7 +EN).

Essendo evidente che la funzione C, possiede un punto di massimo interno in ¢ = 0, dall’ipotesi
di regolaritd u € C?(Q) ricaviamo facilmente la validita delle seguenti condizioni:

_ 0%C,
VG0 =0 ¢ V0= |0 <o

dove la seconda indica sinteticamente il fatto che la matrice hessiana vgc‘u della funzione
C, nel punto & = 0 deve essere semidefinita negativa. Richiamando le ipotesi sulla matrice

A := [a;;] deduciamo immediatamente che

n 2
> ai(Vu) 0 C”‘(O) <0.

Combinando tale disuguaglianza con il risultato (3.3) precedentemente ottenuto ricaviamo

esplicitamente che

n

Z aij(Vu) [07u(2) — (1 — \)0ju(x) — Au(y)] <0,

3,j=1

dove afju denota la derivata parziale seconda della funzione u rispetto alla i-esima e j-esima

componente® di R™.

Combinando quest’ultima disuguaglianza con l'ipotesi (II) del teorema, dall’equazione (3.2)

8La derivazione non dipende infatti dal vettore £ € R™ arbitrariamente scelto.
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ricaviamo tramite semplici calcoli® che

b(zu(z) = > ag(Vu)ou(z) < > ay(Vu) [(1 - N)u(@) + A5u(y)] =
i,j=1 i,5=1

= (1= N)b(Z,u(T)) + Ab(F, u()) < b[(1 = N)(Z,u(Z)) + A7, u(y))] =
=b(Z, (1 — Nu(Z) + Mu(g)).

Applicando ora l'ipotesi (I) modificata, avendo supposto in questo caso particolare che la

funzione b fosse strettamente crescente, deduciamo facilmente la disuguaglianza

u(z) < (1= Nu(Z) + du(y),

da cui immediatamente il seguente risultato:

Questo fatto € evidentemente in contraddizione con l'ipotesi C, > 0, pertanto il teorema

risulta in questo caso dimostrato.

» Procediamo ora a dimostrare invece il teorema nel caso generale, ovvero quando vale
I'ipotesi (I). E innanzitutto necessario premettere un lemma tecnico, di cui non riporteremo

la dimostrazione!? esplicita perche solamente accessoria alla nostra trattazione.

4

3.4 Lemma (di perturbazione). Dato Q' CC Q un sottoinsieme! di R"™ con bordo regolare
00 € C*, sia definita una funzione u € C*(Y) tale che soddisfi le ipotesi del Teorema (3.3).
Allora Vey > 0 fissato esiste € tale che 0 < € < €g ed esiste una funzione v¢ : Q' — R soluzione

del sequente problema perturbato:

n
d%v¢ . ’
> aij(Vve)axié’xj = b(z, v, Vo) + ev® in Q
ij=1 :
V=1 su oY

dove esiste M > 0 tale che v = u + ew® con la condizione' ||w||cz.0qy < M.

Dimostrazione. Omessa. O

9Nell’espressione della funzione b(x,u, Vu) non espliciteremo la dipendenza dal gradiente Vu per
Posservazione (3.3).

10Vedi [3], Lemma (1.5), pag. 605.

"Precisiamo che la scrittura A CC B significa compattamente contenuto ed equivale a dire che A & un
sottoinsieme compatto di B.

12Senza, fornire dettagli aggiuntivi, definiamo la norma hélderiana della funzione w® € C**(Q') nel seguente
modo: 5 5

s lenmay = 32 1D°w o+ 32 sup NP0 = DLl
I81<2 |l =2 *#VES e =yl

54



4

Consideriamo ora una successione monotona crescente (2) di sottoinsiemi di € con bordo

regolare 0N € C'™ tale che verifichi le seguenti proprieta:

Q" c Q™ vmeN,

[j Q" =Q,
m=0

lim d(dQ™,09) = 0.

m——+00

Preso allora un generico Q™, Ve > 0 le ipotesi del Lemma (3.4) sono evidentemente verificate.

Definita inoltre una funzione b nel seguente modo:

b(x, v, Vve) 1= b(z, v, Vo) + evf,

deduciamo facilmente che quest’ultima soddisfa le ipotesi del Teorema (3.3) nel caso partico-

lare precedentemente studiato in quanto vale la condizione

35 € € € €
(x, v, Vvo) _ ob(x,ve, Vo) te >0,
ove ove
— —
>0

Combinando pertanto i risultati ricavati otteniamo dalla precedente dimostrazione che la
funzione Cye raggiunge il suo massimo assoluto positivo in un punto appartenente al bordo
di Q™. Tramite semplici calcoli derivati dal Lemma (3.4) e dalla definizione della norma
hélderiana [|we| 2.y , per € — 0 otteniamo che

|v€ — ulloo = €|l |00 < GHwEHCQ,a(Qm) <eM — 0,

ovvero che la funzione v¢ — w uniformemente in Q™. Dalla definizione (3.1) deduciamo
immediatamente che anche C,c — C, uniformemente in (2™, ragione per cui la funzione C,
raggiunge il suo massimo assoluto positivo in un punto appartenente al bordo di 2. Sapendo
infine che u € C(Q)'?, mandando al limite per m — +o00 otteniamo che C, raggiunge il suo
massimo assoluto positivo in un punto appartenente al bordo di 2. Il teorema risulta dunque

dimostrato. O

L’implicazione contenuta nel principio del massimo per la concavita (PMC I) pud essere
espressa in una forma equivalente tramite la propria negazione, ponendo ’attenzione su un
aspetto totalmente diverso: mantenendo invariato il quadro d’ipotesi del Teorema (3.3), se
la funzione C, non raggunge il suo massimo assoluto positivo in un punto appartenente al

bordo di €, allora C,, < 0, ovvero la funzione u & convessa per la caratterizzazione (3.1). Per

13La continuita della funzione v fino al bordo dell’insieme € & condizione necessaria per poter mandare al
limite per m — +oo.
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stabilire dunque la proprieta di convessita della soluzione dell’equazione (3.2) risulta necessario
individuare delle specifiche condizioni al bordo sulla funzione w affinche C, non raggunga il

suo massimo assoluto positivo in un punto appartenente al bordo di €.

In primo luogo richiediamo una condizione di regolarita maggiore sull’insieme 2: oltre
ad essere limitato dovra anche avere la frontiera regolare 92 € C*°. Risulta inoltre fon-
damentale supporre che 'insieme  sia strettamente convesso secondo la definizione (1.2)

precedentemente data.

In secondo luogo consideriamo la superficie G,,, detta anche grafico della funzione u, definita

nel seguente modo:

Gu = {(z,u(z)) : 2€Q)} cR",

Denotiamo inoltre con 7, il piano tangente alla superficie G, nel punto (x,u(x)) al variare
di x € Q. Diremo allora che la funzione'* u € C1(£) & convessa se e solo se Vo € Q il suo
grafico GG, giace interamente al di sopra del corrispondente piano tangente 7., ovvero in modo
equivalente!'®

u convessa <= G, >7m,; Vxe (3.4)

Nonostante questa caratterizzazione geometrica delle funzioni convesse sia molto intuitiva, la
condizione individuata risulta sufficiente ma non necessaria, dunque sostituibile con una meno
restrittiva. Affinche la funzione C, non assuma il suo massimo assoluto positivo in un punto
appartenente al bordo di € ¢ infatti sufficiente richiedere che G, > 7, Vz € 02, ovvero che
la condizione appena introdotta valga esclusivamente per i punti appartenenti al bordo di €2,

proprio come afferma il seguente lemma.

3.5 Lemma. Dato Q C R™ un insieme limitato e strettamente convesso con 9 € C,
sia definita u : @ — R una funzione tale che G, ammetta Yx € 0 piano tangente .

Supponiamo che valga la condizione
Gy, > 7w, Vxe o, (3.5)

dove l'unico punto di contatto'® tra G, e m, & rappresentato proprio dal punto di tangenza
(x,u(x)). Allora la funzione C, non assume il suo massimo assoluto positivo in un punto

appartenente al bordo di §2.

Dimostrazione. La dimostrazione del lemma procede per via geometrica. Supponiamo per
assurdo che la funzione C, assuma il suo massimo assoluto positivo nel punto (z,y,\) ap-
partenente al bordo di €. Posto z = (1 — AN)x + Ay con A € (0,1), dato che z ¢ 99 per la
convessita stretta, supponiamo che x € 0f) e consideriamo la porzione della superficie G,, li-

mitata al segmento [z, y], ovvero la curva I" interamente contenuta in G,, congiungente i punti

141, regolarita C* richiesta sulla funzione u & necessaria per Pesistenza Vo € Q del piano tangente 7.

1572 notazione > & ovviamente utilizzata in senso improprio in quanto in R®™! non esiste una relazione
d’ordine; tuttavia dal punto di vista geometrico il suo significato € chiaro.

60Qvvero I'unico punto che verifica impropriamente ’'uguaglianza nella relazione precedente.
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(z,u(z)) e (y,u(y)). Per I'ipotesi (3.5) sappiamo che il punto (y,u(y)) giace al di sopra della
retta tangente t, a I" nel punto (x,u(z)). Fissati i punti y e z, muoviamo il punto x nel punto
Z lungo il segmento [z,y] in modo che valga la condizione d(z,y) < d(z,y): approssimativa-
mente il valore u(Z) corrisponder al valore della retta tangente ¢, nel punto 2.7 Pertanto,
tenendo presente la costruzione geometrica, nel punto z il segmento di estremi (Z,u(Z)) e
(y,u(y)) si trovera piu in basso rispetto a quello di estremi (z,u(x)) e (y,u(y)). Esplicitando

tale risultato tramite un semplice calcolo otteniamo la disuguaglianza
(1= XNu(@) + Au(y) < (1 = Nu(x) + Au(y),

dalla quale deduciamo immediatamente che

Tuttavia per l'ipotesi sull’esistenza del massimo deve essere Cy(x,y, \) > Cy(Z,y, \), risultato
incompatibile con la disuguaglianza appena ottenuta. Seguendo lo stesso ragionamento dimo-
strativo, si deduce una contraddizione supponendo invece che y € 9¢). Pertanto la funzione
C,, non puo assumere il suo massimo assoluto positivo in un punto appartenente al bordo di

). La dimostrazione del lemma & conclusa. O

3.6 Osservazione. Un caso particolare della condizione enunciata nel Lemma (3.5) corri-
sponde al cosiddetto angolo di contatto nullo.

Date due generiche superfici S; e Sp in R?*! tali che ammettano rispettivamente piani tangen-
ti mi(x) Vo € S1 e ma(y) Yy € Sa, consideriamo un generico punto z € 51N S nell’intersezione
delle due superfici. Definiamo 1'l’angolo di contatto ~ nel punto z come ’angolo formato dalla
normale n; al piano tangente 71 (z) di S; e dalla normale ny al piano tangente ma(z) di So.
Consideriamo nello specifico 'angolo di contatto  tra la superficie Gy, grafico della funzione
u, ed il cilindro generalizzato 92 x R: quando & nullo in un generico punto (z,u(z)) € I xR
significa che il piano tangente 7, alla superficie G, in tale punto ¢ verticale e pertento verifica

evidentemente la condizione del Lemma (3.5) secondo cui

Gy, > 7, Vzedfd

Grazie all’osservazione precedente possiamo ora enunciare il secondo ed ultimo risultato

della sezione.

1"Non forniamo ulteriori dettagli su questo passaggio, basti pensare al corrispondente caso unidimensionale
di una retta tangente ad una funzione in un punto che corrisponde ad un’approssimazione al primo ordine della
funzione considerata nell’intorno del medesimo punto.
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3.7 Teorema. Dato Q2 C R™ un insieme limitato e strettamente convesso con 92 € C°, sia
definita la funzione u € C*(Q)NC(KY), soluzione dell’equazione (3.2), tale che siano soddisfatte
tutte le ipotesi del Teorema (3.3). Supponiamo che l’angolo di contatto vy tra G, e QxR sia

nullo. Allora la funzione u & convessa.

Dimostrazione. Combinando le tesi del Teorema (3.3), del Lemma (3.5) e I’Osservazione (3.6)
otteniamo immediatamente che C, non puo assumere il suo massimo assoluto in un punto
appartenente al bordo di €2, pertanto deve essere C,, < 0, da cui la convessita della funzione
U. ]

3.2 L’approccio analitico al problema agli autovalori genera-

lizzato

Nel capitolo precedente abbiamo analizzato il classico problema agli autovalori per il Lapla-
ciano, dimostrando nel Teorema (2.19) che la prima autofunzione u corrispondente al primo
autovalore A di tale operatore & log-concava sull’insieme convesso () C R™.

Diversamente dall’approccio fisico-probabilistico utilizzato in[2], N.J.Korevaar propose un me-
todo prettamente analitico per lo studio di tale problema, ottenendo di fatto un risultato piu
generale rispetto a quello precedentemente ricavato da H.J.Brascamp e E.H.Lieb.

Concluderemo pertanto il capitolo proponendo una breve trattazione sul cosiddetto proble-
ma agli autovalori generalizzato e fornendo ulteriori dettagli sul problema agli autovalori per

loperatore hamiltoniano H (2.29) definito in precedenza.

Innanzitutto possiamo chiederci se risulta possibile sostiuire alla (3.5) una condizione al
bordo alternativa, posta sulla funzione wu, affinche la validita del Lemma (3.5) non venga
annullata. L’interrogativo ammette una risposta parzialmente affermativa: nonostante la
suddetta condizione esista, la funzione u deve essere opportunamente trasformata perche
il Lemma (3.5) continui a valere. Questo fatto viene giustificato dal contenuto del lemma

successivo, indispensabile per il proseguo della trattazione.

3.8 Lemma. Dato Q C R"™ un insieme limitato e fortemente convesso con 02 € C*, indi-
chiamo con v il versore normale interno a 0S). Sia definita una funzione u € C*(QQ) tale che

soddisfi le sequenti condizioni:

ou

— 3.6
81/\89 = (3.6)

Ujn > 0, Ujpn = 0,

Posto § > 0, definiamo [’insieme

Qs :={x e : dz,00) >d}.
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Consideriamo infine una funzione f € C*°((0,400)) tale che ¥z € (0,400) valgano le sequenti
condizioni:
f(z)<0
f"(z) >0
. b
Jim f'(z) = —oo (3.7)
o f(2)
Jim 72y =0
f'(z)

i)

0

Allora per 6 > 0 sufficientemente piccolo la funzione v := f(u) soddisfa il Lemma (3.5)

sull’insieme €.

Dimostrazione. Fissato un generico punto x € 0€)5, definiamo 'insieme
Ae ={y € Qs : m(y) =2 Gu(y)}-

L’obiettivo ¢ mostrare che ogni piano tangente 7, giace completamente al di sotto del grafico
G,, ovvero che A, = () Vz € 0€s. La dimostrazione si suddivide nella verifica di due affer-

magzioni distinte, di seguito riportate.

» Ogniqualvolta x & ”vicino” a 9%, allora anche I'insieme A, ¢ vicino'® a 9.
Formalizziamo questo fatto: dato e > 0 esiste §g > 0 tale che per 0 < § < dg < € e per x € 98
si verifica che A, N Q. = 0.

Dalle ipotesi ricaviamo infatti che per x vicino” a 02 il piano tangente 7, alla funzione v &
quasi verticale ed il suo gradiente Vo(z) ha quasi la stessa direzione del versore normale!®
esterno —v a . Sapendo tramite semplici calcoli che Vv = f’(u)Vu, dalle ipotesi ricaviamo
la seguente disuguaglianza:

Vo(z) - (—v(x)) = —f (u(2))Vu(z) - v(z) = —f (u(z)) 81(;(;6) S 0.
~——

>0

Tenendo presente 1'Osserazione (3.6) deduciamo che 1’angolo di contatto v deve essere rela-
tivamente piccolo. Senza formire ulteriori dettagli?® tecnici, dal punto di vista geometrico

I’affermazione risulta pertanto intuitiva.

» La funzione v risulta convessa su di una ”striscia” di bordo vicina a 9€). Formalizziamo
questo fatto: esiste € > 0 tale che valga la condizione?! V2v(z) >0 Vo € Q\ Q..

Innanzitutto, analogamente alla verifica svolta nella dimostrazione del Teorema (1.14), dalle

8Impropriamente nel senso di distanza euclidea d in R™.

9Nonostante il versore normale interno v(z) sia definito esclusivamente per = € 99, & possibile estenderlo
ad un campo vettoriale 7 : Q@ — R"™ definito su tutto l'insieme tale che (z) = v(z) Vz € 9Q. Fatta questa
precisazione, per semplicita di notazione useremo comunque v anche dove intendiamo in realta .

20Vedi [3], Lemma (2.4), pag. 610.

211 ’espressione V2v(m) > 0 indica impropriamente il fatto che la matrice hessiana della funzione v sia definita
positiva.
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ipotesi (3.6) sulla funzione u ricaviamo che YV € 02 valgono i seguenti fatti:

8’1;(;) — Vu(z) £ =0,
82u(2x) _ ST . VQU(.%') £ = _vu(x) = Bu(m) <0, (3.8)
% ov
>0

dove £ € R™ indica il versore tangente a 9€) nel punto z.
Preliminarmente calcoliamo esplicitamente la matrice hessiana della funzione v, osservando

separatamente il comportamento dei due termini che la costituiscono:

Vi = f'(u)V?u+ f(u) (Vu)' - (Vu).
—_—

Vul]?

Per quanto riguarda il primo termine, dalla seconda condizione dell’ipotesi (3.7) ricaviamo
immediatamente che f'(u) < 0, mentre dalla seconda relazione della (3.8) deduciamo che

YV € 00 e ¥n € R™ tangenziale?? a 9Q si verifica la disuguaglianza
n! - Viu(z) -y <0.

Analizzando invece il secondo termine, dalla prima condizione dell’ipotesi (3.7) ricaviamo
immediatamente che f”(u) > 0, mentre banalmente |Vu|? > 0. Tuttavia deduciamo inoltre

che Vz € 002 e Vi € R™ non tangenziale a 0 si verifica la disuguaglianza
' (V)" - (Vu(z)) -9 > 0.

Diversamente quest’ultima disuguaglianza risulta identicamente nulla Vn € R™ tangenziale a
0N per la prima relazione della (3.8).
Dall’ipotesi di regolaritad u € C?(f2) ricaviamo la continuita delle derivate parziali seconde

2
g%:‘a(ii per i,j = 1,...,n. Possiamo ora affermare che Vx € Q \ Q, ”"striscia” sufficientemente

vicina a 09, la matrice V2u & definita negativa Vn € R™ direzione sufficientemente vicina alla

direzione tangenziale??, ottenendo pertanto che
(@) [n" - V2u(a) -] >0,

f"(u(@)) [n" - (Vu())" - (Vu(z)) - n] = 0.
f'(w)

Tenendo conto delle ipotesi (3.7) deduciamo invece che Va € Q\ €2 il termine () e sufficien-

temente piccolo, ottenendo dunque che ¥y € R™ direzione non tangenziale?* vale la seguente

22Diremo infatti che un vettore 7 € R™ & una direzione tangenziale nel punto x ad 9Q se v -n = 0, dove v
indica la direzione normale a 0f2 in quel punto.

23Estendendo il versore normale interno ¥ come fatto in precedenza, possiamo analogamente definire direzioni
tangenziali e non tangenziali 7 su tutto I’insieme €2, rendendo pertanto valida quest’affermazione. Per quanto
riguarda le notazioni, continueremo anche in questo caso ad utilizzare v ed n avendo tuttavia chiaro il loro
significato.

24Qufficientemente lontana da essa.
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disuguaglianza:

(@) " (Vu(@)" - (Vul@)) 0] > f(u(@)) [7" - V() 0] .

Combinando infine tutti i risultati ottenuti sui due termini che costituiscono la matrice hes-
siana della funzione v, otteniamo globalmente che Vo € 2\ €, il termine V2v(z) deve essere
definito positivo Vn € R™.

» Concludiamo la verifica del lemma combinando le due affermazioni appena dimostrate.
Scelto un generico € > 0 tale che V2v(z) > 0 Vo € Q\ Q, allora esiste 5y > 0 tale che per
0 <& < dyeper xz € 0 si verifica che A, N Q. = (. Sapendo tuttavia che la funzione
v risulta convessa Vo € Q\ Q. otteniamo che A, N (Q5\ Q) = 0. Fissato 0 < § < o, per
Parbitrarieta sulla scelta del parametro € otteniamo immediatamente che A, = (), fatto che

conclude la dimostrazione. O

Tra tutte le trasformazioni possibili f € C°°(]0,+o0]) che soddisfino le condizioni (3.7)
enunciate nel Lemma (3.8) merita particolare attenzione il caso della funzione log. Proponia-
mo pertanto un risultato inerente questa specifica trasformazione, corrispondente proprio alla

generalizzazione del Teorema (2.19) accennata all’inizio del capitolo.

3.9 Teorema (Problema agli autovalori generalizzato). Dato Q@ C R" un insieme li-
mitato e fortemente convesso con 92 € C™, sia definita u € C%(Q) soluzione positiva della

sequente PDFE ellittica, denominata anche equazione agli autovalori generalizzata:

- Vu 0%u Vu
Z aij <u> Juidz,; + ub <a?, —log u, u> =0, (3.9)

ij=1

dove sono definite le funzioni a;; € C*°(R") Vi,j =1,...,n ebe C®(Q xR x R"). Suppo-

niamo che la funzione b verifichi le condizioni (1) e (II) del Teorema (3.3) e che la funzione

w verifichi inoltre le sequenti condizioni® :

ou
ug >0 Uy =0 - >0
|2 ’ |02 ) ov ‘89 )
dove v indica il versore normale interno a 0. Allora la funzione v := —log(u) é convessa

sull’insieme ).

25Come annunciato in precedenza, la condizione u)jn > 0 serve per poter applicare la funzione log. La
condizione al bordo ujsq = 0 non comporta tuttavia alcun problema in quanto generalmente consideriamo 2
un insieme aperto e la log-concavita relativa solamente all’insieme 2. Pertanto la convenzione log(0) := —oo
non & necessaria per affrontare questo tipo di problemi.
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Dimostrazione. Innanzitutto si verifica che la funzione u & soluzione dell’equazione (3.9) se e

solo se la funzione v verifica I’equazione

- 0%v - ov Ov
Z a;j(—Vv) nidn, Z aij(_vv)@m@Tj + b(x,v,—Vv). (3.10)
i,7=1 7,7=1
b(z,v,—Vv)

Per dimostrare questo fatto basta inserire all’interno dell’equazione (3.10) ’espressione v =
—log(u) per ottenere la (3.9), osservando tramite semplici calcoli che si ottengono esplicita-

mente le seguenti quantita:

ov 1 0u
856,‘ N _58@"
0% 1 0%y 1 Ou oOu

L’equazione (3.10) presenta la medesima formulazione dell’equazione (3.2) mentre la funzione b
verifica anche’essa?® le ipotesi (I) e (IT) del Teorema (3.3). Applicando dunque il Lemma (3.8)
deduciamo che, preso un generico § > 0, la funzione v soddisfa il Lemma (3.5) sull’insieme 2.
Cio significa che la funzione di concavita C,, non puo assumere il suo massimo assoluto positivo
in un punto appartenente al bordo di €25, ovvero che v deve essere convessa su tale insieme.
Per I'arbitrarieta sulla scelta del parametro d, concludiamo che la funzione v = — log(u) risulta

convessa sull’insieme 2. O

3.10 Osservazione. Il teorema appena dimostrato rappresenta esattamente I’approccio ana-
litico di N.J.Korevaar, alternativa del metodo proposto da H.J.Brascamp e E.H.Lieb per lo
studio dei problemi agli autovalori (2.29) e (2.1).

Consideriamo infatti I’equazione agli autovalori per l’operatore hamiltoniano H (2.29) prece-

dentemente introdotta, riscrivendola nel seguente modo:
Au(z) 4+ 2[A — W(z)]u(x) = 0.

Osserviamo che 1'equazione (3.9) rappresenta evidentemente una forma generalizzata dell’e-

quazione (2.29), avendo scelto opportunamente Vz € Q le seguenti relazioni:

(2 =0 (2 e o(oronn 7)o wia

La funzione b dipende in modo esplicito solamente dalla variabile x, pertanto verifica sicu-
ramente l'ipotesi (I) del Teorema (3.3). Sapendo inoltre che il potenziale W & convesso,
ricaviamo facilmente anche la validita dell’ipotesi (II) del Teorema (3.3). Richiamando le con-

dizioni ujg > 0 e ujpq = 0, supponiamo inoltre che Vr € ) valga la disuguaglianza Wi(z) < A.

26Le funzioni b e b differiscono infatti per un termine indipendente dalla variabile esplicita v, dunque
soddisfano necessariamente le medesime condizioni.
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Oltre alla verifica della compatibilita delle precedenti condizioni con il principio del massimo

(forma debole) (1.7), applicando il Lemma di Hopf (1.9) ricaviamo anche la validita della
du

v |oq
quazione (2.29), dimostrando pertanto che la prima autofunzione dell’operatore hamiltoniamo

condizione > (. Verificate tutte le condizioni possiamo applicare il Teorema (3.9) all’e-

‘H risulta log-concava sull’insieme €.

Analogamente possiamo applicare il Teorema (3.9) al problema agli autovalori per il Lapla-

ciano precedentente definito nel Teorema (2.19):
Au+ du = 0.

Anche in questo caso otteniamo evidentemente che la prima autofunzione dell’operatore di

Laplace A risulta log-concava sull’insieme (2.
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Capitolo 4

Kennington e ’estensione alle

funzioni a-concave

I risultati ottenuti da N.J.Korevaar in [3], pur rivelandosi nell'immediato estremamente
all’avanguardia per lo sviluppo della ricerca nell’ambito delle PDEs, non sembravano tuttavia
essere definitivi. Nel 1985 A.U.Kennington propose infatti in [4] una versione avanzata e mi-
gliorata del principio del massimo per la concavita (PMC II), utilizzata per studiare problemi

differenziali sempre piti generali e complessi sostanzialmente strutturati nel seguente modo.

Dato Q C R” un insieme limitato e convesso, definiamo una funzione u :  — R tale che
soddisfi la condizione ujpn = 0. Consideriamo ora la seguente PDE non lineare del secondo

ordine:

Au+ f(x,u) =0, (4.1)

dove la funzione f : QxR"™ — R puo dipendere esplicitamente da entrambe le variabili z e u ol-
tre che godere di alcune particolari proprieta che introdurremo succesivamente. Analogamente
ai problemi studiati nei capitoli precedenti, vogliamo stabilire se la soluzione u € C?(Q2)NC(Q)
dell’equazione (4.1) oppure una sua opportuna trasformazione possiede particolari proprieta

di concavita.

Preliminarmente asserriamo che le Definizioni (1.4) e (2.17) precedentemente enunciate sono
insufficienti per discutere i risutati di questo capitolo, pertanto risulta necessario introdurre

per completezza alcune nozioni aggiuntive.
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4.1 Definizione e proprieta dell’a-concavita

Innanzitutto richiamiamo la definizione (3.1) della funzione di concavita C,, modificandola!

in modo opportuno.

4.1 Definizione. Dato 2 C R" un insieme limitato e convesso, sia definita una funzione
limitata u : 2 — R. Definiamo allora la funzione —C, : Q x Q x [0,1] — R, detta funzione di

convessita per la funzione wu, nel seguente modo:
—Cu(z,y, A) i= (1 — Nu(z) + Mu(y) —u((1 = Nz + Ny)  Vz,y € Q.

Poniamo inoltre per definizione

C:= sup —Cyulz,y, ).
QxQx[0,1]

In questo caso forniamo una diversa caratterizzazione per funzioni concave rispetto a quella
precedentemente data in (3.1): oltre al fatto? che C > 0 sia nel caso di concavitd (—C, < 0)

che di covessita (—C, > 0) della funzione u, si verifica facilmente la seguente equivalenza:

u concava <= C=0. (4.2)

Forniamo ora alcune nuove definizioni, introducendo alcuni concetti di fondamentale im-

portanza per lo sviluppo della trattazione.

4.2 Definizione. Sia 2 C R" un insieme limitato e convesso e sia dato un parametro o €
]0,4+00[. Una funzione u : Q@ — [0, 400) si definisce a-concava sull’'insieme €2 se la funzione
u® ¢ concava sull’insieme ().

La precedente definizione pud essere estesa® in modo del tutto naturale al variare del

parametro a € [—00, +00], fornendo le seguenti caratterizzazioni:
> a=+4+00 = u(x)=c Ve (u costante);
> 0<a<+oo = u® concava;
» a=0 = u log-concava;

> —co<a<0 = u® convessa;

! A.U.Kennington introduce direttamente la funzione di convessitc —C,, diversamente dalla scelta di
N.J.Korevaar di definire la funzione di concavita C,. Ritenendo inutile 1'utilizzo di due notazioni distinte
per funzioni che differiscono esclusivamente per il segno, scegliamo esplicitamente di utilizzare unicamente
la convenzione adottata da N.J.Korevaar. Escludendo cio, il resto della trattazione seguira nel dettaglio il
ragionamento proposto da A.U.Kennington in [4].

2In questo caso, banalmente, basta scelgliere A = 0 per verificare 'asserto sull’estremo superiore della
funzione C,.

3Prestiamo solamente attenzione al caso particolare in cui u = 0: affinche estensione sia ben definita
poniamo per convenzione logu = —oo e u® = +00 per —oo < a < 0.
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> a=-00 = {2€Q : u(z) >t} convesso ¥t € R (u unimodale).

4.3 Definizione. Sia 2 C R"™ un insieme limitato e convesso. Una funzione v : Q — R si

5

definisce® armonicamente concava (o h-concava) sull’insieme 2 se VA € [0,1] e Vz,y € Q si

verificano le seguenti disuguaglianze:

u(z)u(y)
u((1 =Nz + Ay) > 1= Nuly) + va(@) (1= XNu(y) + Au(x) >0 |
0

u((I =Nz + Ay) >

4.4 Osservazione. La definizione precedente contiene essenzialmente una generalizzazione
della proprieta di (—1)-concavitd estesa alle funzioni non necessariamente strettamente po-
sitive. Considerata infatti una funzione strettamente positiva u : Q — (0,+00) si verifica
facilmente che

u h-concava <= u (—1)-concava. (4.3)

Tenendo presente che la (—1)-concavita di una funzione u corrisponde per definizione alla
convessita della funzione 1, nel caso in cui (1 —A)u(y) + Au(z) > 0 la verifica dell’equivalenza
(4.3) discende direttamente dalle seguenti disuguaglianze:

1 1—A A (I —=MNul(y) + Au(zx)

WA= N+ x) = u@ uw) T u@ul)

—

u(z)u(y)
(1= Nu(y) + \u(z)’

mentre nel caso u(x) = u(y) = 0 la verifica risulta immediata.

u((1 = Nz + My) >

Nonostante non valga il viceversa come nel caso precedente, risulta pero decisamente piu
rilevante® la seguente implicazione: ogni funzione’ h-concava & necessariamente concava,
ovvero

u concava = u h-concava. (4.4)

4Questo tipo di insiemi sono anche chiamati sovra-insiemi di livello t relativi alla funzione wu.

®Non definiamo in modo analogo il concetto di funzione armonicamente convessa in quanto non necessario
allo sviluppo del capitolo.

511 perche dell’utilizzo della proprieta di concavita armonica al posto della tradizionale concavita risulterd
piu chiaro successivamente.

"In questo caso non necessariamente strettamente positiva, ma semplicemente a valori reali.
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Quest’affermazione ¢ immediatamente verificata nel caso u(z) = u(y) = 0, mentre nel caso

(I = XNu(y) + Au(z) > 0 discende dalla seguente catena di disuguaglianze:

u((1 =Nz + Ay) —

v

(1 = MNu(y) + Au(z)

>(1 = Nu(x) + Au(y

)
)
AL = V[u()? + u(y)’] = 201 = Nu(z)u(y)
(

Concludiamo questa sezione proponendo un compendio delle principali proprieta legate alle
funzioni a-concave, ciascuna delle quali sara brevemente dimostrata o giustificata a seconda
dell’utilita nello sviluppo successivo della trattazione. Mentre considereremo sempre un insie-
me 2 C R™ limitato e convesso ed una funzione u : Q — [0, 4+00), eventuali ipotesi aggiuntive

necessarie verranno invece specificate di volta in volta.
4.5 Proposizione (Proprieta della funzioni a-concave).

(1) u é una funzione a-concava se e solo se Vx,y € Q e VA € [0,1] si verifica che
u((1 =Nz + Ay) > Mo\, u(x), u(y)),

dove My(Au(z),u(y)) € C([—o0,+0oc]) N C*(R) denota la funzione di p-media (\-

pesata) (2.9) relativa alla funzione u precedentemente definita.

Dimostrazione. Tale proprieta discende immediatamente dalla Definizione (2.15) del-
I'insieme K, (f2), corrispondente esattamente all’insieme delle funzioni a-concave. Po-
sto z = (1 — Az + Ay, la proprieta discende direttamente dalla caratterizzazione (2.27)

precedentemente fornita in quanto vale la seguente disuguaglianza:

u((L =Nz + Xy) > kan(z | u(@),u(y)) = Ma(Xu(@),uly))  go.z€R"

(2) Monotonia.

u «a-concava =—» u [-concava VG <«

Dimostrazione. La proprieta discende immediatamente dalla monotonia della funzione

M,, dimostrata precedentemente in (2.4). O

(3) Continuita. Definito per ogni funzione (—oo)-concava il cosiddetto numero di concavita

a(u) :==sup{B € R : u B-concava}, risulta allora che la funzione u é a(u)-concava.
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(4)

Dimostrazione. La proprieta discende immediatamente dalla continuita della funzione

M, rispetto alla variabile «. O
Fissato o € R, una funzione u € C?(Q) & a-concava se e solo se vale la condizione
w(z)uge(x) + (o — 1) (ug(z))? <0

Ve e Q eVl e S:={0cR” : || =1}, dove abbiamo denotato con up(z) e upp(x)
rispettivamente le derivate prime e seconde della funzione u calcolate nel punto x nella

direzione 0:

=1 ' axl ’

- u(x
UQQ(ZL‘) L= 29103 8:6(;73 .

i=1 ¢

Dimostrazione. Considerata una generica funzione u € C?(£2) richiamiamo la caratte-

rizzazione fornita in (1.6):
u concava <= ugg(x) <0 VreQ, VOeR"

Tramite semplici calcoli otteniamo nel caso a # 0 che

0%u®

(U)o = 902

= au®? [uugg + (o — 1)(u9)2] ,

mentre nel caso o = 0 risulta che

B 0?log u

(logu)gy = a0z u”?

2
uugy — (ug)?].
In entrambi i casi ¢ evidente la caratterizzazione dell’a-concavita tramite la condizione

precedentemente enunciata, pertanto ’equivalenza risulta dimostrata. O

4.6 Osservazione. Tenendo presente questo risultato si deduce immediatamente che

Va € R una generica funzione u € C%(Q) & a-concava se e solo se vale la condizione
a <1 —sup {u(z)ugs(z)(ug(x))?: z €Q,0 € S,ugp(x) # 0} .

Tale caratterizzazione e estendibile anche al caso o = +o0 in cui la funzione v € co-
stante e I'insieme precedente risulta vuoto: essendo per convenzione sup(f)) = —oo la
disuguaglianza ¢ banalmente verificata. Possiamo ora pertanto esplicitare il significato

del numero di concavita a(u).

Per ogni funzione u € C*(Q) tale che sia (—o00)-concava otteniamo che

a(u) =1—sup {u(x)ueg(x)(ue(x))_z cxeQ0eS ug(x)#0}.
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(5)

(6)

Fissato o € [—00,+00] e data una successione (up) di funzioni a-concave Vh € N,
definiamo Vx € €1 il limite puntuale di tale successione nel sequente modo:

u(x) = hli)I-iI-lOO up(x).

Allora la funzione u é a-concava sull’insieme §2.

Dimostrazione. E sufficiente scrivere la disuguaglianza della Proprieta (1) per la generica
funzione wjy, e passare al limite per h — +oo, ottenendo il risultato richiesto per la

continuita della funzione M, (), a, b) rispetto alle variabili® a e b. O

Per ogni o > 1 linsieme K, () delle funzioni ai-concave é un un cono convesso, ovvero

un insieme chiuso rispetto alla somma ed alla moltiplicazione per uno scalare positivo:

f+9€ K. Vf, g€ Ka(),
puf € Ka(Q) Vf € Ka(Q), Y > 0.

Dimostrazione. Mentre la seconda proprieta risulta banalmente vera, verifichiamo di-
rettamente la prima. Considerati un generico valore p € (0,1] e due punti z,y € R tale

che sia definita la seguente norma:

1
n P
lzllp == > | |
=1

risulta innanzitutto valida la seguente generalizzazione della disuguaglianza di Minkow-
sky?:

2+ yllp > [zl + [lyllp- (4.5)
Date due generiche funzioni concave f,g : @ — [0,400), notando che la funzione

{t — tP} & concava per p € (0,1], applichiamo la disuguaglianza (4.5) in R? al caso
particolare in cui z = (f(z),9(z)) e y = (f(y), g(y)) ottenendo per A € [0, 1] il seguente

8Nonostante questo fatto non sia stato verificato esplicitamente, la regolaritd della funzione M, nelle
variabili diverse da « ¢ banalmente ricavabile dalla Definizione (2.9).

“Mentre quella classica vale per p € [1,400), quest’ultima vale nel caso p € (0,1] e presenta in aggiunta
il verso della disuguaglianza invertito. Notando che la funzione {t+ t?} & concava per p € (0,1], posto

t

T zllp+llvllp

[EdF € (0,1), semplici calcoli portano al risultato desiderato:

n

ool =3 (5 + -0ty ) > Z () ra-n ()] =

i=1

EdIFS
tp

=t

P
o Il

+(1- G-ty (Izlle + llyll»)"-
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risultato:

B =

(1= NI @) +g@))7 + A +gu)P]r = (1= Nllall, + Myl <
<L = Nz + Ayllp = [(1 = N F (@) + Ag(@) + (1= N f(y) + Agw)]r <
<[F((1 = Nz + Ayl + g((1 = Nz + Ay)?]7.

1
Deduciamo pertanto che la funzione (f? + gP)r ¢ concava. Scelto ora a := % € [1,4+00)
concludiamo infine che la funzione f + g € a-concava quando f e g sono entrambe

a-concave, dimostrando in definitiva la proprieta richiesta. ]

(7) Prodotto. Presi due valori o, 5 € [0, +00] e due funzioni tali che f sia a-concava e g sia

B-concava, otteniamo che il prodotto puntuale delle due funzioni f - g é una funzione'®

1 _ 1 1
1-214+4

~-concava con y € [0, +00] e ~

f a-concava e g B-concava

I
af
: -concava : Y = .
(f-9) v Uity
Dimostrazione. Utilizzando le convenzioni 07! = 400 e (+00)™! = 0 il risultato &

banalmente verificato quando uno tra « e 8 € uguale a 400 oppure quando sono entrambi
nulli, pertanto limitiamoci a dimostrare il caso «, 5 € (0,400). Fissato un generico
valore A € [0,1], consideriamo due generiche funzioni concave f,g : Q@ — [0,400) tali
che Vp € (0,1] la funzione [(1 — \)fP + /\gp]% risulti anch’essa concava in virtu della
Proprieta (6) appena dimostrata. Tramite un semplice calcolo otteniamo la seguente

uguaglianza:

lim [(1 —\)fP + )\gp]% = lim exp [log((l - AN fP+ )\gp)% =
p—0t

p—0+

lim o (1—X\)fPlog f + AgPlog g
= X =
psot P (1 -\ fP + A\g?

=exp Pog(fl‘*)-%log(gA)}:: g

Applicando la Proprieta (5) otteniamo che la funzione f1=*.¢g* & concava in quanto limite

puntuale di una successione di funzioni concave dipendente dal parametro p. Ponendo

o
a+

si verifica facilmente che la funzione

ora A := ed applicando il risultato appena ottenuto alle funzioni concave f e gf

B
f(l—A)a ) gw = (f-g)ots

e concava. La dimostrazione & dunque conclusa. O

10 Affinché tale proprietd sia valida le due funzioni f e g devono dipendere dalle medesime variabili oppure
separatamente da variabili reciprocamente indipendenti. Questa osservazione tornera utile successivamente.
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(8) Convoluzione. Presi due valori a, 8 € [0,+00] e due funzioni f e g rispettivamente
a-concava e B-concava su due insiemi limitati e convessi 21, o C R”, otteniamo che il

prodotto di convoluzione delle due funzioni

(f+g)(x) = / F) - gz — ) dy

QiN(z—Q2)

é una funzione n-concava sull’insieme convesso e limitato 21 + o con % =n-+ é + %

Dimostrazione. Dalla Proprieta (8) deduciamo immediatamente che la funzione inte-

granda f-g & y-concava con y = % Applicando ora la Proposizione (2.16) otteniamo?!
che la funzione (f * g) & n-concava sull’insieme Q; + Q9 con
¥ af 1 1 1
= = - —=n+-——+ .
1 ny+1 naf+a+p n a B
O

4.2 11 principio del massimo per la concavita generalizzato
(PMC 1)

Nel capitolo precedente abbiamo enunciato una prima versione del principio del massimo
per la concavita (PMC 1), rivelatasi indispensabile per I'ottenimento di alcuni risultati notevoli
nell’ambito delle PDEs ellittiche. Nonostante la formulazione proposta da N.J.Korevaar in [3]
fosse un risultato soddisfacente, A.U.Kennington tento di migliorarla ulteriormente: eccetto
qualche minima variazione sulla regolarita delle funzioni a;j;, b e u, la nuova assunzione richiede
sostanzialmente I'ipotesi di concavita armonica (o h-concavita) sulla funzione b invece della
classica concavita. In virtu dell’implicazione (4.4) precedentemente verificata tale modifica
permette infatti 'ottenimento di un enunciato piu generale, ampliando pertanto le possibili
applicazioni del cosiddetto principio del massimo per la concavita generalizzato (PMC' II).

Procediamo ad enunciare e dimostrare questa nuova versione del Teorema (3.3).

4.7 Teorema (Principio del massimo per la concavita generalizzato (PMC II)).
Dato @ C R™ un insieme limitato e convesso, sia A = [a;;] una matrice simmetrica e se-
midefinita positiva tale che le funzioni a;; € C*°(R™) Vi,j =1,...,n e sia data una funzione
b: QxR xR" — R. Sia definita la funzione u € C%(Q) soluzione in Q della sequente PDE
ellittica:

n 2
Lu= )" a;(Vu) aj;x. +b(x, u, Vu) = 0. (4.6)
? J

1,j=1

"' Nonostante la Proposizione (2.16) consideri esclusivamente il caso in R”, ne esiste una versione valida sugli
insiemi convessi e limitati 1 e Q2 analogamente alla Proprieta (4) della Proposizione (2.18).
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Supponiamo inoltre che la funzione b verifichi le sequenti ipotesi:

ob(z, s,p)

I v Qv R™
(1) r e, Vpe s

<0,

(II) YpeR"™ b(,-p): QxR —=R “congiuntamente” armonicamente concava.
Se C > 0, allora C non viene raggiunto in un punto appartenente’? all’insieme Q x Q x [0, 1].

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esista un punto appartenente all’insieme 2 x €2 x
[0,1] in cui il sup viene effettivamente raggiunto'®, ovvero che esiste (zZ,7, ) € Q x Q x [0,1]
tale che

C= sup —Cu=—Cu(Z,7,N).

Qx0x[0,1]

Analogamente alla dimostrazione del Teorema (3.3) limitiamoci al caso in cui & # § e
A € (0,1) poiche il teorema risulta banalmente dimostrato nei casi rimanenti. Considerando
che u € C'(Q), nel punto di massimo interno si verifica che —VC,(Z, 7, ) = 0, ovvero pill

esplicitamente!?

_0Cu(z,y,A) _ OCu(Z,9,A) 0
Ox N oy o

Tramite semplici calcoli, ponendo zZ = (1—\)Z+ Ay, otteniamo le seguenti espressioni esplicite:

0C.(2,9,\) ; 7) =
B AVu(y) — A\Vu(z) =0,

da cui ricaviamo immediatamente che il gradiente della funzione u deve essere identico nei tre
punti Z,y e Z considerati:
Vu(z) = Vu(z) = Vu(y). (4.7)

Considerando inoltre che u € C?(f) la matrice hessiana —V?2C,, della funzione —C,, deve essere

semidefinita negativa nel punto di massimo (Z,y, A), ovvero sinteticamente

V2, V2,C.

—V2Cu(Z,7,\) == —
@53 V2.0, VEC,

(z,5,\) <0,

dove abbiamo denotato con V2 la parte di matrice hessiana corrispondente alle derivate par-
ziali seconde rispetto alla variabile x e similmente gli altri termini. Definiamo ora Vs,t € R

una matrice simmetrica B € Ms,(R) nel seguente modo:

s2A stA

B =
stA t2A

2 Analogamente, in riferimento all’Osservazione (3.2), in un punto interno all’insieme .

1311 sup risulta dunque un max.

 Anche se non necessario, specifichiamo il segno meno in tutte le espressioni in cui compare la funzione —C,,
in accordo con la convenzione fissata in questo capitolo sulla funzione di concavita.
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Tramite semplici calcoli matriciali otteniamo il seguente risultato:

s2AV2C, + stvgycu 32AV§yCU + stVf/Cu

—BV?C, = — :
stAV2C, + t*V2,Cy  stAV2,Cy + t*V2C,

La matrice B ¢ evidentemente semidefinita positiva come la matrice A, pertanto otteniamo!®

che tr(—BV?C,) < 0. Questo risultato puo essere riscritto esplicitamente nel seguente modo:

[s t] @ Bl = as? +2Bst +4t2 <0, (4.8)
B |t
~——

D

dove abbiamo sinteticamente denotato con «, 8 e 7y le seguenti quantita:

a=Tr(—AV2C,), B=Tr(-AV.,C.), ~=Tr(-AV.Cy).

m
Posto ora per definizione Q, = ) a,-j(Vu(w))afju(w) al variare di w = Z,9,2 €
ij=1
otteniamo tramite calcoli espliciti che

a=(1-2Qz— (1-))2*Q;,
/8 = _5\(]‘ - X)Q27
Y= E\Qg - S\ZQZ-

Dato che la forma quadratica (4.8) determinata dalla matrice D deve essere semidefinita

negativa, deduciamo che devono essere valide le seguenti condizioni'®:

tr(D)=a++v<0 = a,7<0,
det(D) = ay — %> 0.

Tenendo presente che per ipotesi A € (0,1), esplicitiamo le espressioni appena ricavate

rispettivamente nel seguente modo:

Qs

Qs > =

> (4.9)

|

Qz > %’ (4.10)

|

[(1=X2)Qz — (1= XN)2Q:](AQy — X*Qz) — N (1 — N)?Q% =
M1 =N)[(1 = NQzQ= + AQzQz — QzQg] > 0

—

15Questo risultato deriva da una semplice proprieta tipica dell’Algebra Lineare: date due matrici simmetriche
A, B € M, (R) rispettivamente semidefinita positiva e negativa, il loro prodotto matriciale A - B & una matrice
semidefinita negativa, pertanto ¢r(A - B) < 0. Tramite la diagonalizzazione delle due matrici la dimostrazione
risulta immediata.

161 implicazione contenuta nella prima condizione deriva immediatamente dalla definizione di « e -y, anche
se in generale non ¢ assolutamente vera.
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QzQy > Qz[(1 — S\)Qy + AQz]. (4.11)

Nel caso in cui (1 — A)Qy + AQz > 0, combinando la (4.9) con la (4.11), otteniamo che

2Q2

Q:Q5 > Q:[(1 — NQy + \Qz] > QzQ5 + T

da cui si deduce che deve essere )z = 0. Similmente, combinando la (4.10) con la (4.11),
tramite calcoli analoghi deduciamo che deve essere Q3 = 0. Si distinguono pertanto due casi
differenti: (1 — A\)Qy + AQz < 0 oppure Qz = Q5 = 0. Nel primo caso dalla (4.11) ricaviamo

che
Q:Qy
(1-XQ5 +2Qz

Nel secondo caso, indifferentemente dalla (4.9) o (4.10), otteniamo invece che @z > 0.

Qz >

Applicando ora ’equazione (4.6) deduciamo che

i L 0%u(z) o _
Q: = Z azy(vu(z))axax = —b(Z,U(Z),VU(Z)) <.
i.j=1 B

Dall'ipotesi C > 0 ricaviamo che u(z) < (1 — A)u(z) + Au(y), pertanto applicando le ipotesi

(I) e (1) sulla funzione b'7 la catena di disuguaglianze procede nel seguente modo:

e <= b((1 =N+ Ay, (1 = Nu(@) + Mu(g)) <

_ b(z)b(y) e+ 0
< = Nb(m) + 2(@) 0 (1=A)b(y) + Ab(z)
! b(z) = b(y) = 0
QzQy .
:[(I—A)Qg-}/\Qi (1—A)Qy+AQgg<o.

0 Qf = Qg =0

Le disuguaglianze appena ottenute sono pero entrambe in contraddizione con quelle prece-
dentemente ricavate per (Jz nei due casi distinti, pertanto abbiamo ottenuto un assurdo. La
dimostrazione e conclusa, in quanto C non viene raggiunto in un punto appartenente all’insieme

Q x Q x[0,1]. O

Questa nuova formulazione del principio del massimo per la concavita generalizzato (PMC
II) ci consente immediatamente di determinare I’eventuale proprieta di a-concavita delle solu-
zioni di determinate PDEs al variare del parametro « in un opportuno intervallo. Enunciamo

alcuni teoremi inerenti quanto appena accennato.

17Nei calcoli successivi eliminiamo esplicitamente la dipendenza della funzione b dalle variabili u e Vu per
non appesantire la notazione. Ciononostante, il significato delle equazioni rimane inalterato grazie al risultato
(4.7) precedentemente ottenuto.
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Il primo teorema proposto stabilisce quali ulteriori condizioni rispetto al Teorema (4.7)

debba verificare la soluzione u dell’equazione (4.6) affinche risulti semplicemente concava'®.

4.8 Teorema. Dato Q) C R™ un insieme limitato e convesso, sia definita una funzione u €
C?(Q) N C(Q) tale che siano verificate tutte le ipotesi del Teorema (4.7). Supponiamo inoltre

che valga la disuguaglianza

u(y) — u(z) < limsupt ! [u((1 — t)x + ty) — u(z)] (4.12)
t—0t+
Vo € 0Q e Vy € Q tali che il segmento congiungente i due punti considerati non sia interamente

contenuto in OQ, ovvero [x,y] ¢ ON. Allora la funzione u ¢ concava sull’insieme Q.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che u non sia concava sull’insieme 2, equivalen-
temente dalla caratterizzazione (4.2) che si abbia C > 0. Dallipotesi di regolarita u €
C(€Q) deduciamo che la funzione di convessita —C, ¢ continua sull’insieme chiuso e limita-
to 2 x Q x [0,1] € R**! che ¢ dunque un compatto: applicando pertanto il Teorema
di Weierstrass deduciamo che la funzione —C, ammette massimo assoluto su tale insieme,

ovvero esiste un punto (Z,7, A) €  x  x [0, 1] tale che

~max —Cy = —Cu(Z,9,\) =C.

QxQx[0,1]
Escludiamo immediatamente i casi in cui Z = ¢, A = 0 oppure A = 1 in quanto risulterebbe
per assurdo vera 1'uguaglianza C = —C, (%, 7, A\) = 0. Applicando il Teorema (4.7) si deduce
necessariamente che (Z,7, ) ¢ Q x Q x [0, 1], pertanto 1'unica altra possibilita rimanente!® &
che (Z,7,\) € 90 xQx (0,1). Escludiamo inoltre il caso in cui [Z, ] C S in quanto avremmo
nuovamente per assurdo C = 0.

Dall’ipotesi (4.12) ricaviamo che esiste 7 € (0, \) tale che

[u((@ = 7)Z + 79) — u(7)]

u(y) —u(x) < . =  u((l—7)z+71y) > (1 —71)u@)+ Tu(y).
Poniamo per definizione s := (1 —7)T 4+ 7 € Q e p := i‘_;: € (0,)) in modo che valga la

seguente uguaglianza:

=s+= (12 ) (0= e+l + (321 ) 5= 1= Na + 3

1—17 1—171

Utilizzando ora la disuguaglianza precedentemente ottenuta, tramite semplici calcoli ricaviamo

¥Equivalentemente a-concava per o = 1.
9La discussione del caso simmetrico (Z, 7, ) € Q x 92 x (0,1) & del tutto analoga a quella svolta nel resto
della dimostrazione, pertanto viene omessa.
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dunque che

—Cu(s, 7, 1) = (1 = pu(s) + pu(y) — w((1 — p)s + py) >
> (1= p)[(1 = 7)u() + Tu@)] + pu(y) —w((l — p)s + py) =
=1 =p) (1 =7)u(@) + [ = )7+ plu(@) — u((1 — p)s + py) =
= (1= Nu(@) + Mu(g) —u((1 = NZ + \j) =

Questo fatto & tuttavia in contraddizione con I'ipotesi di massimalita di C. Ottenuto I’assurdo,
deduciamo dunque che deve essere C = 0, condizione che stabilisce la concavita della funzione

u sull’insieme Q. O

Il secondo teorema propone invece le corrispondenti condizioni che la funzione u deve

ulteriormente verificare per essere a-concava al variare di o € (0, 1].

4.9 Teorema. Dato Q) C R™ un insieme limitato e convesso, sia definita una funzione u €
C?(Q) N C(Q) tale che soddisfi le sequenti condizioni:

uo >0 e upo=0. (4.13)
Sia dunque u soluzione della sequente PDE ellitica:

Au+b(z,u, Vu) =0, (4.14)
dove la funzione b: Q x (0,400) x R™ — (0,400) soddisfa le sequenti condizioni:

(I) YVxeQ, VpeR" ta_lb(x,t,tl_ap) strettamente decrescente nella variabile t,

(II) VYpeR" e b(x, sé, s%p) ”congiuntamente” concava nelle variabili (z,s).

Supponiamo che Yx € 9Q, Yy € Q e Va € (0, 1] valga inoltre la sequente condizione:

(I1T1) limsupt_éu((l —t)z +ty) > u(y).
t—0+

Allora la funzione u é a-concava sull’insieme Q per o € (0,1].

Dimostrazione. L’obiettivo della dimostrazione & applicare il Teorema (4.8) alla funzione au-
siliaria v := u® per ottenere il risultato desiderato. Innanzitutto calcoliamo esplicitamente i

seguenti termini:

Au = A(vi) = 1;720[ (vliaza) | Vul|® + é (vé) Awv,
b(x,u,Vu) =b (:Ir,vi,cly (vlTTa> VU) )
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Otteniamo dunque che la funzione v deve verificare la seguente equazione:

Av + B(z,v,Vv) =0, (4.15)
dove la funzione g3 : 2 x (0, +00) x R™ — (0, +00) ¢ definita esplicitamente nel seguente modo:
Bz, s,p) := Lo <1> Ipl1* + o (5%1> b <:1:,5c1x, 1 (SITTQ> p) .

a s o)

Essendo I'equazione (4.15) della stessa forma dell’equazione (4.6), procediamo ora verificando
che la funzione g soddisfa le ipotesi (I) e (II) del Teorema (4.7):

> Vz € Qe Vp e R"il primo termine =2 (1) ||p||? & strettamente decrescente rispetto alla
1
variabile s in quanto « € (0, 1], mentre applicando la sostituzione ¢t = s= otteniamo che

il secondo termine

a— 1 —o 1
o (STl) b (x, sé, — (SIT> p> = at® b <x,t, tlap)
« «
& strettamente decrescente nella variabile ¢ per I'ipotesi (I) di questo teorema?’. Global-

mente la funzione f(z, s, p) deve dunque essere strettamente decrescente nella variabile

s poiche somma di termini con la medesima proprieta.

e Per dimostrare che Vp € R™ la funzione strettamente positiva 3(z, s, p) & armonicamente
concava congiuntamente nelle variabili (z, s) utilizziamo la caratterizzazione (4.3) veri-
ficando semplicemente che la funzione m ¢ convessa nelle stesse variabili. Poniamo
per comodita

1 , 1
- =asT—,
B(x7 S7p) ’Y(:L‘? S’p)

dove risulta definita la funzione
a— 1 Ca
o) = (1= sl + o (55 ) b (58 2 (55°) ).

Il primo termine (1 — a)s||p||? & evidentemente concavo nelle varibili (z,s), mentre il
secondo termine ¢ anch’esso concavo per Iipotesi (II) di questo teorema: pertanto la
funzione strettamente positiva ~y risulta congiuntamente concava nelle varaibili (z, s) in
quanto somma di termini con la medesima proprieta.

Consideriamo ora due generici punti x,y €  tale che z = (1 — \)z + Ay e due generici
valori I,m € R tali che n = (1—=A)m+An con A € [0, 1]. Tramite semplici calcoli, sapen-

21

do che la funzione** v(z,s) e congiuntamente concava nelle variabili (x, s), otteniamo

20A meno dei coefficienti a > 0 e é > 0 che non influiscono sulla proprieta dell’ipotesi.

210mettiamo la dipendenza della funzione v dalla variabile p in quanto il risultato da ottenere deve essere
valido Vp € R".
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dunque la seguente disuguaglianza:

— )72 m2# —n? !
(1= v(z,1) A v(y, m) V(z,n) -
_ 2 1 mQ; — n2 ! -
BETE) RETON B (R VT R RTONT

(z,0) ~(y,m)

(1 =Nz, 1) + M (y,m)
A1 =) [Py(y,m)? + mPy(x,1)? = 2my(x, D)y (y,m))
B v(@, Dy(y, m)[(1 = Ny(@, 1) + Ay (y, m)]
_ A= Ny, m) —moy(x, 1) >0
v(@, Dy (y, m)[(1 = Ny(2, 1) + My(y,m)] —

(1= N2 4+ A2m2 + A(1 = \) [lw(y, m) | a2 (@) } _n?

Da quest’ultima deduciamo infine che la funzione ——— = as*——— & convessa con-
5(1’75717) v(,s,p)

giuntamente nelle variabili (z, s).

Ora che le ipotesi del Teorema (4.7) sono verificate, manca da verificare 'ipotesi (4.12) del
Teorema (4.8). Sapendo che ujg = 0 ed osservando che t~'v = (fiu)o‘, ricaviamo facilmente

dallipotesi (III) di questo teorema che Vy € Q vale I'implicazione

u(y) < limsup t_éu((l —t)z + ty)
t—0+

\
v(y) = u(y)® < limsupt ! [u((1 — t)z + ty)*] = limsupt ! [v((1 — t)x + ty)].
t4)0+ t—0t
Essendo verificate tutte le ipotesi, possiamo pertanto applicare il Teorema (4.8) ed affermare
infine che la funzione v & concava, ovvero che u & a-concava sull’insieme €, risultato che

conclude la dimostrazione. ]

4.10 Osservazione. Il Teorema (4.9) appena dimostrato fornisce un’applicazione notevole
del principio del massimo per la concavita generalizzato (PMC' II) esclusivamente nei casi in
cui a € (0,1].

Per quanto riguarda il caso o = 0 il Teorema (3.9) enunciato nel capitolo precedente fornisce
una relativa applicazione, determinando infatti un risultato di log-concavita per la soluzione
u del problema agli autovalori generalizzato (3.9).

Analizzando invece il caso limite o = 1, il teorema appena dimostrato fornisce un risultato si-
mile a quello del Teorema (4.8). Ciononostante, la condizione (II) richiesta dal Teorema (4.9)
implica direttamente la corrispondente condizione?? del Teorema (4.8) in virtu della (4.4).
Per tali motivi nel caso o = 1 il Teorema (4.8) risulta piu forte e generale se confrontato con

quello appena dimostrato.

22Dj fatto coincide con la condizione (IT) del Teorema (4.7).
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Nei casi restanti in cui a ¢ [0, 1] sembra non sia possibile determinare un’applicazione inte-
ressante delle tecniche dimostrative introdotte in questo capitolo, suggerendo il fatto che il

vincolo a € [0, 1] non sia valicabile.

4.3 Alcune applicazioni: problemi differenziali con soluzioni

a~-concave

In quest’ultima sezione proponiamo alcune applicazioni interessanti dei teoremi precedente-
mente dimostrati per particolari problemi differenziali al contorno, fornendo ulteriori risultati
riguardo ’eventuale a-concavita delle relative soluzioni per determinati valori del parametro

Q.

4.3.1 Problemi differenziali con soluzioni a-concave

4.11 Teorema. Dato 0 C R"™ un insieme limitato e convesso, sia definita una funzione
u € C*(Q) N C(Q) tale che soddisfi le sequenti condizioni:

Ui > 0 e Ujpn = 0.
Sia dunque u soluzione della sequente PDE ellittica:
Aut f(z) =0,

dove la funzione f : Q — (0,400) é B-concava per € [1,400). Allora la funzione u é

B

Iim @ 0) —
a-concava sull’insieme Q per a = 25

Dimostrazione. 1 obiettivo della dimostrazione & applicare il Teorema (4.9) alla funzione u,
verificando innanzitutto che la funzione?® b(z, s, p) = f(x) soddisfi le relative ipotesi (I), (II)
e (II0).

» Innanzitutto Vz € Q e Vp € R” otteniamo che la funzione ¢t~ 1b(z, t,t' =) = t! = f(x)
¢ strettamente decrescente nella variabile t solamente se?! o < 1 e f(z) > 0, condizioni
entrambe sempre verificate.

» Vp € R” la funzione s%b(x, sa, s p) = s5 f(x) deve risultare concava congiunta-

mente nelle variabili (x, s). Notiamo infatti che la funzione s”&" & banalmente (304011)'

concava nella variabile s esclusivamente?® per o > % e che la funzione f & S-concava nella

23In questo caso particolare la funzione b(z,s,p) non dipende esplicitamente né dalla variabile s né dalla
variabile p, pertanto valuteremo solamente la variabile x € Q.

24Per la verifica della condizione a < 1 si rimanda all’Osservazione (4.12).

25Nel caso o < % I’esponente diventa negativo e la funzione risulterebbe convessa, contrariamente a quanto

richiesto. E ammesso anche il caso limite a = % in cui la funzione risulta (+00)-concava, ovvero costante.
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variabile x per ipotesi. Pertanto per la Proprieta (7) della Proposizione (4.5) ottenia-
mo che il prodotto s¥ e f(x) & una funzione y-concava congiuntamente nelle variabili?®

(z,s) con
1 3a—-1 1 3a-1 1-2
- = + = = + =1 = ~v=1
~y @ 15} @ Q@

» In generale un insieme convesso {) non verifica necessariamente la condizione (ISC)
salvo regolarita maggiori. Topologicamente tuttavia, senza fornire dettagli specifici,

sappiamo che esiste una successione crescente (§2;);cn di insiemi convessi, tutti verificanti

o0

la condizione (ISC), tali che 2 = |J ;. Possiamo dunque definire su ciascun 2; una
i=1

funzione u; € C?(£;) N C(€Y;) con la condizione ujj, = 0 tale che sia soluzione della

seguente equazione differenziale:
Au; + f(x) =0.

Sapendo che Au; = —f(x) < 0 deduciamo dal principio del massimo (forma debole)
(1.7) che
min u; = minu; = 0.
Y o0

7 K3

Possiamo pertanto applicare?” il Lemma di Hopf (1.9), prestando perd attenzione al
seguente fatto: dato che la funzione u & solamente C(€2;) e non ha regolarita maggiore,
il limite che definisce la sua derivata normale € in realtd un lim sup, ovvero Vay € 0€;

otteniamo esplicitamente che

ou(xo) — limsup u(zo + tv) — u(azo)’
ov t—07F t

dove v € R™ denota il versore normale interno a €2;. Tramite alcuni semplici calcoli

otteniamo che per Vz € 9€); e Yy € (); & sempre verificata anche la seguente condizione:

u;(y) < limsup t_éui((l —t)z +ty) = limsupt o

t—0+ t—0+ t
o ; t(y — — U a=1 Ou;
= lim sup 55 - lim sup ui(@ + tly — @) — wi() = lim sup o ui (@) = +o00.
t—0+ t—0t+ t t—0+ ov

>0

Avendo dunque verificato tutte le ipotesi, possiamo applicare il Teorema (4.9) ottenendo che
Vi € N la funzione u; & a-concava sull’insieme €; per a = % Sapendo infine che Vz € Q
vale il seguente limite

) =l o)

26Questo accade esclusivamente per il fatto che le due funzioni dipendono separatamente ed
indipendentemente dalle variabili x e s come precedentemente osservato.

2"l Lemma di Hopf & applicabile Yz € 99Q; poiché ujan, = 0, ovvero tutti i punti del bordo risultano di
minimo assoluto per la funzione w.

80



per la Proprieta (5) della proposizione (4.5) otteniamo che anche la funzione u & a-concava

sull'insieme Q per o = % La dimostrazione ¢ dunque conclusa. O

4.12 Osservazione. Il Teorema (4.11) prevede che la funzione f debba essere -concava con
la limitazione 8 € [1,+00). In realta la dimostrazione ¢ estendibile in modo naturale anche
al caso f = 400, quando cioe la funzione f diventa costante e la funzione wu risulta essere

Qa-concava con
1

= 1‘ = .
O T+ 28 2

Tenendo inoltre presente che per svolgere alcuni passaggi della dimostrazione abbiamo dovuto
limitarci al caso a > %, condizione coerente con l'ipotesi assegnata € [1,+00), in definitiva
il teorema precedente puo essere applicato e quindi determinare la proprieta di a-concavita

53]

della funzione u esclusivamente quando « € [
4.13 Osservazione. Scegliendo f = 1 nel caso limite § = +o0o otteniamo esattamente il
problema relativo all’equazione di torsione (1.1) studiato nel Capitolo 1. Nel Teorema (1.16)
avevamo mostrato che la funzione y/u & concava sull’insieme Q, dove u denota la soluzione
dell’equazione (1.1)
Au(z) + f(z) =Au+1=0

con la condizione al bordo u|sn = 0. Utilizzando invece il Teorema (4.11) appena dimostra-
to possiamo affermare che la funzione u ¢ (%)—concava sull’insieme 2, risultato totalmente
equivalente a quello precedentemente ottenuto. Per questa ragione possiamo asserire che
il Teorema (4.11) rappresenta una valida alternativa analitica al procedimento dimostrativo
originariamente utilizzato per studiare 1’equazione di torsione (1.1), applicabile inoltre ad

equazioni generalizzate analoghe alla (1.4).

4.14 Teorema. Dato Q2 C R™ un insieme limitato e convesso tale che soddisfi la condizione
di sfera interna (ISC), sia definita una funzione u € C*(Q)NC(Q) tale che soddisfi le sequenti
condizioni:

uiQ > 0 e U = 0.

Supponiamo inoltre che u sia soluzione della sequente PDE ellittca:
Au+ h(u(z)) =0,
dove la funzione h : (0,+00) — (0,400) soddisfa Yoo € (0,1) le sequenti condizioni:
(I)  t*7'h(t) strettamente decrescente nella variabile t,

3a—1 1
(II) s a h(sa) concava nella variabile s.

Allora la funzione u € a-concava sull’insieme €.
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Dimostrazione. L’obiettivo della dimostrazione ¢ applicare nuovamente il Teorema (4.9) alla
funzione u, verificando innanzitutto che la funzione®® b(x,s,p) = h(s) soddisfi le relative
ipotesi (I), (II) e (III).

» Innanzitutto Vo € Q e Vp € R™ otteniamo che la funzione t*~'b(z, ¢, t'=p) = t* 1h(t)
e strettamente decrescente nella variabile ¢ per l'ipotesi (I) di questo teorema.

. a1 1 1-a Ba=1 . 1. _
» Vp € R" la funzione s~ a b(z,sa,s a p) =s a h(sa) & concava nella variabile s per

I'ipotesi (IT) di questo teorema.

» Sapendo che 'insieme () verifica la condizione (ISC) e che Au = —h(u(z)) < 0, pos-
siamo applicare il Lemma di Hopf (1.9) ed ottenere analogamente a quanto fatto nella
dimostrazione del Teorema (4.11) la validita dell’ipotesi (III) del Teorema (4.9), ovvero

che Vo € 09 e Vy € Q) vale la seguente condizione:

lim sup t_éu((l —t)x + ty) > u(y).

t—0+

Verificate dunque tutte le ipotesi, possiamo applicare il Teorema (4.9) ottenendo che la

funzione u ¢ a-concava sull’insieme 2, risultato che conclude la dimostrazione. O

4.15 Osservazione. Fissato un generico valore k > 0 e posto per definzione v :=1 — 2a €

1
)
teorema precedente nel seguente modo:

(0,1) con la condizione o € (0 ), definiamo esplicitamente la funzione A introdotta nel

h(t) = kt7.
Osserviamo che sono evidentemente verificate le seguenti condizioni:

t* In(t) = kt7To7 = bt~ strettamente decrescente nella variabile ¢,

3a—1 1 3a—1_ v
+a

s a h(sa)=ks a

= ks concava nella variabile s.

Applicando pertanto il Teorema (4.14) deduciamo che la funzione u ¢ a-concava sull’insieme
Qcona=3(1-7).
Pit dettagliatamente, osserviamo che il caso limite v = 0 identifica il problema di torsione
elastica (1.4)

Au+k=0

che corrisponde esattamente al problema di torsione (1.1) quando scegliamo k = 1: in tal caso

la funzione wu risulta infatti (%)—concava, coerentemente con quanto precedentemente osservato

in (4.13).

28In quest’altro caso particolare la funzione b non dipende esplicitamente né dalla variabile z né dalla variabile
p, pertanto valuteremo solamente la variabile s € (0, +00).

82



Notiamo invece che il caso limite v = 1, ponendo per comodita k = A > 0, corrisponde

esattamente al problema agli autovalori per ’operatore di Laplace (2.1)
Au+ Au =0

introdotto nel Teorema (2.19) ed analizzato ulteriormente nell’Osservazione (3.10): anche in
questo caso particolare la funzione w risulta log-concava analogamente a quanto dimostrato
nel Teorema (2.19).

In conclusione il Teorema (4.14) appena verificato rappresenta un’alternativa analitica estre-
mamente rilevante rispetto ai procedimenti dimostrativi precedentemente sviluppati per lo

studio di determinati problemi differenziali.

4.3.2 Risultati di non a-concavita.

Concludiamo il capitolo proponendo due teoremi utili per verificare che sotto opportune
condizioni determinate funzioni non possono essere a-concave. In particolare mostriamo che il

Teorema (4.11) non pud ammettere un risultato rilevante di a-concavita per a > valore

B
1+28>
che dunque rappresenta un limite invalicabile per applicazioni di questo genere.

4.16 Teorema. Dato 0 C R"™ un insieme limitato e convesso, sia definita una funzione

u € C(Q) tale che soddisfi le sequenti condizioni:
U0 >0 e Ujpn = 0.

Dato un parametro o > 0, supponiamo che Yx € 0 e Yy € Q walga inoltre la seguente
condizione:
liminft~au((1 — )z + ty) = 0. (4.16)

t—0t

Allora la funzione u non € a-concava sull’insieme €.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che la funzione u sia a-concava sull’insieme €2, ovvero

che Vt € (0,1) valga la disuguaglianza
u((1=t)e +ty) > (1 - )u(z) + tu(y) = tu(y),

dove abbiamo preso z € 9Q e y € Q. Sapendo che la funzione {z — zé} e crescente per

a > 0, deduciamo immediatamente che
tau((1 — )z + ty) > uly) > 0.
Passando ora al liminf per ¢ — 0" ad entrambi i membri otteniamo la disuguaglianza

liminf ¢~ au((1 — t)z + ty) = u(z) > 0,
t—0+

83



che & pero in contraddizione con l'ipotesi (4.16) del teorema. La funzione u non puo essere

dunque a-concava sul’insieme €2, risultato che conclude la dimostrazione. O

Introuciamo ora alcuni concetti necessari per la dimostrazione del teorema successivo.
Prendiamo un generico vettore £ € R™ e denotiamo la sua i-esima componente in R™ con
x; = x - e;, dove e; corrisponde all’i-esimo versore della base canonica di R™. Definito il vet-
tore 2’ := x — xpe,, introduciamo un cono aperto infinito K := {x € R™ : ||2'|| < lz,} con

l€(0,1).

4.17 Teorema. Sia 2 C R™ un insieme limitato e convesso tale che Q C K,0€ Q ee, € (.
Sia definita una funzione u € C*(Q)NC(Q) tale che upg = 0. Posto 8 € [1,400), supponiamo

che u sia soluzione in Q) della sequente PDE ellittica:
Au—+ f(z) =0,
dove la funzione f : Q) — R ¢ della forma
fla) = kaf — haf™?|2'|?
con q = % € (0,1] e tale che i coefficienti k = 2(n — 1) — *(q+ 1)(¢ +2) e h = q(1 — q)
verifichino la disuguaglianza

Pl
2+ g2

(4.17)
Allora valgono i sequenti fatti:

» La funzione f é positiva e B-concava.

B

» La funzione u non € a-concava sull’insieme ) per a > 523

Dimostrazione. Suddividiamo la dimostrazione verificando separatamente le due tesi del teo-

rema.

» Preso un generico z € K tale che 0 < ||2/|| < lz,, applicando l'ipotesi (4.17) otteniamo

tramite semplici calcoli la seguente disuguaglianza:

f(@) =kaf — haf?||2’||* >

>2(n—1) = P(g+ 1) (g +2)](zn)? — q(1 — q)%2l =

—2(n — 1) - 2(2q + D)]af, > 2 [(n Ly —21>+(2qc.;+ D] 4 _
_,[(n=D@@-1?%] ,
=2 [qu} xl >0,

che afferma la positivita della funzione f.
Considerando il caso limite ¢ = 1, otteniamo che f(z) = 2(n — 1 — 3[?)x,, & una funzione

evidentemente concava, ovvero [-concava per = 1. Ponendo ora g € (0,1) e sapendo
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dunque che k > 0 e h > 0, senza perdere di generalita possiamo definire una nuova costante
m = % > 0 e considerare la funzione g = (% f), essenziale in quanto ¢ evidente la validita

della seguente equivalenza:
f B-concava <= g pB-concava.

Vogliamo ora applicare la Proprieta (4) della Proposizione (4.5) secondo cui una funzione
g € C?(Q) & B-concavase esolose Vor € Q eVl € S:= {0 cR" : ||| = 1} vale la seguente

condizione:
9(x)goo(z) + (B — 1)(go(x))* < 0.

Sapendo che ¢ € (0,1) e che 8 —1 = % possiamo mostrare equivalentemente la seguente

condizione:
q9(x)gee(z) + (1 — q)(go(x))* < 0.

Innanzitutto calcoliamo esplicitamente le seguenti quantita:

g(x) = a2 [may, + [|2'|%],

0q(x _
go() = 36,290 _ sa3(ga26, — (g~ 2)'|6, — 202’ - 6],

0%g(x
go0(7) = Z i6 &mégxi B

2,j=1

=z [ma(q — )25 ()" — 4(q = 2)znbnz’ - 0 — (q — 2)(q — 3)(0n)?2'|* — 223 ]16']1%),

dove abbiamo posto per analogia #' = 6 — 0,e,. Mettendo insieme le informazioni a nostra

disposizione, tramite ulteriori calcoli? arriviamo all’espressione finale

%wg_%[qg(x)goe + (1= q)(90(2))?] = [mgzy + (q — 2)|' ") 22,002 - 6 — 03 ]|2"||*]+

+ap[2(1 — ) (2" - 0)* + qll2'|*|6'] — maz|16']%),

dove abbiamo per comodita raccolto e risistemato il termine comune 2963[1_6 > 0. Dalla
disuguaglianza di Cauchy-Schwarz otteniamo che 2’ - 0 =z’ - ¢ < ||2/||||¢’|]. Notando inoltre

che banalmente x,, > 0 e 6,, < |0,|, complessivamente ricaviamo che
22,002 - 0 — 07 ||’ ||* < 2|00/ [[116]] = 16]? 12”17,

2(1 = q) (2" 0)* + qll2’ |10 — maar |0']]* < 110" [mga, + (q = 2)l|2"|]%]-

29a verifica dei calcoli risulta semplice ma dispendiosa in termini di tempo e spazio, pertanto viene omessa
percheé non essenziale per la comprensione della dimostrazione.
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Osserviamo infine che dall’ipotesi (4.17) deduciamo la disuguaglianza

kaf — (2 - (1 = @)ll'|P]
(1-9) -
S Tal2(n—1) = Plg+1)(g+2) - B2 - g)(1 - q))]

maqzy, + (¢ = 2)||2'|* =

- (1-4q)

_zpl2(n—1) - 22(¢* +2)]

(1-4q) -
wal2n—1) —2(n—1)] _

- (1-4q) -

Combinando pertanto tutte le disuguaglianze appena ottenute verifichiamo che

S Mlag(x)goe + (1 a)(g0(2))?) =
= —[maa}, + (¢ = 2)[ P |0'1]* — 22n]0nl |2 [|16']] + 162" ||* =

= —[maga;, + (¢ = 2)[' PJfza 10| — 10al ][] < 0.

La funzione g & quindi S-concava, da cui immediatamente che anche la funzione f & S-concava

per quanto precedentemente detto.

» Definiamo una funzione ausiliaria b : K — R nel seguente modo:

b(x) := x

1Py — |l2']1?)

in modo che risulti b(z) > 0 Vo € K. Tramite semplici calcoli si verifica che

"L 9%b(x B
Ab=73 agfg )~ (g4 2)(q+ )P+ —g(g — Dat 2|2 + —2n — 1)as,
i=1 i

da cui si constata che la funzione b e soluzione sull’insieme (2 della seguente equazione
differenziale:
Ab+ f(z) =0.

Ottenendo pertanto che Ab = Aw sull’insieme 2 ed essendo evidente che b(x) > u(z) YV € 02
possiamo applicare il cosiddetto principio forte del confronto (SCP)3° per il Laplaciano e
dedurre che b(x) > u(z) Vx € . Ponendo ora x = te,, per t € (0, 1], dalle ipotesi del teorema

si deduce che x € 2, ' = 0, t = x,, e che u(x) < b(x) = [>t9+2. Possiamo dunque verificare

che
0 < limsup t_éu(x) <limsupt ot =
t—0+ t—0+
solamente se vale la condizione a > qJ%Q = 25% Scegliendo pertanto y =0 € 9N e z = e,

301 principio forte del confronto (SCP) applicato al caso del Laplaciano afferma quanto segue: date due
funzioni u,v € C*(Q), se Av > Au in Q e v > u su 99, allora risulta v > u in Q.
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otteniamo il seguente risultato:

lim inft‘iu((l —t)y + tz) = liminf t‘éu(aj) = 3 lim sup t_iu(:n) = 0.
t—0+ t—0+ t—0+
Applicando dunque il Teorema (4.16) deduciamo facilmente che la funzione u non puo essere

a-concava sull’insieme €2 per o > ﬁ, risultato che conclude la dimostrazione. ]

4.18 Osservazione. Nonostante il Teorema (4.17) preveda l'ipotesi § € [1,400), & possibile
estendere la dimostrazione anche al valore limite § = 4+00. In questo caso particolare risulta
q = 0 ed & evidente che la funzione f(z) = 2(n — 1 — [?) sia una costante postiva, dunque
[B-concava con § = +o0o. Seguendo lo schema dimostrativo utilizzato nel teorema precedente

si verifica infine che la funzione u non puo essere a-concava per « > % in quanto

(6%

= lim = —.
B—+oo 1 + 25 2

31 uguaglianza sussiste poiche il limsup di una funzione positiva esiste finito ed & nullo, pertanto lo deve
essere anche il liminf.
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Capitolo 5

Principi di convessita approssimata

e le funzioni dJ-convesse.

Nei capitoli precedenti abbiamo ampiamente analizzato le proprieta di concavita delle solu-
zioni di specifiche PDE ellitiche in domini convessi ottenute applicando metodi intrinsecamente
diversificati e sempre piu elaborati.

Senza alcun dubbio i Teoremi (3.3) e (4.7) relativi alle due formulazioni progressive del prin-
cipio del massimo per la concavita (PMC I) e (PMCII), risultati rispettivamente ottenuti da
N.J.Korevaar e A.U.Kennington, rappresentano quelli maggiormente rilevanti dal punto di
vista analitco.

L’applicazione diretta di questi teoremi ci ha generalmente consentito di determinare in un
generico dominio limitato e convesso 2 C R"™ le caratteristiche peculiari delle soluzioni u di

una vasta gamma di equazioni differenziali della forma
Au+ f(z,u) =0 (5.1)

al variare della caratterizzazione del termine non lineare f : Q2 x R — R.

Tra le conclusioni piu interessanti spiccano quelle enunciate nei Teoremi (4.11) e (4.14) del
capitolo precedente, dove viene essenzialmente affermato che determinate forme di regolarita
e concavita poste sul termine nonlineare f(x,u(z)) implicano una relativa proprieta di a-

concavita della soluzione u dell’equazione differenziale al variare del parametro « € [0, +00].!

A questo punto della trattazione risulta tuttavia naturale sollevare le seguenti questioni:
cosa succederebbe se la funzione f(x,u) fosse concava solamente a meno di una piccola per-
turbazione? Potremmo comunque ottenere sulla funzione w una corrispondente proprieta di

convessita? a meno di una piccola perturbazione proporzionale alla precedente?

!Come abbiamo gia visto, il parametro o generalmente varia in un intervallo I C [0, 4+o00] la cui ampiezza
dipende esclusivamente dalle diverse ipotesi poste sulla funzione f.

2Per quanto gid accennato in precedenza, modificare ’approccio utilizzato studiando la convessita invece
della concavita non mette in discussione la validita del ragionamento seguito in quanto i due concetti sono
fortemente correlati.
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Ammettendo entrambe le domande risposte affermative, quest’ultimo capitolo della trattazio-
ne vertera pertanto sull’argomentazione esaustiva di tali risposte, fornendo un quadro generale
sui cosiddetti principi di convessita approssimata (o principi di 0-convessita) e sulle relative

applicazioni.

5.1 La proprieta di J-convessita.

5.1.1 Definizioni preliminari

Forniamo innanzitutto alcune nozioni di carattere generale, considerate ipotesi sempre va-
lide nel seguito della sezione. Dato un insieme 2 C R™ limitato e convesso, presi due generici
punti y1,y3 € Q, definiamo® yo := (1 — N)y1 + A\yz € Q la relativa combinazione convessa di
coefficiente X € [0, 1].

Risulta ora necessario fornire qualche definizione specifica riguardo la proprieta di d-concavita

di una funzione.

5.1 Definizione. Dato § > 0, sia definita una funzione u : Q@ — R e la relativa funzione
di concavita C, coerentemente con la definizione (3.1). Diremo allora che la funzione u ¢

S-convessa in Q se Vyi,y3 € Q e Y\ € [0, 1] vale la disuguaglianza

Cu(yly Y3, )‘) S 6

Analogamente, diremo che la funzione u ¢ d-concava in 2 se la funzione —u € §-convessa,

ovvero se Yy1,y3 € Q e VA € [0,1] vale la disuguaglianza®

Cu(yh Y3, >\) Z —9.

5.2 Definizione. Data una funzione g : Q@ x R — R tale che g = g(, s), definiamo la funzione

di concavita Cy4 per la funzione g congiuntamente nelle sue variabili nel seguente modo:

Co((y1,81), (y3,83),A) := g(y2,52) — (1L — A)g(y1, 81) — Ag(y2, s2),

al variare di y1,y3 € Q, 51,53 € Re A € [0,1]. Questa definzione pud essere ulteriormente
estesa quando consideriamo la funzione di concavita Cy(-,u(-)) per la funzione g lungo® la

funzione u : Q — R, denotata nel seguente modo:

Cg(,u()) ($1, x3, )‘) = Cg((mlv u(xl))v (.733, u(y3))v /\)7

3Le medesime notazioni verranno utilizzate sia per x1,x3 € e s1,53 € R che per le relative combinazioni
convesse 2 € R e s2 € R.

“Per verificarla & sufficiente notare che dalla definizione (3.1) segue immediatamente l'uguaglianza
C—u(yh Ys, )\) = _Cu(ylv Y3, A)

®Prestiamo attenzione al fatto che la funzione di concavita Cy(-,u(+)) non fornisce informazioni riguardo la
concavita della funzione u, ma esclusivamente inerenti la funzione g.
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al variare di z1,23 € Q e A € [0,1].

5.3 Osservazione. In riferimento alla definizione precedente, Vyi,y3 € €, Vsi,s3 € R e

VA € [0, 1] valgono evidentemente le seguenti caratterizzazioni:

g congiuntamente concava <= Cq((x1,s1), (x3,53),A) >0,

g concava lungo u <= Cg(.m(.))(xl,xg,)\) > 0.

Ovviamente esistono le corrispettive caratterizzazioni della convessita, analogamente alle

equivalenze (3.1).

5.4 Definizione. Dato § > 0, siano definite le funzioni v : @ - Reg: Q x R — R.
Diremo allora che la funzione g & §-convessa congiuntamente nelle sue variabili in  se
Y(y1, 1), (y3,53) € A x R e VA € [0,1] vale la disuguaglianza

Cg((y17 81)’ (y?n 33)7 >\) <.

Analogamente, diremo che la funzione g & §-concava congiuntamente nelle sue variabili in (2 se
la funzione —u & §-convessa congiuntamente nelle sue variabili in €2, ovvero se V(y1, 51), (y3, 53)
€ QxR e VA €]0,1] vale la disuguaglianza

Cy((y1,51), (y3,83), ) > —4.

Diremo inoltre che la funzione g & §-convessa lungo u se V1,23 € 2 e VA € [0,1] vale la
disuguaglianza
Cg(.7u(.))(.1‘1,$3, )\) < 4.

Analogamente, diremo che la funzione g & §-concava lungo u se la funzione —g & d-convessa

lungo u, ovvero se Va1, x3 € 0 x R e VA € [0, 1] vale la disuguaglianza

Cg(-,u(~))(951,963, A) > 4.

5.5 Definizione. Considerata una funzione g : Q x R — R, definiamo al variare di (y1,s1),
(y3,83) € @ xR e A € [0,1] la funzione HC, : (O x R) x (Q x R) x [0,1] — R, detta
anche funzione di concavita armomica per la funzione g congiuntamente nelle sue variabili,

nel seguente modo:

9(y1,51)9(y3, 53)
1—XN)g(ys,s3) + Ag(y1,s1)
9(y2, 52) g(y1,s1) = g(y3, s3) = 0.

9(y2, 82) — ( (1= MN)g(ys,s3) + Ag(y1,81) > 0,

Questa definizione puo essere ulteriormente estesa quando consideriamo la funzione di conca-

vita armonica HCy(. (.)) per la funzione g lungo la funzione w : 1 — R, denotata nel seguente
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modo:

Hcg(vu()) ($1, L3, )‘) = HCQ((xh U(:L‘l)), (1‘37 u(y3))’ )‘)7

al variare di z1,73 € Q e A € [0,1].

5.6 Definizione. Dato § > 0, siano definite le funzioni u: ) = R e g : O x R — R. Diremo
allora che la funzione g & armonicamente d-concava congiuntamente nelle sue variabili se
Y(y1, 1), (y3,53) € A x R e VA € [0,1] vale la disuguaglianza

Hcg((yh Sl)) (y?n 83)5 )\) Z _5

Analogamente diremo che la funzione g & armonicamente §-convessa congiuntamente nelle
sue variabili se la funzione —g € armonicamente §-concava nelle medesime variabili, ovvero se

Y(y1, 1), (y3,83) € A x R e VA € [0,1] vale la disuguaglianza

HCQ((yl’ 81)7 (y37 83)7 A) > J.

Diremo inoltre che la funzione g & armonicamente §-concava lungo u se Va1, x5 € Qe VA € [0,1]
vale la disuguaglianza
Hcg(.7u(.))(x1,x3,)\) > 9.

Analogamente, diremo che la funzione g & armonicamente d-convessa lungo u se la funzione —g

e armonicamente d-concava lungo u, ovvero se Vi, 3 € QeV\e [0, 1] vale la disuguaglianza
HC g () (T1, 3, A) < 6.

5.7 Osservazione. Limitiamoci al caso particolare in cui la funzione g : © x R — (0, +00)
¢ strettamente positiva. Riprendendo alcuni calcoli analoghi svolti nell’Osservazione (4.4)

sappiamo che ogniqualvolta (1 — \)g(ys, s3) + Ag(y1,s1) > 0 risulta valida la disuguaglianza

9(y1,51)9(ys, s3)
(1= N)g(ys, s3) + Ag(y1,81)

(1= N)g(y1,51) + Ag(ys, s3) >

da cui ricaviamo immediatamete che

9(y1,51)9(ys, s3)
1—=MNg(ys, s3) + A\g(y1, 51

9(y2, 52) — ( ) > g(y2,82) — (1 = N)g(y1, s1) + Ag(ys, s3)

N3
HCy((y1,51), (y3,83), A) = Cy((y1,51); (¥3,53), A)-

Combinando quest’ultima disuguaglianza con le definizioni precedentemente date deduciamo

che ogni funzione strettamente postiva g soddisfa le seguenti implicazioni:

g armonicamente §-convessa = g OJ-convessa, (5.2)
5.2

g armonicamente d-concava <= ¢ J-concava.
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5.1.2 Risultati aggiuntivi

Concludiamo la sezione fornendo alcuni risultati aggiuntivi inerenti la proprieta di J-
concavita armonica, indispensabili successivamente per dimostrare i teoremi principali di

questo capitolo.

5.8 Proposizione. Dato un insieme  C R™ limitato e convesso, siano definite le funzioni
frg: QxR — R. Allora V((y1,51), (y3,53),A) € (2 x R) x (@ x R) x [0,1] tali che ri-
sultino definite le funzioni di concavita armonica HCy, HCy, HCyiq si verifica la sequente

disuguaglianza:

HCpyg((y1,51), (y3,83), A) <HC (41, 51), (43, 83), A) + HCy((y1,51), (y3.53),A). (5.3)

Inoltre ¥((y1, 1), (y3,83),A) € (2 x R) x (2 x R) x [0, 1] tali che risultino definite le funzioni

di concavita armonica HCy, HCy, HC_4 si verifica la sequente disuguaglianza:

HC s g((y1,51), (y3,83), A) = HCy((y1,51), (¥3,53), A) — HCy((y1,51), (y3,53),A).  (5.4)

Dimostrazione. Sapendo che y2 = (1 — XN)y1 + Ay3 € Q e s5 = (1 — A)s; + As3 € R, poniamo

per semplicita di notazione

fi=fi,si) e gi=9(yi si) i=1,2,3.

Nei casi particolari in cui g1 = g3 =00 f1 = f3 = 0 oppure fi = —g1 #0e f3 = —g3 # 0

otteniamo tramite semplici calcoli che

HCp14((y1,51), (y3,53), A) — HC((y1,51), (y3,83), A) = HCy((y1,51), (¥3,53), A),

risultato che verifica la disuguaglianza (5.3) come uguaglianza. Nel caso in cui (1—\) fs+Af1 >

0e (1—X)gs+ Ag1 > 0 otteniamo invece che

HC p19((y1581), (Y3, 83), A) — HCr((y1,51), (y3,83), A) =

(fi +91)(f3+93) n fifs

2T TNt g0 £ AR o) ANt an 2T PO

dove abbiamo definito la funzione % : [0, 1] — R nel seguente modo:

(f1 +Cg1)(f3 + Cg3)

VO = AN + Con) T A +Ca1)”

Denotato con h; = (f + £9)(yi, s;) per ¢ = 1,2,3, osserviamo che la funzione 1 ¢ continua e

derivabile nella variabile (, pertanto otteniamo tramite semplici calcoli che

_ hihs
Vo) = (1 —N)hs + Ahy’
W (€) = (g1hs + g3h1)[(1 — AN)hs + Ahq] — hihs[(1 — X)gs + Ag1] _ (1 — N)g1h3 + \gsh?
[(1 = A)hs + Aha]? [(1 = Ahs + Ahg]2
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Applichiamo alla funzione 1 il Teorema di Lagrange (o del valor medio)®, ottendo che esiste
¢ € (0,1) tale che

(f1 +g91)(f3 +93) fifs (1 — N)g1h3 + Agsh?

(IT=N(fs+g)+MA+9) A=Nfs+ A1 [(1=Nhz+ A2

Tramite opportuni calcoli deduciamo dunque la seguente disuguaglianza:

Hcf-i-g((yla 51)7 (y?n 33)7 )‘) - HCf((y1, Sl)a (y37 83)7 /\) =
=g2 — [¥(1) = ¥(0)] = g2 — ¢'(§) =
(1= Ngih3 + Agshi _

[(1=Mhs +Am]?

:HCQ((yla 51)7 (y3v 53)7 )‘) +

=92 —

9193 (L= XN)gi1h3 + Agshi
(1=Ngs+Ag1 [(1=XNhg+ ]>
29193A(1 — Mhihg = M1 = N)gzhi — X(1 = N)gih3
(1= XN)gs + Agi][(1 = A)hg + Ay 2 a
A1 = N)(g1hs — gzh1)? <
(1= N)gs + Aga][(1 = A)hs + X2 —

n'g

>0

:HCQ((yla Sl>7 (y37 83)7 )‘) +

=HCy((y1,51), (y3,83),A) —

<HC,((y1,81), (y3,83), A)-

Abbiamo dunque ottenuto la relazione (5.3). Applichiamo infine il risultato appena ottenuto

alle funzioni f e f — g per ottenere semplicemente la relazione (5.4):

HCr = HC(f_g)+g <HCp_g +HCy.
Ottenuti entrambi i risultati, la dimostrazione ¢ dunque conclusa. O
5.9 Proposizione. Date le costanti c,C,m,d > 0, sia @ C R™ un insieme limitato e convesso

e sia definita una funzione g : Q x [—m, m| — (0,+00) d-concava congiuntamente nelle sue

variabili con 26 < ¢ < g < C. Allora la funzione h: Q x R — (0, 400) definita come

\ . . 7. 2
é C10-convessa congiuntamente nelle variabili (z,s) con Cy = 2";30.

In particolare, data la funzione g : Q x [—=m,m| — (0, 4+00) congiuntamente concava nelle sue

SRichiamiamo brevemente I’enunciato del suddetto teorema: Presi due valori a,b € R, data una funzione
f i [a,b] — R continua sull’intervallo chiuso [a,b] e derivabile sull’intervallo aperto (a,b), esiste almeno un
punto ¢ € (a,b) tale che si verifichi la seguente uguaglianza:

(b—a)f'(c) = f(b) = f(a).
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variabili, allora la funzione h : Q x R — (0,+00) definita come

h(zx,s) =

¢ congiuntamente convessa nelle variabili (z,s).

Dimostrazione. Consideriamo due generici punti (z1, 1), (z3, s3) € xR tali che per A € [0, 1]
si abbia zg = (1= A)z1+Az3 € Qe sy = (1—A)s; + As3 € R. Posto per comodita di notazione

gi = g(zi,s;) con i = 1,2,3, dalla J-concavita della funzione g e dalle ipotesi otteniamo la

seguente catena di disuguaglianze:

g2>1=XNgr+Ags—0>c—30>6>0.

Tramite alcuni calcoli ricaviamo esplicitamente che

55

Cn((z1,51), (r3,83),A) = = — (1 —
92
2 2
< % (-2
(1—=X)g1+Ags— 9§ 91

g3

g193[(1 = X)g1 + Ags — 9]

8[(1 — N)gss? + Ag153]
T 193[(1 = N)g1 + Ags — 0]

Dalle ipotesi, dato che s € [—m,m], sappiamo inoltre che

(1—N)gas? + Ag1s3 <m?*C e g1g3[(1 — N)g1 + Ags — 0] > 6¢* >

da cui ricaviamo immediatamente la disuguaglianza

53 51
Ch((xla 81)7 (I’g,Sg),)\) = = (1 - )\)7
92 9

S[(1 — N)gssT + Ag1s3] — M1 — N)(s193 — s391)2 <

2 2
AT (PO
g3 3
—_———
C1

Abbiamo pertanto ottenuto la Cjd-convessita della funzione h(zx,s). Scegliendo § = 0 otte-

niamo immediatamente anche il risultato analogo per la funzione h. La proposizione risulta

dunque dimostrata.

O

5.10 Proposizione. Date le costanti C,;d > 0, sia Q C R"™ un insieme limitato e convesso e

sia definita una funzione g : Q@ x R — (0,400) con 0 < g < C. Se la funzione % é d-convessa

congiuntamente nelle sue variabili, allora la funzione g ¢ armonicamente C?8-concava nelle

stesse variabili.

In particolare, data la funzione g : Q@ x R — (0,400), se la funzione
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te convessa nelle sue variabili, allora la funzione g € armonicamente concava nelle stesse

variabili.

Dimostrazione. Consideriamo due generici punti (z1, s1), (3, s3) € QxR tali che per A € [0, 1]
si abbia g = (1= A)x1+Azg € Qe sy = (1 —A)s; +Asg € R. Posto per comodita di notazione
gi = g(x;,s;) con i =1,2,3 e definito

I—=X A

+=>
g1 g3

pi=

)

Ql =

ricaviamo per 'ipotesi di d-convessita della funzione % che

1 1
C AN=——p<9§ > -
%((371,81)’(903,83)7 ) . p < = 2> 5o

Tenendo conto della disuguaglianza ottenuta, verifichiamo semplicemente che

1 1)
HCy((x1,51), (23,83),\) = g2 — — >

T > > 502
p p(6+p) — -

o
2
Abbiamo pertanto ottenuto che la funzione g ¢ armonicamente C?§-concava. Scegliendo § = 0
otteniamo immediatamente anche il risultato analogo per la funzione g. La proposizione risulta

dunque dimostrata. ]

5.2 I principi di §-convessita (PCA)

Utilizzando le definizioni date nella precedente sezione procediamo allo sviluppo della trat-
tazione introducendo i cosiddetti principi di convessita approssimata o di 6-convessita (PCA),
evoluzione naturale dei principi del massimo per la concavita (PMC) forniti nei capitoli pre-
cedenti.

Entrambe le versioni di N.J.Korevaar (PMC I) e di A.U.Kennington (PMC II) vengono dunque
potenziate per poter essere applicate al caso di funzioni d-convesse. Enunceremo pertanto i due
fondamentali principi di §-convessita, entrambi precedeuti da un relativo lemma preliminare

indispensabile per poterne affrontare la dimostrazioni.

Preliminarmente proponiamo un risultato notevole per funzioni d-convesse, la cui dimostra-

7

zione' viene pero omessa in quanto troppo dispersiva.

5.11 Teorema (di Hyers-Hulam). Sia X uno spazio® di dimensione finita n < +oc e sia
Q C X un insieme convesso. Supponiamo che la funzione f : Q — R sia d-convessa per § > 0.

Allora esiste una funzione g : 2 — R convessa tale che

1f = gllLe() < 6Ky

"Vedi [11].
8Generalmente sceglieremo per le nostre applicazioni X = R".
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n2+3n
4(n+1)

dove ky, 1= ¢ una costante dipendente esclusivamente da n = dim(X).

Dimostrazione. Omessa. O

Il teorema precedente afferma sostanzialmente che una generica funzione f d-convessa con-
verge uniformemente in norma® L>°(Q) ad una funzione g convessa secondo una costante che

dipende esclusivamente da ¢ e dalla dimensione di X.

Procediamo ora proponendo il primo lemma preliminare, la cui dimostrazione, salvo qualche

modifica, segue essenzialmente lo schema di quella del Teorema (3.3).

5.12 Lemma (I). Dato Q C R" un insieme limitato e convesso, sia A := |a;;| una matrice

simmetrica e definita positiva tale che le funzioni*

aij : R™ = R siano p,-misurabili Vi, j =
1,....,n e sia data una funzione b : QXRXR™ — R derivabile rispetto alla sua seconda variabile

in R Sia data la funzione u € C%(2) N C(Q) soluzione in Q della sequente PDE ellittica:

n 2
Lu = Z aij(Vu)aj;x' —b(z,u, Vu) = 0. (5.5)
i,j=1 v

Supponiamo che la funzione C, raggiunga il suo massimo assoluto strettamente positivo'? in

un punto interno'® all’insieme €2, ovvero che esiste (x1,73,\) € Q x Q x [0,1] tale che

~max Cy = Cy(z1,23,\) > 0.
QxQx[0,1]

Supponiamo inoltre che esista una costante 8 > 0 tale che valga disuguaglianza

inf ab(x27§7 VU(CCQ))
c€fulza),(1=Nu(z1)+Au(zs)] ou

> B, (5.6)

dove & appartiene al segmento non orientato di estremi u(ze) e (1 —Nu(xy) + Au(xs). Allora
vale la sequente disuguaglianza:
1
Cu(z1,23,\) < Bc—b(-.u(~),Vu(~))(xla T3, \). (5.7)

Dimostrazione. Analogamente alla dimostrazione del Teorema (3.3) limitiamoci al caso in cui

x1 # x3 e A € (0,1) in quanto diversamente otterremmo che C, = 0, da cui la convessita

“Definiamo la norma L () di una generica funzione f nel seguente modo:

[fl[zoe := ess supl|f ()]
e

19 Analogamente ai Teroemi (3.3) e (4.7) anche in questo caso le funzioni a;; devono dipendere in modo
esplicito esclusivamente dal gradiente della soluzione Vu. Diversamente, non sono ancora stati sviluppati
risultati inerenti principi di convessita o concavita che prevedano una dipendenza esplicita dalla variabile =
oppure dalla soluzione w.

"Djversamente dal Teorema (3.3), le regolarita richieste sulle funzioni a,; e b risultano di gran lunga inferiori,
permettendo dunque una generalizzazione maggiore dei risultati ottenuti.

12Quest’ipotesi & assolutamente necessaria, poiche in caso contrario otterremmo C, < 0 da cui la convessita
della funzione u, fatto che non richiederebbe alcuna dimostrazione aggiuntiva.

3Conformemente alla Definizione (3.2) fornita in precedenza.
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della funzione u. Considerando che u € C''(), nel punto di massimo interno si verifica che
VCy(x1,x3,\) = 0, ovvero piu esplicitamente
8Cu(x17x37)\) 8CU(CU1,ZU3,A)

= =0.
oy 0ys3

Tramite semplici calcoli, ponendo zo = (1 — A)x; + Az3, otteniamo le seguenti espressioni

esplicite:
8Cu($1, xs, )\)

oy
8CU (1:1 , L3, )\)

0y2

= (1= X)Vu(ze) — (1 = A\)Vu(z1) =0,
= AVu(zz) — AVu(zz) =0,

da cui ricaviamo immediatamente che il gradiente della funzione u deve essere identico nei tre

punti z1,x2 e x3 considerati:
Vu(zy) = Vu(ze) = Vu(zs) := z. (5.8)

Denotato con v € R” il generico vettore tramite cui possiamo traslare in modo unico i punti
1,9 e x3, definiamo opportunamente la restrizione della funzione C,, ad un intorno del punto

(1,3, \) nel seguente modo:

Cu(v) :=Cy(x1 +v,23 + v, \).

Essendo evidente che la funzione C, possiede un punto di massimo interno in v = 0, dall’ipotesi

di regolarita u € C?(f) ricaviamo facilmente la validita delle seguenti condizioni:

9%C,,
8%(%]-

VoCu(0)=0 e V2C,(0)= [ } (0) <0,
dove la seconda indica sinteticamente che la matrice hessiana V%éu della funzione C, nel
punto v = 0 deve essere semidefinita negativa. Richiamando le ipotesi sulla matrice A := [a;;]

deduciamo immediatamente che

- 0%C,
> ai(Vu) 00, (0)<0

ij=1
Combinando tale disuguaglianza con il risultato (5.8) precedentemente ottenuto ricaviamo
esplicitamente che

n

Z aij(2) [OFu(w2) — (1 — N)OFu(x1) — Adfju(xs)] <0,

i,j=1

dove con afju abbiamo denotato la derivata parziale seconda della funzione u rispetto alla

i-esima e j-esima componente di R".
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Combinando quest’ultima disuguaglianza con 1’equazione (5.5) otteniamo che

b(xa,u(x2),2) — (1 — N)b(x1,u(x1), 2) — Ab(x3, u(xs),2) > 0.
da cui ricaviamo immediatamente il seguente risultato:

b(w2, u(w2), 2) — b(wa, (1 — MNu(z1) + Au(z2), 2) <
<(1 = N)b(z1,u(x1), 2) + Ab(x3,u(x3), 2) — b(z2, (1 — Nu(z1) + Au(za),2) = (5.9)
:C_b(Am(.)g) (.1:1,.%‘3, )\)

Sapendo ora per ipotesi che la funzione b ¢ derivabile in R" rispetto alla sua seconda variabile,
applicando il Teorema di Lagrange (o del valor medio) otteniamo che esiste £ appartenente al

segmento orientato [u(z2), (1 — Nu(x1) + Au(xs)] tale che

b(xa,u(x2), 2) — b(z2, (1 — Nu(x1) + Au(xs), 2) :81)(:52,5,2')
w(@z) = (1= Nu(z1) = Au(zs) Ou

Tenuto conto dell'ipotesi (5.6) e del fatto che C,(z1,z3, A) > 0, ricaviamo semplicemente che
BCu(x1, 23, \) = b(we, u(ws), 2) — b(x2, (1 — Nu(z1) + Au(x2), 2),
da cui, applicando la disuguaglianza (5.9) precedentemente ottenuta, deduciamo che

Cu(®1, 23, A) < ZC_p(cu(), V() (T1, T3, A).

|

La dimostrazione del lemma & pertanto conclusa. ]

In breve, il Lemma (5.12) afferma che, sotto opportune condizioni, il massimo assoluto
strettamente positivo della funzione C, nel punto interno (x1,z3,\) € Q x  x [0,1] & limitato
dall’alto dal valore della funzione di concavita C_p(. (), vu(.)) della funzione —b lungo u nel

medesimo punto a meno di una costante g > 0.

Possiamo ora enunciare e dimostrare il primo principio di 6-convessita, il quale brevemente
stabilisce la proprieta di convessita approssimata per la funzione u ogniqualvolta la funzione
b ¢ strettamente crescente e gode della proprieta di concavita approssimata lungo wu.

5.13 Teorema (Principio I di é-convessita (PCA 1)). Sia u € C*(Q) N C() soluzione

dell’equazione (5.5) e poniamo per definizione'* M := lullc2qy € m = [Jull Lo (q)-

Presi 6 > 0 e 8 > 0 supponiamo che valgano le sequenti condizioni:

ob(x, s,p)
0s

'4Senza fornire dettagli aggiuntivi, definiamo la norma C? della funzione v € C?(2) nel seguente modo:

(I)  Y(x,s,p) € Qx[-m,m] x By > A,

lullz@) = llullee + D 1D ullo.
[8]<2
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(I1)  Y(y1,y3,A) € @ x Qx[0,1], Vpe By Cop(u()p (Y1, 43, A) <.

Supponiamo inoltre che la funzione C, raggiunga il suo massimo assoluto strettamente positivo

in un punto interno a Q, ovvero che esiste (x1,x3,A) € Q x Q x [0,1] tale che

~max C, = Cy(x1,x3,\) > 0.
Qx0x[0,1]

Allora esistono una funzione v : Q — R convessa ed una costante k, > 0 tale che

kn
5

|u — v oo (@) < 6

Dimostrazione. 11 teorema si dimostra banalmente come combinazione del Lemma (5.12) e
del Teorema (5.11). Grazie all'ipotesi (I) risultano valide tutte le ipotesi del Lemma (5.12),
pertanto applicandolo in combinazione con 'ipotesi (II) ricaviamo che nel punto di massimo

interno deve valere la disuguaglianza

1

Cu(l'l, 3, )\) S 5*,

)

da cui si ricava immediatamente la ¢ %—convessita della funzione u. Utilizzando ora il Teorema
di Hyers-Ulam (5.11) deduciamo che esiste una funzione v : 2 — R convessa tale che

k
U — V|| 700 < 5=,
| | zoe(0) < 5

O

5.14 Osservazione. Nel caso § = 0 le assunzioni del Teorema (5.13) corrispondono esatta-
mente a quelle del Teorema (3.3) precedentemente enunciato.

Prestiamo tuttavia particolare attenzione alla condizione (I) del teorema precedente

ob(z, s,p)

>
0s 2B>0

che corrisponde all’ipotesi considerata nella prima parte della dimostrazione del Teorema (3.3),

diversamente dall’ipotesi generale
9b(z, s, p)
0s

che contempla invece anche il caso limite § = 0. Vorremmo pertanto stabilire se & possibile

>0

trovare un espediente analogo al Lemma (3.4) precedentemente introdotto per poter verificare
cosa accade anche quando § = 0. Essendo ovviamente la risposta affermativa, il lemma

successivo fornisce esattamente il risultato cercato.

4

5.15 Lemma (di perturbazione generalizzato). Sia u € C%(Q) N C(Q) soluzione del-
lequazione (5.5) tale che sia verificata la condizione (I) del Teorema (5.13) per = 0. Sia
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Q' cC Q un insieme regolare con frontiera O € C* e supponiamo che la funzione C, raggiun-
ga il suo massimo assoluto strettamente positivo nel punto interno (x1,x3,\) € Q' x Q' x[0,1].
Allora ¥n > 0 esiste un valore do(n, ') tale che V8§ con 0 < § < do(n, Q') esistono una funzione
vs : U — R, una funzione ws : Q' — R convessa ed una costante k, > 0 tali che, ogniqualvolta

vale la condizione (II) del Teorema (5.13), si verifica che
[w = vsll Loy < s

[ws — s ooy < kn V0.

Dimostrazione. La dimostrazione segue direttamente dal Lemma (3.4) da cui deduciamo che,
preso un generico € > 0 sufficientemente piccolo, esistono M > 0 ed una funzione w con
|wl|c2ay < M tale che la funzione v° := u + ew® & soluzione del seguente problema

perturbato:
n

'Zl aij(VvE)aijg;j =b(z,v, Vo) +ev® in
17-?:

vE = su O

(5.10)

La dimostrazione completa, basata proprio sullo studio del problema perturbato (5.10), viene

omessa.l? O

4

Riassumendo brevemente, il lemma appena enunciato permette di determinare la convergenza
uniforme in norma L () della soluzione del problema (5.5) alla soluziome del problema
perturbato (5.10). Tuttavia, diversamente dal Teorema (5.13), non possiamo affermare che la

soluzione del problema (5.5) converge uniformemente ad una funzione convessa.

Seguendo ora il ragionamento elaborato nel Capitolo 4 per introdurre il principio del massi-
mo per la concavita (PMC II), tenenendo presente l'implicazione (5.2), vogliamo comprendere
se indebolire la condizione (II) del Teorema (5.13) sostituendo la §-concavita sulla funzione
—b lungo u con la sola d-concavita armonica della medesima funzione lungo u permette co-
munque di ottenere un risultato rilevante per la nostra trattazione.

Il lemma successivo, analogo per impostazione al Lemma (5.12), risponde in maniera affer-

mativa alla questione appena sollevata.

5.16 Lemma (II). Dato Q@ C R™ un insieme limiato e convesso, sia defnita la funzione
u € C*(Q) NC(Q), soluzione dell’equazione (5.5). Supponiamo che la funzione C, raggiunga
il suo massimo assoluto strettamente positivo in un punto interno (r1,xs3,\) € Q x Q x [0, 1].

Supponiamo inoltre che esiste una costante 3 > 0 tale che valga lipotesi (5.6), ovvero che

inf ab(x27£7vu(x2))
eefu(zz),(1=Nu(zr)+Iu(zs)] ou

> p.

5Vedi [5], Proposizione (2.8), pag. 7.
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Allora vale la sequente disuguaglianza:
1
Cu(m1,73,A) < B/Hcfb(-.u(-),v'u(-))(xh T3, ). (5.11)

Dimostrazione. Analogamente alla dimostrazione del Teorema (4.7) limitiamoci al caso in cui
x1 # x3 e A € (0,1) in quanto diversamente otteniamo che C, = 0, da cui la convessita
della funzione u. Considerando che u € C''(€), nel punto di massimo interno si verifica che
VCy(x1,23,A) = 0. Pertanto, in modo indentico a quanto svolto nella dimostrazione del
Lemma (5.12), otteniamo che il gradiente della funzione u deve essere identico nei tre punti
T1, X2 € x3 considerati:

Vu(zy) = Vu(ze) = Vu(zs) := 2. (5.12)

Considerando inoltre che u € C%(Q), la matrice hessiana V2C, della funzione C, deve essere

semidefinita negativa nel punto di massimo (x1,x2, A), ovvero sinteticamente

2 2
vylc“ vylyscu (:1:1,1:3, /\) < 07
V2.,.Cu V2.Cy

Y3y U

VZCu(ﬂZl, xr3, )\) =

dove abbiamo denotato con V2 la parte di matrice hessiana corrispondente alle derivate par-
ziali seconde rispetto alla variabile x e similmente gli altri termini. Definiamo ora Vs,t € R

una matrice simmetrica B € My, (R) nel seguente modo:

s2A stA
stA t2A

Tramite semplici calcoli matriciali otteniamo il seguente risultato:
SZAV;CU + stvzlyscu 32AV§1y3Cu + stVfBCu

stAV?2 Cy +1°VL,, Cu  stAVZ . Cy+ V2 Cy

BV?%C, =

La matrice B ¢ evidentemente definita positiva come la matrice A, pertanto otteniamo che

tr(BV?2C,) < 0. Questo risultato puo essere riscritto esplicitamente nel seguente modo:

(s 1] [a ’8] H — as® 4 2Bst 412 < 0, (5.13)
Bl |t
D

dove abbiamo sinteticamente denotato «, 5 e v le seguenti quantita:

a=tr(AV; C,), B=tr(AV,  C.), ~=tr(AV..Cy).

Yy1y3 U

m
Posto ora per definizione @, = ). aij(Vu(n))ﬁiZju(n) al variare di n = x1,x9,23 €
ij=1
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otteniamo tramite calcoli espliciti che
o= (1 - )‘)Qsz - (1 - /\)Qx17
ﬁ = )\(1 - )‘)me
Y= )\QQIQ - )\Q$3~

Dato che la forma quadratica (5.13) determinata dalla matrice D deve essere semidefinita

negativa, deduciamo immediatamente che devono essere valide le seguenti condizioni:

Tenendo presente che per ipotesi A € (0,1), esplicitiamo le espressioni appena ricavate

rispettivamente nel seguente modo:

Qa,

Qua < T3 (5.14)
Quy < ng, (5.15)
[(1=2)?Quy — (1 = N)Qu J(N’Quy — AQuy) — N (1 = A)°Q7, =
= A1 = N)[Q2,Quy — (1 = M) Q23 Qa; — AQz, Q] = 0
=
Qa1 Quy = Quy[(1 = A)Qas + AQay |- (5.16)

Nel caso in cui (1 — A\)Qz; + AQz, < 0, combinando la (5.14) con la (5.16), otteniamo che

2

)\ T
Q$1Q$3 Z QIQ [(1 - )\)Qm;:, + )\Qail] Z QI1Q$3 + 1 _ ;7

da cui si deduce che deve essere (0, = 0. Similmente, combinando la (5.15) con la (5.16),
tramite calcoli analoghi deduciamo che deve essere ,, = 0. Si distinguono pertanto due
casi differenti, caratterizzati rispettivamente da implicazioni dedotte dalle condizioni (5.14) e
(5.16):

(1=MNQus + ARz <0 = Qu =Qu3 =0, Qu, <0, (5.17)
Rz, Quy

(1 - A)Qm + )\er ‘ (5.18)

Utilizzando 'equazione (5.5) deduciamo facilmente che

m

Qy=>_ aii(Vu(n)dZu(n) = b(n.u(n), Vu(n)) 1= 1,22, 73.

ij=1
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Nel caso della condizione (5.18) otteniamo dunque la disuguaglianza

b(x1,u(x1), 2)b(xs, u(xs), 2)

blrz u(wa). 2) < (1= Nb(xs, u(ws), 2) + Ab(a1, u(z1), 2)’

da cui ricaviamo immediatamente che

b(xg, u(22), 2) = b(x2, (1 = Nu(z1) + Au(zs), 2) <

< b(x1,u(x1), 2)b(xs, u(zs), 2)
(1= N)b(zs, u(xs), z) + Ab(x1,u(z1), 2)

= — HCb(~,u(~),Vu(-)) ($17 xs3, )‘)

—b(x2, (1 — Nu(zy) + Mu(zs), 2) =

Applicando il Teorema di Lagrange (o del valor medio) otteniamo che esiste £ appartenente
al segmento orientato [u(z2), (1 — N)u(z1) + Au(xsz)] tale che

b(z2, u(w2), 2) — b(wa, (1 — MNu(z1) + Au(z2),2) 3()(:52,5,2)'

u(z2) — (1 = Mu(z1) — Au(ws) - ou (5.19)

Tenuto conto dell’ipotesi (5.6) e del fatto che Cy(z1,x3,A) > 0, ricaviamo semplicemente che
/Bcu(xlvxfia )‘) = b(ajg,u(:lig), Z) - b(x27 (1 - )‘)u(xl) + )\U(IL’Q), Z)v

da cui, applicando la disuguaglianza (5.19) precedentemente ottenuta, deduciamo che
1
Cu(z1,23,A) < BHC—b(A.uC),VuQ))(mh 3, \).

Nel caso invece della condizione (5.17) otteniamo facilmente il medesimo risultato, in quanto la
definizione della funzione HCp(. ,(.),vu(.)) risulta consistente rispetto alle nuove disuguaglianze
in cui i termini b(z1,u(r1)z) = b(xs,u(xs),z) = 0. La dimostrazione del lemma & pertanto

conclusa. O

In breve, il Lemma (5.16) afferma la medesima tesi del Lemma (5.12), sostituendo alla
funzione di concavita C_y(. ,(.),vu(.)) la funzione di concavita armonica HC_p(. (), vu(.)) della

funzione —b lungo u nella disuguaglianza finale.

Possiamo infine enunciare e dimostrare il secondo principio di d-convessita, diverso dal pri-
mo nella sola ipotesi (IT) dove viene richiesta la proprieta di concavita armonica approssimata

della funzione b lungo u invece della semplice concavita approssimata.

5.17 Teorema (Principio II di é-convessita (PCA II)). Sia u € C?(Q)NC(Q) soluzione
dell’equazione (5.5) e poniamo per definizione M := ||lulc2q) e m = [[ul| Lo (q)-

Presi 6 > 0 e 8 > 0 supponiamo che valgano le sequenti condizioni:

ob(z, s,p)

(I) V(z,s,p) €Qx[-m,m]x By 3
s

> B,
(II) Y(y1,y3,A) € QxQx[0,1], Vpe€ By HC,b(.,u(.)yp)(yl,yg, A) <.
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Supponiamo inoltre che la funzione C,, raggiunga il suo massimo assoluto strettamente positivo

in un punto interno a 2, ovvero che esiste (x1,x3,\) € Q x Q x [0,1] tale che

_max C, = Cy(x1,x3,\) > 0.
Qx0x[0,1]

Allora esistono una funzione v : @ — R convessa ed una costante k, > 0 tale che

K
2

|u — v ooy <6

Dimostrazione. 11 teorema si dimostra banalmente come combinazione del Lemma (5.16) e
del Teorema (5.11). Grazie all’ipotesi (I) risultano valide tutte le ipotesi del Lemma (5.16),
pertanto applicandolo in combinazione con l'ipotesi (II) ricaviamo che nel punto di massimo

interno deve valere la disuguaglianza
1
Cu(xl) xs3, )\) S 655

da cui si ricava immediatamente la & %—convessita armonica della funzione u. Dall’implicazione
(5.2) deduciamo tuttavia anche la § %-convessité della funzione u. Utilizzando ora il Teorema

di Hyers-Ulam (5.11) deduciamo che esiste una funzione v : {2 — R convessa tale che

kn
5

|u — v oo (@) <6

O

5.18 Osservazione. Nel caso § = 0 le assunzioni del Teorema (5.17) corrispondono esatta-

mente a quelle del Teorema (4.7) precedentemente enunciato.

5.3 Alcune applicazioni: condizioni al contorno e problemi

differenziali con soluzioni d-concave

In quest’ultima sezione proponiamo alcune applicazioni notevoli delle due versioni dei prin-
cipi di 0-convessita (PCA I) e (PCA II), fornendo specificamente due tipologie di risultati. In
primo luogo, prendendo come modello i Teoremi (4.8) e (4.16) precedentemente dimostrati,
determineremo quali condizioni al contorno debba soddisfare una generica funzione v affinche
la relativa funzione di convessita C, non raggiunga il suo massimo assoluto in un punto appar-
tente al bordo dell’insieme . In secondo luogo, facendo invece riferimento ai Teoremi (4.11)
e (4.14), studieremo alcuni specifici problemi differenziali, determinando mediante (PCA I) o

(PCA 1I) l’eventuale d-concavita delle rispettive soluzioni.
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5.3.1 Condizioni al contorno

5.19 Proposizione. Dato ) C R" un insieme limitato e convesso, sia definita una funzione

u € C(Q) che soddisfi le sequenti condizioni:
uiQ > 0 e U = 0.
Supponiamo inoltre che Vax € 02 e Yy €  valga la sequente condizione:

lim sup t‘éu((l —t)x + ty) > u(y). (5.20)
t—0+
Allora Yo € (0,1) la funzione C_yo non raggiunge il suo massimo assoluto strettamente

positivo in un punto appartenente al bordo di 2.

Dimostrazione. Ricordando che C_,o« = —Cya, supponiamo per assurdo che esista un punto
(Z,7,)\) € Q x Q x [0,1] appartenente al bordo di €2 tale che la funzione C_,« vi raggiunga
il suo massimo assoluto strettamente positivo C_«(Z, %, A) > 0. Notiamo che se almeno due
dei punti Z,7 o (1 — \)Z + Ay appartengono a 99 otteniamo banalmente I'assurdo C_ya < 0,
pertanto la dimostrazione sarebbe banalmente conclusa. Limitiamoci pertanto al solo caso di
un punto appartenente a 95, in particolare Z € 9Q e 7 € Q16

L’ipotesi (5.20) risulta essere equivalente alla seguente condizione:

limsupt 1 u®((1 — t)x + ty) > u®(y).
t—0+

da cui ricaviamo che esiste 7 € (0, \) tale che

u*((1 —7)x + 1Y)

= u*((1—7)z+7y) > Tu*(Y).

u(y) <

Poniamo per definizione § := (1 —7)Z + 7§ € Q e p := $=L € (0,A) in modo che valga la
seguente uguaglianza:
A

(-metnr= (122) (0-ma+ril+ (31 ) 9= =D+

Utilizzando ora la disuguaglianza precedentemente ottenuta, tramite semplici calcoli ricaviamo

dunque che

1671 caso simmetrico § € 99 e Z € Q si discute in modo analogo, mentre il caso Z,5 € Q e (1 —A)Z+ Ay € 9N
¢ escluso in virtu della convessita dell’insieme 2.
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Questo fatto & tuttavia in contraddizione con l'ipotesi di massimalita di —Cya (€, g, ). Otte-
nuto ’assurdo, deduciamo dunque che la funzione —Cya = C_ya non raggiunge il suo massimo
assoluto strettamente positivo in un punto appartenente al bordo di 2. La dimostrazione &

dunque conclusa. ]

5.20 Corollario. Dato 0 C R™ un insieme limitato e convesso, sia definita una funzione

u € C(Q) tale che soddisfi le sequenti condizioni:

ou

— > 0, 5.21
81/\09 (5:21)

Uujn > 0, Ujpn = 0,

dove v indica il versore normale interno a 0Q. Allora Yo € (0,1) la funzione C_yo non
raggiunge il suo massimo assoluto strettamente positivo in un punto appartenente al bordo di
Q.

Dimostrazione. La dimostrazione del corollario deriva direttamente dalla Proposizione (5.19),

basta stabilire la validta dell’ipotesi secondo cui Va € 0f2 e Vy € 2 vale la condizione

lim sup t_iu((l —t)z +ty) > u(y).

t—0t

Sapendo che a € (0,1), dall’ipotesi (5.21) otteniamo facilmente che

a1 [u(w +t(y — :r))] _

u(y) < limsup t_iu((l —t)z +ty) = limsupt

t—0t t—0+ t
o— t - - a— 6
=lim SuptTl - lim sup we +Hy — ) —u(@) = lim sup 1o u(z) = +00.
t—0t t—0+ 13 t—0+ Hai/_/
>0

Verificate tutte le ipotesi della Proposizione (5.19) otteniamo che la funzione —Cyo = C_yo
non raggiunge il suo massimo assoluto strettamente positivo in un punto appartenente al

bordo di 2. La dimostrazione ¢ dunque conclusa. ]

5.21 Lemma. Dato Q C R™ un insieme limitato e convesso, sia definita una funzione u €

CH(Q) tale che soddisfi le sequenti condizioni:
un >0 e upg=0.
Supponiamo inoltre che Vx € 02 e Yy € Q valga la sequente condizione:
lim sup t*éu((l —t)x +ty) =0. (5.22)
t—0+

Allora esiste un valore § > 0 tale che la funzione u® non é J-concava.
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Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esista un valore ¢ > 0 tale che la funzione u® &

§-concava, ovvero che Vz,y € Q e Y\ € [0, 1] si verifichi la disuguaglianza
Cye (z,y,\) > —0.
Da questo fatto deduciamo semplicemente che Vo € 02 e Vy € 2 deve valere il seguente fatto:
u*((1 —t)x + Ay) > tu*(y) — 0.

Ponendo per definizione 69 = t§ con §y € (0,u(y)), dividendo per ¢ ed elevando alla é

entrambi i membri della precedente espressione otteniamo che
twu((1— )z +ty) > (u(2) — do)=.

Mandando ora entrambi i membri al limite per ¢ — 0% ricaviamo una contraddizione con
I'ipotesi (5.22). Dunque deve necessariamente esistere § > 0 tale che la funzione u® non sia

d-concava, risultato che conclude la dimostrazione. ]

5.22 Lemma. Dato Q C R" un insieme regolare con frontiera 02 € C*, limitato e stretta-

mente convesso, sia definita una funzione u € C*(Q) tale che soddisfi le sequenti condizioni:

ou

5\39 >0,

ujQ > 0, Ujgn = 0,

dove v indica il versore normale interno a 0L). Consideriamo inoltre una funzione f €
CH((0,4+00)) tale che Yu € (0, +00) soddisfi le sequenti condizioni:

f(u) <0
lim f'(u) = —o0

u—0F

(5.23)

Allora la funzione Cy,y mon raggiunge il suo massimo assoluto strettamente positivo in un

punto appartenente al bordo di €.

Dimostrazione. Omessal”. O

5.23 Osservazione. La dimostrazione del Lemma (5.22) segue essenzialmente quella del
Lemma (3.8), fornendo di fatto un risultato pressoche identico. In particolare osserviamo che
la funzione f(u) := —log(u) soddisfa le condizioni richieste da entrambi gli enunciati, percio
risulta una trasformazione candidata a diventare di uso frequente nelle varie applicazioni

analogamente a quanto visto nei capitoli precedenti.

"Vedi [7], Lemma (3.12).
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5.3.2 Problemi differenziali con soluzioni d-concave

5.24 Teorema. Sia definita una funzione f € C?((0,+00)) tale che soddisfi le condizioni
(5.23). Supponiamo inoltre che valga il sequente fatto:

)
T )

Considerato ora 2 C R™ un insieme limitato e strettamente convesso, sia definita una funzione
u € C2(Q)NC(N) tale che soddisfi le sequenti condizioni:

(I) la funzione {s

} e crescente e concava Vs € R.

ou

un >0 U =0 —
| ) |02 ) 81/‘39

dove v indica il versore normale interno a 0S2. Supponiamo inoltre che u sia soluzione in €2
della sequente PDE ellittica:

n

Z aij(—f'(u)Vu)aizju =

i,j=1

1
—b(z, f(u), —f (u)Vu), 5.24
Fmyble ).~ ) V) (5.24)
dove le funzioni a;j e b possiedono le medesime proprieta del Teorema (5.12). Posto M =
[ulle2) e m = [lull oo (), supponiamo infine che esistano 3 > 0 e 6 > 0 tali che siano

soddisfatte le sequenti condizioni:

(1) W s,p) € Qx [f(m), lim fz)) xR? 2AL5P) 5 g
z—07+ 0s
(III) VpeR" sup C—b(~,f(u(~)),p) (x1,x3,\) < 4.

(xl,xg,)\)EQXQX [0,1]

Allora esistono una funzione v :  — R convessa ed una costante ky, > 0 tali che

k,
[ f(u) = vllpe(a) < 5?- (5.25)
Dimostrazione. Posto innanzitutto w = f(u), si verifica che la funzione w soddisfa la seguente
equazione:
n e p—1 n
Z aij(—VU))az-ij = b(SUa w, VUJ) + M Z aij(—Vw)&w@jw . (5.26)
&, U)o,
I;(ac,w,—Vw)

Per dimostrare questo fatto basta semplicemente eseguire calcoli espliciti delle seguenti quan-
tita:

Ow = f'(u)du,

Fw = f"(u)0Fu + [f (w)]*Oudju,
ed inserirle nell’equazione (5.26), ricordando che u = f~!(w), al fine di ottenere nuovamente

I'equazione (5.24) originaria. Sapendo che la matrice A := [a;;] € definita positiva, si verifica
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facilmente che Vz € Q deve essere

n

> ai(=Vw(x))daw(x)djw(x) > 0.

t,j=1
Definiamo inoltre la funzione by nel seguente modo:

nep—1 w n
M Z az’j(*Vw)Binjw.

3,j=1

bo(w, —Vw) =

Combinando ora I'ipotesi (I) del teorema con il precedente risultato ricaviamo che la funzione!®

bo deve essere monotona crescente e concava nella variabile w, pertanto per caratterizzazione
che C_p, < 0. Combinando invece Iipotesi (I) e (II) del teorema deduciamo che la funzione

b(x,w,—Vw) deve essere monotona crescente nella variabile w e che la relativa derivata deve

soddisfare la seguente disuguaglianza:

Owb(z, w, —Vw) = Oyb(x, w, —Vw) 4+ Oybo(w, —Vw) > f.
—_———

>0

Sfruttando tali risultati e Uipotesi (III) del teorema otteniamo che Vp € R™ vale la seguente

condizione:
Sub C_~ Sw(- (3_7]_’ xs3, )\) S
(z1,23,\)€EQxQ%[0,1] b(-w(-),p)
< sup Cop(w()p) (T1, 3, A) + sup Cbo(w()p) (21,23, A) <6
(s e (z1,23,2)€QxQx[0,1] ~~
<0

Per le ipotesi poste sulla funzione f, applicando il Lemma (5.22) otteniamo che la funzione C,,
non puo raggiungere il suo massimo assoluto strettamente positivo in un punto appartenente
al bordo di €2, pertanto lo deve necessariamente raggiungere in un punto interno. Possiamo
dunque applicare il principio I di -convessita (PCA I) (5.13) alla funzione w, ricavando infine

che esistono una funzione v : {2 — R convessa ed una costante k,, > 0 tali che

k
[w = vre@ = [ f(u) = vlze@) < 5ﬁn.
Ottenuta la tesi, la dimostrazione del teorema ¢ dunque conclusa. O

Il corollario successivo, diretta conseguenza del Teorema (5.24), riguarda una generalizza-
zione del problema agli autovalori per l'operatore di Laplace (2.1) precedentemente studiato
nel Teorema (2.19) e nell’Osservazione (3.10), risultati che avevano portato a determinare
la proprieta di log-concavita della prima autofunzione del relativo operatore. In questo ca-
so particolare analizzeremo invece un problema semilineare agli autovalori per il Laplaciano,

ovvero un problema lineare esclusivamente nelle derivate di ordine massimo per via dell’in-

8Non dipende esplicitamente dalla variabile z € Q
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troduzione di un termine dipendente in modo nonlineare dalla variabile u. Analogamente al
Teorema (3.9) foniremo un risultato notevole per la soluzione u del problema semilienare agli

autovalori, determinandone di fatto la proprieta di d-concavita.

5.25 Corollario. Dato 2 C R™ un insieme limitato e strettamente convesso con frontiera
o0 € C1, sia definita una funzione u € C*(Q) NC(Q) tale che soddisfi le sequenti condizioni:

uiQ > 0 e Ul = 0.
Supponiamo inoltre che u sia soluzione in ) della sequente PDE semilineare ellittica:
Au+ Au — ug(u) = 0. (5.27)

Siano dunque \,6,c >0, m = ||ul|p=(q) € sia definita la funzione g € C1((0,m], (0, +00) tale

che Yt € (0, m] verifichi le sequenti condizioni:
(I) gt)y<x e dW)t>c
Supponiamo inoltre che, data la funzione h(s) := g(e~*), si verifichi l'ulteriore condizione
(II)  V(w1,23,A) € A x Qx[0,1]  Chy(y)(T1,73,A) <9,
Allora esistono una funzione v :  — R concava ed una costante C' := C(n,c,m) > 0 tali che
[tog() — vl] ey < €.
Dimostrazione. Innanzitutto combinando ’equazione (5.27) con l'ipotesi (I) otteniamo che

Au=u(g(u) —A) <0.
<0

Pertanto applicando!® il Lemma di Hopf (1.9) deduciamo che deve essere aggjx) 00 > 0 dove

v indica il versore normale interno a 2. Conformemente al Lemma (5.22) scegliamo la tra-
sformazione s = f(u) = —log(u). Osserviamo che nel nostro caso particolare, oltre ad avere

a;j = 0;5, ponendo b(x,s) = X — g(e™*) si ottengono le seguenti uguaglianze:

1
mb(% f(s), = f'(s)Vs) = —ub(z, —log(u)) = —u(X — g(u)).
Si verifica dunque facilmente che ’equazione (5.27) rappresenta un caso particolare dell’equa-
zione generale (5.24). Osserviamo inoltre che la funzione b : Q x [log(m), +00) — R verifica
le seguenti condizioni:
Db(w,s) = g'(e™)e™ = c.

19T,e condizioni di convessitd stretta e di regolarita richieste sull’insieme € permettono di applicare il lemma
in questione.
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C—b($1,$3,)\) = Ch(xl,xg, )\) - < Ch(xl,.l‘g,)\) < d.

Verificate dunque tutte le ipotesi del Teorema (5.24), possiamo applicarlo ed affermare che

. . k
esistono una funzione concava v : 2 — R ed una costante C(n,c,m) = — > 0 tale che
c

1f () = (=v)[[ Lo (0) = [[log(u) — v|[ 120 (q) < C.

Ottenuta la tesi, il corollario € dunque dimostrato. O

Il teorema sucessivo rappresenta invece un’ulteriore generalizzazione del Teorema (4.14)
precedentemente dimostrato, il quale considerava una generica PDE ellittica della seguente
forma:

Au+ h(u) =0,

dove il termine nonlineare h dipendeva in modo esplicito esclusivamente dalla variabile wu.
Nel dettaglio, facendo riferimento all’Osservazione (4.15), analizzeremo un’estensione del caso
particolare h(u) = ku? con v € [0,1) introducendo un termine nonlineare aggiuntivo. Il
risultato ottenuto si rivelera analogo a quello originariamente ricavato in (4.11), adattato

ovviamente alla proprieta di §-convessita.

5.26 Teorema. Dato Q2 C R" un insieme limitato e convesso tale che soddisfi la condizione
di sfera interna (ISC), sia definita una funzione u € C*(Q)NC(Q) tale che soddisfi le sequenti
condizioni:

uiQ > 0 e U = 0.

Supponiamo inoltre che u sia soluzione in ) della sequente PDE semilineare ellittica:
m
Au+u’ —u 2 g(u) =0. (5.28)

Preso vy € [0,1) e posto m = |[ul| e, sia definita la funzione g € C1((0,m], (0,400)) tale

che Vs € (0,m] verifchi le sequenti condizioni:

~y—1

() gls)<sz e g(s)=0.

2
Supponiamo inoltre che, considerato 6 > 0 e data la funzione h(s) = g(s1=7), si verifichi per

A € [0, 1] lulteriore condizione
(II) Vsi,s3 € (0,m] HCpr(s1,83,N\) <4.
Allora esistono una funzione v : Q — R concava ed una costante C' := C(n,m,~) > 0 tali che
1—

HuT7 —UH < (C6.
L(9)
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Dimostrazione. Innanzitutto dall’ipotesi (I) sulla funzione g ricaviamo la disuguaglianza

14y I+y 71

uw2g(u) <u> T =,

che combinata con 'equazione (5.28) implica il seguente risultato:

Au = uHTvg(u) —u7 <0.
—_—— —
<0

Applicando pertanto il Lemma di Hopf (1.9) deduciamo che deve essere agglx) 00 > 0 dove v

indica il versore normale interno a 2. Consideriamo ora la trasformazione della funzione u

data dall’espressione

in modo da poter applicare il Corollario (5.20) alla funzione w = —u® con o = 1_77 € (0,1)
ed ottenere che la funzione di concavita C, non puo raggiungere il suo massimo assoluto
strettamente positivo?® in un punto appartenente al bordo di €2, ovvero che esiste (21, z3)\) €
Q x Q x [0,1] tale che

max Cy = Cy(x1, 23, A).
QxQx[0,1]

Verifichiamo ora che la funziome w soddisfa I’equazione
Aw — b(w, Vw) + §(w) = 0, (5.29)
1—

dove risultano definite le funzioni b: [-m 2 ,0) x R* > R e §: [—ml%w,O) — R rispettiva-

mente nel seguente modo:

20Dj fatto, se tale massimo non fosse strettamente positivo, otterremmo C,, < 0 ed avremmo dimostrato la
N . 1—n . .
concavita della funzione —w = u~ 2 , concludendo banalmente la dimostrazione.
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Per dimostrare questo fatto ¢ sufficiente eseguire calcoli?! espliciti delle seguenti quantit:

Aw =92w = 9; (ai(—ul%”)) — 9 <’V 5 1u”2“aiu> -

1 —~? -1
— 47 uwE (Bu)? + %u—%afiu =
— 1—y
11— 2 uz = 9 —1lu=2

~ 1 1-— 1
b, V) = (ﬁlnwrﬁ - ”) -

2 (—w)
_(1=Pu 1-v
B 4 wu? 2
_1-puE e

4

() =5 g () ) = 25 Vgt

ed inserirle nell’equazione (5.29) al fine di ottenere nuovamente I’equazione (5.28) originaria.

Dall’ipotesi (I) deduciamo inoltre le seguenti disuguaglianze:

; 192 —, 2
>0
l—v y1  1-
>’ = () = g(w),
. L+~ 2 7)1 L 2
O (b(w, Vw) — g(w)) = fHV | 9 ﬁ+(—w)1—vg ((—w)l—w> >
-~ 1 / —
_Tu1*7+u g(u)22 17,Y>0
>0

Possiamo pertanto applicare?? la Proposizione (5.8) alle funzioni b, g e b — g ed ottenere
V(s1,83,A) € (0,m] x (0,m] x [0,1] che

’HC (81,83,)\) Z/HCB((S’l,Sg,)\) —HCg(Sl,Sg,)\).

1—
1—
2m 2

{S ~ 6<sl, z>}

21Utilizziamo in questo caso per comodita la convenzione di Einstein per la somma sugli indici ripetuti.
22Le rispettive funzioni di concavita armonica sono ben definite in quanto le suddette funzioni sono sempre
positive.

Sapendo inoltre che la funzione b > > 0 e strettamente positiva e che banalmente la

funzione
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¢ convessa nella variabile s, dalla Proposizione (5.10) deduciamo che b & armonicamente con-
cava nella variabile s, pertanto per caratterizzazione HCj(s1,53,A) > 0. Tramite semplici

calcoli otteniamo infine dall’ipotesi (II) che

1-—
HCy_5(s1,83,A) = HCy(s1,53,A) —HCg(s1,83,A) = —HC5(s1,83,A) = —75
—_————

>0

Possiamo dunque applicare il principio II di §-convessita (PCA II) (5.17) ed ottenere che

esistono una funzione v :  — R concava ed una costante k, > 0 tale che

o= (o)l = [0 =] <08

con C' = C(n,m,~y) = k,m!~7 > 0. Ottenuta la tesi, il teorema risulta dunque dimostrato. [

L’ultimo teorema proposto in questa trattazione corrisponde ad una generalizzazione del
Teorema (4.11) precedentemente dimostrato, il quale considerava una generica PDE ellittica
della seguente forma:

Au+ f(z) =

dove il termine lineare f dipende solamente dalla variabile x. Nel dettaglio, il prossimo enun-
ciato introduce per la funzione f una dipendenza esplicita anche dalla variabile u, analizzando
di fatto un’ulteriore generalizzazione basata sulla presenza di una particolare funzione del ti-
po f(x,u). Il risultato ottenuto risultera analogo a quello originariamente ricavato in (4.11),

adattato ovviamente ala proprieta di d-convessita.

5.27 Teorema. Dato 2 C R™ un insieme limitato e strettamente convesso con 92 € C*, sia
definita una funzione u € C*(Q) N C(Q) tale che soddisfi le sequenti condizioni:

uiQ > 0 e Ujpn = 0.

Supponiamo inoltre che u sia soluzione in ) della sequente PDE semilineare ellittica:

14y

Au+ f(z) —uT27g(xz) = 0. (5.30)

Denotato con m = ||ul| e (q), siano dunque definite le funzioni f,g € C(Q,(0,+00)) tali che
esistano delle costanti v € [1,400], § > 0 e ¢ > 0 per cui VY € Q si verifichino le sequenti

condizioni:
14y

(1) [() concava,  f(@)>e¢,  f(z) >miE ().

Supponiamo inoltre che si verifichi Uulteriore condizione

(I1) Y(z1,23,A) € QxQx[0,1] HCH(z1,23,\) < 0.
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Allora esistono una funzione v : Q@ — R concava ed una costante C := C(n,c,m,vy) > 0 tali
che

Huﬁ —’UH < (.
Lo (Q)

Dimostrazione. Innanzitutto dall’ipotesi (I) sulla funzione f ricaviamo Vx € ) la disugua-
glianza

REE REE
flx) 2 mm2g(z) > it g(z),

che combinata con 'equazione (5.30) implica il seguente risultato:

14y

Au = u¥B g(a) - f(z) <O.

<0

Applicando pertanto il Lemma di Hopf (1.9) deduciamo che deve essere nglx) 00 > 0 dove v

indica il versore normale interno a 2. Consideriamo ora la trasformazione della funzione u

data dall’espressione

_0
w = —ult2y

in modo da poter applicare il Corollario (5.20) alla funzione w = —u® con a = ﬁ € (0,1)
ed ottenere che la funzione di concavita C, non puo raggiungere il suo massimo assoluto
strettamente positivo?® in un punto appartenente al bordo di €2, ovvero che esiste (21, z3)\) €
Q x Q x [0,1] tale che

max Cy = Cy(x1, 23, A).
QxQx[0,1]

Verifichiamo ora che la funziome w soddisfa ’equazione

Aw — b(z,w, Vw) =0, (5.31)

dove risuta definita la funzione b : {2 x [—mﬁ,O) x R™ — R nel seguente modo:

_ @yl 1 ¥ iy
b(z,s,2) = S = T 27(—s) T f@) . 279(90)‘
l;(x,s,z)

23Di fatto, se tale massimo non fosse positivo, otterremmo C,, < 0 ed avremmo dimostrato la concavita della
funzione —w = u1+27, concludendo banalmente la dimostrazione.
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Per dimostrare questo fatto e sufficiente eseguire calcoli espliciti delle seguenti quantita:

Aw =2w = 8; (ai(—uﬁ)) — 9, (— 7 uff;vaiu> -
1+ 2y
() e 5 SR = TS
St O O =
1+7) ki
v 14+
:7( 72u ||Vu|]2—7fy u_ﬁAu,
(1+2y) 142y
(L+IVw|* 1 v _liy v
(147”15 [ Vul?
Y Y)u it u . Y _ 1ty Y
= u 1+ 4+ ——u 2 f(x) — T) =
A o T ) -
iy
Y1 4 7) u T2y 9 y 1ty ~y
= V a— 1+2 - )

ed inserirle nell’equazione (5.31) al fine di ottenere nuovamente ’equazione (5.30) originaria.

Dall’ipotesi (I) deduciamo inoltre la seguente disuguaglianza:

L+9)[[Vwl* 1 1+7y
~y w? 1+ 2y

>1+'7 f(x)> c(l+~

142y u T m(l42)

_ 142y
¥

Owb(z, w, Vw) :( (—w f(z) >

Fissato z € R™ ed esplicitando la dipendenza dalle variabili (z, s), riscriviamo ora la funzione

b precedentemente introdotta nel seguente modo:

- z||? L1y
b-t9) = o (R ) 4 0 @) = et

Considerando che per l'ipotesi (I) la funzione f & v-concava nella variabile x e che la funzione

{s — (—s)_l%}

¢ evidentemente 711 concava nella variabile s, dalla Proprieta (7) della Proposizione (4.5)

1=

deduciamo che il termine f(z)(—s) ~ risulta essere una funzione concava congiuntamente
nelle variabili (z, s) in quanto n-concava con

1 1 ~v-1

/A v
Da questo fatto ricaviamo immediatamente che la funzione h,(z, s) € concava in quanto som-
ma di funzioni a loro volta concave. Utilizzando ora la Proposizione (5.9) deduciamo che
la funzione l;z(x, s) ¢ convessa, da cui applicando invece la Proposizione (5.10) giungiamo

alla conclusione che la funzione b(x, s) deve necessariamente essere armonicamente concava
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congiuntamente nelle variabili (x, s), pertanto per caratterizzazione
V(IL‘l,ZL‘g, )\) €O xQOx [0, 1] ’HCB($1,1'3,>\) > 0.

Combinando la definizione della funzione b, 'ipotesi (II) e la Proposizione (5.8) ricaviamo

inoltre che

HCb(.CUl,.’I):;,)\) > Hcé(ml,xii,)\) LHCQ("BhJ’B?A) > -

N __,_1—1-27
>0

i
J.
1+ 2y

Possiamo applicare infine il principio II di d-convessita (PCA II) (5.17) ed ottenere che

esistono una funzione v : {2 — R concava ed una costante k, > 0 tali che

N
(= ooy = [[uTFH — < O,
o= (o)l = [0 o <
con C = C(n,c,m,y) = ﬁ > 0. Quest’ultimo risultato conclude la dimostrazione del
(147
teorema. O
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