
CVGMT Preprint Server - http://cvgmt.sns.it/papers/nov/

UNIVERSIT�A DEGLI STUDI DI PISA
FACOLT�A DI SCIENZE MATEMATICHE FISICHE E NATURALI

Corso di Laurea in Matematica

TESI DI LAUREA

Evoluzioni di insiemi

secondo la curvatura

Candidato

Matteo Novaga

Relatore Controrelatore

Prof� Luigi Ambrosio Prof� Sergio Spagnolo

Anno Accademico ���������



�



Indice

Introduzione iii

� Teoria della viscosit�a �
��� Rilassamento � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� �	convergenza � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 

��
 Soluzioni viscose � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��� Confronto nel caso parabolico � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

� Teoria delle barriere ��
��� Propriet�a generali � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Invarianza per traslazioni � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�
��
 Soprasoluzioni geometriche � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
�
��� Confronto tra Barriere e Viscosit�a � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Applicazioni al moto per curvatura media � � � � � � � � � � � ��

� Propriet�a della funzione distanza ��

�� Propriet�a generali � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�� Regolarit�a del luogo di zeri � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

�
 Curvature principali e funzione distanza � � � � � � � � � � � � 
�

�� Equazioni di evoluzione nella distanza al quadrato � � � � � � � 
�

� Esistenza per tempi piccoli ��
��� Codimensione � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
��� Codimensione maggiore di � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

i



ii INDICE



Introduzione

Lo studio del comportamento di ipersuper�ci di Rn � che si evolvono con ve	
locit�a normale assegnata in ogni punto� �e un problema classico in geometria
di�erenziale e� per le numerose applicazioni� �e stato a�rontato da diversi au	
tori con le tecniche pi�u disparate� Queste evoluzioni sono spesso utili per
dimostrare l�esistenza di variet�a con particolari propriet�a� ad esempio punti
critici di certi funzionali geometrici� Inoltre� problemi di questo genere insor	
gono qualora si cerchi di modellizzare il comportamento asintotico di sistemi
stocastici tipo reazione�di�usione� fenomeni di turbolenza� combustione� ma	
gnetizzazione e� in generale� transizioni di fase� In�ne� vi sono state recenti
applicazioni alla modellistica al calcolatore� si pensi ad esempio alla regola	
rizzazione di immagini in teoria della visione�
Un esempio particolarmente rappresentativo �e lo studio dell�evoluzione di
un�ipersuper�cie con velocit�a normale in ogni punto uguale alla curvatura
media in quel punto� Come modello �sico del problema si pu�o pensare� in
prima approssimazione� ad una super�cie elastica che si muove in un �uido
molto viscoso�
Una caratteristica peculiare di questi problemi �e il possibile insorgere di sin	
golarit�a in un tempo �nito� a prescindere dalla regolarit�a della super�cie di
partenza� Un esempio� suggerito da Grayson �Gr�� che illustra chiaramente
questo comportamento nel caso del movimento per curvatura media� �e quello
di una super�cie in R

� a forma di �osso di cane� molto allungato� la quale
si �strozza� rapidamente nella parte centrale e si divide� in un tempo �nito�
in due componenti connesse� Al �ne di studiare le propriet�a qualitative di
questi oggetti� �e stato fatto un notevole sforzo� da parte di diversi autori�
per dare una de�nizione debole di evoluzione de�nita anche dopo l�insorgere
di singolarit�a e che coincida con l�evoluzione classica quando quest�ultima
esiste�
Presenteremo qui due metodi che� nonostante l�apparente diversit�a� risultano
comunque strettamente collegati� Al primo� detto degli �insiemi di livello�� �e
interamente dedicato il primo capitolo� Questo metodo� che �e attualmente il
pi�u di�uso e sviluppato� �e stato introdotto inizialmente da Osher � Sethian
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iv INTRODUZIONE

�OS� e Otha� Jasnow � Kawasaki �OJK� ed approfondito in seguito da nu	
merosi studiosi tra cui Chen� Giga � Goto �CGG�� Evans � Spruck �ES���
Soner �So�� Barles � Souganidis �BS� e molti altri� Il metodo �e stato inoltre
recentemente esteso da Ambrosio � Soner �AS� ad evoluzioni per curvatura
media di sottovariet�a di Rn di codimensione arbitraria�
L�idea fondamentale �e quella di considerare l�ipersuper�cie al tempo t come
insieme di livello � di un�opportuna funzione ausiliaria u�x� t� tale che tutti i
suoi insiemi di livello seguano la stessa legge evolutiva e trasformare quindi
l�evoluzione geometrica in un�equazione parabolica alle derivate parziali nella
funzione u�x� t��
Pi�u precisamente� data una famiglia di ipersuper�ci f�tgt����T �� con �t � ��t�
supponiamo che l�evoluzione sia regolata da una funzione F che lega la com	
ponente normale della velocit�a in ogni punto alla prima e alla seconda forma
fondamentale dell�ipersuper�cie in quel punto� Si ha quindi

v�x� � F ���rT�� �x � �t � �����

dove � �e la normale esterna in x a �t e rT indica il gradiente tangenziale�
Supponiamo ora che si abbia

x � �t �� u�x� t� � � �t � ��� T � �

per qualche funzione regolare u � R
n � ��� T � � R tale che ru��� t� �� � in

un intorno di �t per ogni t � ��� T ��
Ricaviamo l�equazione di�erenziale soddisfatta da u� Per ogni x � �t si ha

v�x� �
ut

j ru j � � �
ru
j ru j � rT � �

Xru � r�u �Xru

j ru j �

dove Xru � Id	 ru
ru
j ru j� �e la matrice di proiezione sull�iperpiano ortogo	

nale al vettore ru� L�equazione ������ espressa in termini della funzione u�
diventa quindi

ut �j ru j F
� ru
j ru j �

Xru � r�u �Xru

j ru j
�

su fu � �g �

Imponendo la stessa legge evolutiva a a tutti gli insiemi di livello della
funzione u� otteniamo l�equazione

ut �j ru j F
� ru
j ru j �

Xru � r�u �Xru

j ru j
�

� �����
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Facendo il ragionamento inverso� ci si pu�o aspettare che ad ogni soluzione
su�cientemente regolare dell�equazione ����� con un opportuno dato iniziale
u� �ad esempio u� � dist��� corrisponda un�evoluzione di �� secondo la legge
������ Ad ogni modo� non �e facile in generale studiare direttamente l�equa	
zione ������ poich e questa �e sempre degenere lungo la direzione ru e non �e
ben de�nita quando ru � �� Per superare queste di�colt�a� alcuni autori �si
veda in particolare �ES�� e �CGG�� hanno a�rontato il problema utilizzan	
do tecniche di teoria della viscosit�a� dimostrando che� sotto ipotesi piuttosto
generali sulla funzione F � il problema ammette un�unica soluzione viscosa
per ogni tempo t � �� Inoltre �t� vista come luogo di zeri di u�x� t�� dipende
solo da �� e non dalla funzione ausiliaria u�� Tale risultato implica che� per
ogni dato iniziale ��� esiste un�unica soluzione generalizzata �t dell�equazione
����� de�nita per ogni t � ��
Il secondo metodo� detto delle �barriere�� viene presentato e discusso nel cor	
so del secondo capitolo� Questo approccio� introdotto da De Giorgi in �DG��
�e in un certo senso il pi�u naturale per a�rontare la classe dei problemi geo	
metrici che godono del principio del confronto� quel principio cio�e secondo il
quale� date due famiglie insiemi aperti f�tgt�t� e fVtgt�t� � le cui frontiere si
evolvono secondo una certa legge� se si ha �t � Vt in un certo istante t � t��
allora gli insiemi restano contenuti per ogni istante successivo t � t� cio�e�

�t � Vt �� �t � Vt �t � t �

Dato un qualsiasi sottoinsieme A � R
n � l�idea �e quella di de�nire evoluzione

debole di A � o minima barriera di A� come la pi�u piccola famiglia fAtgt�t�
tale che At� � A e� per ogni evoluzione regolare fBtgt��a�b� tale che Ba � Aa� si
abbia Bb � Ab� Si noti che questa de�nizione� pi�u intuitiva della precedente�
evita il ricorso esplicito ad equazioni di�erenziali ��e in e�etti una de�nizione
globale pi�u che locale�� la qual cosa rende per�o molti calcoli pi�u di�coltosi� In
compenso� come segue pressoch e immediatamente dalla de�nizione� le mini	
me barriere godono del principio di confronto� mentre la dimostrazione dello
stesso fatto �e molto tecnica e laboriosa nell�ambito della teoria della visco	
sit�a� si veda �CGG�� �GGIS� e �CIL�� Forniremo una dimostrazione piuttosto
dettagliata di questo fatto alla �ne del primo capitolo� Nell�ultima parte del
secondo capitolo� a�rontiamo poi il problema del confronto tra la nozione di
minima barriera e quella di soluzione viscosa� ottenendo che� sotto ipotesi
piuttosto generali sull�evoluzione� le due de�nizioni coincidono� Quest�ultimo
risultato era gi�a stato stabilito� nel caso di ipersuper�ci che si evolvono per
curvatura media con un eventuale termine forzante� da Bellettini � Paolini
in �BP�� dove si utilizza un�ingegnosa osservazione fatta da Tom Ilmanen in
�Il���
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Nel terzo capitolo studiamo pi�u sistematicamente le funzioni distanza e di	
stanza al quadrato da un insieme e le loro propriet�a� In particolare studiamo
la relazione che intercorre tra la regolarit�a di tali funzioni e la regolarit�a del	
l�insieme� Pi�u precisamente� la funzione distanza al quadrato �e regolare in un
intorno del suo luogo di zeri se e solo se tale insieme �e una variet�a regolare�
mentre la funzione distanza con segno dalla frontiera di un aperto ��

d��x� � dist�x���	 dist�x�Rnn�� �
�e regolare se e solo se tale frontiera �e regolare� Sempre nel caso di un�iper	
super�cie � � ��� vi sono inoltre forti legami tra le derivate della funzione
distanza con segno e la prima e la seconda forma fondamentale dell�ipersu	
per�cie� Si possono fare ragionamenti analoghi nel caso di variet�a di codi	
mensione arbitraria� a patto di considerare invece della distanza con segno la

funzione distanza al quadrato �noi utilizzeremo la funzione � �
�

�
dist��� rego	

lare anche sul luogo di zeri� Questo approccio� usato estensivamente� consente
di riformulare molti problemi di geometria di�erenziale su variet�a mediante
equazioni nella funzione distanza� a�rontabili con gli ordinari metodi dell�a	
nalisi� si veda a proposito �DZ�� In particolare� come era gi�a stato osservato
da De Giorgi in �DG�� �e possibile esprimere il vettore curvatura media in un
punto di una variet�a � in funzione delle derivate terze della funzione �� vale
a dire

H�x� � 	r!��x� �x � � �

Sempre nel terzo capitolo mostreremo che� per ogni variet�a regolare �� esiste

� � � tale che la funzione ��x� �
�

�
dist��x��� �e regolare in un opportuno

intorno I���� � fx � R
n � dist�x��� � �g della variet�a� Per ogni y � I����

esiste inoltre un unico punto ��y� � � tale che ��y� �
�

�
j ��y�	 y j�� In tale

intorno possiamo caratterizzare il vettore curvatura media utilizzando le sole
derivate seconde della funzione �� si ha infatti�

H
�
��y�

�
�r��y�� � X

�i��

	i
�	 	i

�y � I���� �

dove i 	i sono gli autovalori della matrice r���y�� Partendo da queste consi	
derazioni �e possibile esprimere l�evoluzione per curvatura media in codimen	
sione arbitraria attraverso un�equazione alle derivate parziali nella funzione
��

�t�y� �
X
�i��

	i
�	 	i

�y � I���� � ���
�



vii

Un approccio simile era gi�a stato adottato da Evans � Spruck in �ES�� al
�ne di studiare il moto per curvatura media in codimensione �� Data un�i	
persuper�cie regolare �� essi considerano l�equazione� espressa nella distanza
con segno da ��

dt�y� �
nX
i	�

	i
�	 d�y�	i

�y � I���� � �����

dove i 	i sono gli autovalori della matrice r�d�y�� In particolare� essi otten	
gono un teorema di esistenza per tempi piccoli di una soluzione regolare della
������ a partire da un dato iniziale su�cientemente regolare� La loro dimo	
strazione �e presentata nella prima parte del quarto capitolo� Quando si cerca
di estendere tale dimostrazione al caso della codimensione maggiore di �� il
problema principale �e dato dal fatto che l�equazione ���
� �e degenere lungo
le direzioni normali alla variet�a e pertanto non si ha automaticamente un
teorema di esistenza locale della soluzione� Nella parte conclusiva del quarto
capitolo� mostreremo che tale risultato implicherebbe un teorema di esisten	
za per tempi piccoli di un�evoluzione per curvatura media in codimensione
arbitraria a partire da qualunque variet�a su�cientemente regolare� A prescin	
dere dal teorema di esistenza in s�e� la cui dimostrazione si potrebbe cercare
anche per altra via �per una rapida descrizione di un approccio alternativo
si veda il quarto capitolo�� l�interesse della ���
� �e dato dalla caratterizzione
del moto per curvatura media in codimensione arbitraria mediante un�equa	
zione chiara e piuttosto maneggevole� anche ai �ni� ad esempio� di eventuali
applicazioni numeriche�
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Capitolo �

Teoria della viscosit�a

��� Rilassamento

Un concetto importante per introdurre la teoria della viscosit�a �e quello di
inviluppo semicontinuo� o rilassato� di una funzione� Ci limiteremo� qui� a
citare solo alcune propriet�a fondamentali� Per le dimostrazioni vedere �Ma��
Questa nozione �e vantaggiosa principalmente perch e permette di utilizzare il
seguente

Teorema �	� 
Metodo diretto�	 Sia X uno spazio metrico compatto e sia
f � X � R una funzione inferiormente semicontinua� allora f ha minimo
su X�

Vale un enunciato simmetrico quando f �e superiormente semicontinua�
Cominciamo con qualche de�nizione�

De�nizione	 Sia X uno spazio metrico�


 Si dice che una funzione F � X � R �e coerciva se per ogni t � R

l�insieme

fx � F �x� � tg

�e compatto�


 Una famiglia di funzioni fFigi�I � X � R si dice equicoerciva se per
ogni t � R esiste un insieme Kt compatto tale che�

i�I

fx � Fi�x� � tg � Kt �

�
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De�nizione	 Sia X uno spazio metrico ed F � X � R una funzione� Per
ogni F � X � R poniamo

SF �
n
G
�� G � X � R � G s�c�i�� G � F �

o
Si de�nisce allora il rilassato inferiormente semicontinuo di F � e si indica
con F�� la funzione

F��x� � sup
G�SF

G�x� �

Con le ovvie modi�che si de�nisce anche F �� rilassato superiormente se	
micontinuo� per il quale valgono analoghi enunciati� Ci�o premesso� quan	
do� nel seguito� parleremo di rilassato intenderemo il rilassato inferiormente
semicontinuo�

Osservazione �	�	 Il rilassato di F �e sempre s�c�i�� visto che �e inviluppo
superiore di funzioni s�c�i�

Proposizione �	�	 Il rilassato di F � F�� �e caratterizzato dalle seguenti pro�
priet�a�


 per ogni successione xh � x si ha

F��x� � lim inf
h��

F �xh� "


 per ogni x � X esiste una successione xh � x tale che

F��x� � lim
h��

F �xh� �

Proposizione �	�	 Se F � X � R �e coerciva� allora�


 F� �e coerciva e quindi� per il Teorema ���� ammette minimo �


 inf F � minF� �


 Se xh � x �e una successione minimizzante per F � allora x �e un punto
di minimo per F�� Inoltre� per ogni x punto di minimo di F�� esiste
�xh� successione minimizzante per F convergente a x �



���� ��CONVERGENZA 


��� ��convergenza

Sia X uno spazio topologico ed Fh � X � R una successione di funzioni�
Poniamo �

�� lim inf
h��

Fh

�
�x� � sup

U�I
x�

lim inf
h��

inf
y�U

Fh�y� ��
�� lim sup

h��
Fh

�
�x� � sup

U�I
x�

lim sup
h��

inf
y�U

Fh�y� ��
�� lim inf

h��
Fh

�
�x� � inf

U�I
x�
lim inf
h��

sup
y�U

Fh�y� ��
�� lim sup

h��
Fh

�
�x� � inf

U�I
x�
lim sup
h��

sup
y�U

Fh�y� �

Diremo che la successione Fh ��	converge in x se si ha�
�� lim inf

h��
Fh

�
�x� �

�
�� lim sup

h��
Fh

�
�x� �

in tal caso il valore comune si indicher�a con�
�� lim

h��
Fh
	
�x� �

Si d�a un�analoga de�nizione per il ��	limite�
Osserviamo che

�� lim inf
h��

Fh � 	�� lim sup
h��

�	Fh� �
�� lim sup

h��
Fh � 	�� lim inf

h��
�	Fh� �

quindi� nel seguito� daremo tutti gli enunciati per i soli ��	limiti�

Proposizione �	�	 Valgono le seguenti propriet�a�


 Se Fh ��converge a F � allora F �e s�c�i� �


 se per ogni h� Fh � F � allora �� lim
h��

Fh � F� �


 se Fh � Gh per ogni h� allora

�� lim inf
h��

Fh � �� lim inf
h��

Gh �

�� lim sup
h��

Fh � �� lim sup
h��

Gh "
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 se Fh � F uniformemente su X� allora �� lim
h��

Fh � F� �


 se Fh �e crescente in h� allora �� lim
h��

Fh � sup
h

�Fh�� �


 se Fh � F � allora �� lim
h��

Fh � F� �



�� lim inf

h��
Fh � �� lim inf

h��
�Fh�� �

�� lim sup
h��

Fh � �� lim sup
h��

�Fh�� "



�� lim inf

h��
�Fh #Gh� � �� lim inf

h��
Fh # �� lim inf

h��
Gh �

�� lim sup
h��

�Fh #Gh� � �� lim sup
h��

Fh # �� lim sup
h��

Gh �

Spesso risulta utile la seguente caratterizzazione sequenziale�

Proposizione �	
	 Per ogni x � X si ha�
�� lim inf

h��
Fh

�
�x� �min

n
lim inf
h��

Fh�xh� � xh � x
o
��

�� lim sup
h��

Fh

�
�x� �min

n
lim sup
h��

Fh�xh� � xh � x
o
�

Il seguente Teorema riguarda i valori di minimo di una successione di
funzioni ��	convergenti �nel caso della ��	convergenza saranno valori di
massimo��

Teorema �	�	 Supponiamo che esista un insieme compatto K � X� tale che

inf
x�X

Fh�x� � inf
x�K

Fh�x� �����

per ogni h � N� Allora� se F � �� lim inf
h��

Fh� F ha minimo in X e si ha

min
x�X

F �x� � lim inf
h��

inf
x�X

Fh�x� � �����

Se inoltre F � �� lim
h��

Fh� si ha

min
x�X

F � lim
h��

inf
x�X

Fh�x� � ���
�
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Il seguente Teorema riguarda invece i punti di minimo di una successione
di funzioni ��	convergenti �nel caso della ��	convergenza saranno punti di
massimo��

Teorema �	�	 Sia F � �� lim
h��

Fh� Se� per ogni h � N� xh �e un punto di

minimo di Fh in X e x �e un punto di accumulazione per �xh�� allora x �e un
punto di minimo di F in X e si ha

F �x� � lim sup
h��

Fh�xh� � �����

Se inoltre �xh� converge a x in X� allora x �e un punto di minimo di F in X
e si ha

F �x� � lim
h��

Fh�xh� � �����

Quando il punto di minimo della funzione limite �e unico� in ipotesi di equi	
coercivit�a della successione di funzioni� il Teorema ����� pu�o essere ra�orzato�
vale infatti

Teorema �	�	 Supponiamo che �Fh� sia equicoerciva e che ���converga ad
una funzione F � avente un unico punto di minimo x� in X� Sia �xh� una
successione in X tale che xh sia un punto di minimo di Fh in X per ogni
h � N� Allora

xh � x� e Fh�xh�� F �x�� � �����

��� Soluzioni viscose

La teoria della viscosit�a �e stata introdotta inizialmente da M�G�Crandall �
P�L�Lions �CL�� al �ne di dare un metodo per ottenere soluzioni� generalmente
solo continue� di una vasta classe di equazioni di�erenziali� Nel presentare
questa teoria seguiremo qui� principalmente� gli articoli di Chen� Giga �
Goto �CGG� e di Giga� Goto� Ishii � Sato �GGIS��
Nel seguito� data una funzione f � f� e f � indicheranno rispettivamente il
rilassato inferiormente e superiormente semicontinuo di f �
Dato A � R

n � de�niamo J�A� � A� R �R
n �Sn�n� Sia W un sottoinsieme

denso di J�A� e sia E � E�y� s� q� Y � una funzione da W in R� Poich e W �e
denso in J�A�� E� ed E� sono de�niti su tutto J�A�� a valori in R �

De�nizione	 Data una funzione u � A � R� essa si dice sottosoluzione
viscosa 	risp� soprasoluzione viscosa
 in A dell�equazione

E�y� u�ru�r�u� � � � ���
�
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se u� � #� 	risp� u� � 	�
 in A e per ogni coppia 	
� $y
� con 
 � C��A� e
$y � A� tali chemaxA�u

�	
� � �u�	
��$y� �risp� minA�u� 	 
� � �u� 	 
��$y���
allora vale

E�
�
$y� u��$y��r
�$y��r�
�$y�

� � � ������
risp� E�

�
$y� u��$y��r
�$y��r�
�$y�

� � �
�
�

Con 
 � C��A� si intenda che 
 ha un�estensione di classe C� in un intorno
aperto di A� Una funzione u � u�y�� che sia sottosoluzione e soprasoluzione
viscosa di ���
�� si dice soluzione viscosa di ���
��
In particolare� se u �e C� ed E �e continuo� allora u soluzione viscosa di ���
�
implica che u �e anche soluzione classica dello stesso problema� Si noti che� con
questa de�nizione� una soluzione viscosa u non �e necessariamente continua�
D�ora in poi� quando si parler�a semplicemente di soluzione senza aggiungere
altro� si intender�a sempre soluzione viscosa� In quanto segue si supporr�a
sempre A localmente compatto�
Seguendo �CIL�� si pu�o dare una de�nizione alternativa� seppure equivalente�
di soprasoluzione e sottosoluzione viscosa� utilizzando i cosiddetti �sub	jets�
e �super	jets��

De�nizione	 Dati u � A � R� $y � A e 	p� X
� R
n � Sn�n tali che� per

y � $y con y � A� si abbia

u�y� � u�$y� # hp� y 	 $yi# �

�
hX�y 	 $y�� y 	 $yi# o�j y 	 $y j�� " �����

si dice che la coppia 	p� X
 appartiene al super�jet di u in $y e si indica con
u � JA

���u�$y�� Ugualmente si pu�o de�nire il �sub�jet� JA
���u�$y��

De�nizione	 Siano E ed A come sopra� una funzione u � A � R si dice
sottosoluzione viscosa del problema 	��

� se vale

E�
�
y� u��y�� p�X

� � � ��p�X� � JA
���u��y� "

ugualmente� u viene detta soprasoluzione viscosa di 	��

� se

E�
�
y� u��y�� p�X

� � � ��p�X� � JA
���u��y� �

In�ne� u �e una soluzione viscosa di 	��

 se �e sia sottosoluzione che sopra�
soluzione�

Osservazione �	��	 �E facile veri�care che questa de�nizione �e equivalente
alla de�nizione precedente� Data� infatti� una 
 � C��A� tale che maxA�u

�	

� � �u� 	 
��$y�� si ha�r
�$y��r�
�$y�

� � JA
���u��$y� �
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Viceversa� si pu�o dimostrare che� dato un elemento �p�X� del super�jet� si
pu�o sempre trovare una funzione 
 tale che

r
�$y� � p � r�
�$y� � X � max
A

�u� 	 
� � �u� 	 
��$y� �

Siamo ora in grado di enunciare le tre Proposizioni fondamentali circa
l�esistenza di soluzioni viscose�

Proposizione �	��	 Sia F una famiglia non vuota di sottosoluzioni di 	��


e sia u � A� R� cos�� de�nita

u�y� � sup fv�y� j v � Fg �

Se u��y� � #� per ogni y � A� allora u �e una sottosoluzione di 	��

 	vale
un enunciato simmetrico� con l� inf al posto del sup� se F �e una famiglia di
soprasoluzioni
�

Dimostrazione�
Scegliamo una funzione 
 � C��A� ed un punto $y � A tali che

sup
A

�u� 	 
� � �u� 	 
��$y� �

Possiamo supporre �u� 	 
��$y� � �� senza perdere in generalit�a� Ponendo
��y� � 
�y�# j y 	 $y j�� osserviamo che �u� 	 �� ha un punto di massimo
stretto in $y� Infatti da �u� 	 
��y� � � si ricava

�u� 	 ���y� � 	 j y 	 $y j� �y � A � ������

Per de�nizione di u�� esiste fxkg � A tale che xk � $y per k �� e

lim
k��

ak � �u� 	 
��$y� � � �

dove ak � �u 	 
��xk�� Poich e u � supfv j v � Fg� allora esiste una

successione fvkg � F tale che vk�xk� � u�xk�	 �

k
�k � N�� Questo implica

�v�k 	 
��xk� � �vk 	 
��xk� � ak 	 �

k
�

Grazie a ������� si ha inoltre

�v�k 	 ���y� � 	 j y 	 $y j� �y � A �
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Sia B un intorno compatto di $y in A� Poich e �v�k 	 
� �e superiormente se	
micontinua e superiormente limitata� assume massimo in B in yk � B� Si
ottiene quindi

ak 	 �

k
� �v�k 	 ���xk� � �v�k 	 ���yk� � 	 j yk 	 $y j� ������

e questo implica yk � $y �k � ��� Per ������ si ha lim
k��

�v�k 	 ���yk� � � e

quindi
lim
k��

v�k�yk� � ��$y� � u��$y� �

Dal fatto che vk �e una sottosoluzione si ottiene

E�
�
yk� v

�
k�yk��r��yk��r���yk�

� � � �

che diventa� per k ��� poich e E �e inferiormente semicontinua�r��$y� � r
�$y�
e r���$y� � r�
�$y��

E�
�
$y� u��$y��r
�$y��r�
�$y�

� � � �

come volevasi dimostrare�

�

De�nizione	 Diciamo che E �e ellittico degenere se vale

E�y� s� q� Y � � E�y� s� q� Z� in W se Y � Z �

Lemma �	��	 Se E �e ellittico degenere ed u �e una sottosoluzione 	risp�
soprasoluzione
 classica 	cio�e di classe almeno C�
 di 	��

� allora u �e anche
sottosoluzione 	risp� soprasoluzione
 viscosa dello stesso problema� quindi� in
particolare� le soluzioni classiche sono un sottoinsieme delle soluzioni viscose�

Dimostrazione�
Consideriamo u sottosoluzione classica di ���
�� Per poter concludere che u �e
anche sottosoluzione viscosa� grazie a ������ �e su�ciente veri�care che

E�
�
y� u�y�� p�X

�� � ��p�X� � J���u�y� �

Questo segue subito dalla degenere ellitticit�a notando che� se u � C�� si ha

J���u�y� � f�ru�y�� X� � X � r�u�y�g �y � A �

�
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Proposizione �	�� 
Esistenza�	 Supponiamo E ellittico degenere e siano
f e g � A � R� rispettivamente una sottosoluzione ed una soprasoluzione
di 	��

 in A� Allora esiste una soluzione u di 	��

� non necessariamente
continua� tale che f � u � g in A�

Premettiamo alla dimostrazione il seguente Lemma�

Lemma �	��	 Supponiamo E ellittico degenere e sia g � A � R una so�
prasoluzione di 	��

� Sia inoltre S la collezione di tutte le sottosoluzioni di
	��

 tali che v � g in A� Se v � S non �e una soprasoluzione di 	��

� allora
esistono w � S e z � A tali che v�z� � w�z��

Dimostrazione 	Lemma
�
Poich e v non �e una soprasoluzione� esiste 
 � C��A� e $y � A tali che

inf
A
�v� 	 
� � �v� 	 
��$y� � �

e� inoltre�

E�
�
$y� v��$y��r
�$y��r�
�$y�

�
� E�

�
$y� 
�$y��r
�$y��r�
�$y�

�
� � �

Ragionando come nella dimostrazione precedente� possiamo supporre

�v� 	 
��y� �j y 	 $y j� �y � A � ������

Si ha v� � g� inA e� poich e g �e una soprasoluzione� si ottiene v��$y� � 
�$y� � g��$y��
Poich e E� �e superiormente semicontinua� scegliendo un � su�cientemente
piccolo si ottiene

E��y� 
�y� #
��

�
�r
�y��r�
�y�� � � � ����
�


�y� #
��

�
� g��y� �y � B�� � A � B�$y� ��� � ������

Poich e E �e ellittico degenere� la disuguaglianza ����
� mostra che 
 #
��

�
�e

una sottosoluzione in B��� Per ������� si ha poi

v�y� � v��y�	 ��

�
� 
�y� #

��

�
con y � B��nB� � ������

Sia ora w�y� cos�% de�nita�

w�y� �


���
��


max

�

�y� #

��

�
� v�y�

�
y � B� �

v�y� y � AnB� �
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Da ������� segue

w�y� � max

�

�y� #

��

�
� v�y�

�
�y � B�� �

Per la Proposizione ����� poich e w �e una sottosoluzione in B�� e in AnB�� w
�e una sottosoluzione in tutto A� quindi� per ������� w � S�
D�altro canto� si ha

� � �v� 	 
��$y� � lim
t��

inf
jy�
yj�t

f�v 	 
��y� j y � Ag �

Esiste pertanto un punto z � B� tale che v�z�	 
�z� �
��

�
� cio�e v�z� � w�z��

�

Dimostrazione 	Proposizione ����
�
Come nel Lemma ����� sia S � fv j v �e sottosoluzione di ���
� e v � gg� Si
noti che� poich e f � S� si ha S �� �� Si applica ora un metodo tipo Perron"
de�niamo

u�y� � sup fv�y� j v � Sg �
Per la Proposizione ����� u �e una sottosoluzione di ���
�� inoltre u � g�
pertanto u � S� Se� per assurdo� u non fosse una soprasoluzione di ���
��
esisterebbe� per il Lemma ����� una w � S tale che u�z� � w�z� per qualche
z � A� contraddicendo la de�nizione di u� Possiamo quindi concludere che u
�e una soluzione di ���
� e f � u � g�

�

Proposizione �	�� 
Stabilit�a�	 Siano Ek� E� W � R� uk� u� A� R e uk
sottosoluzione di

Ek�y� uk�ruk�r�uk� � � in A �

dove k � N�
Si supponga inoltre �� lim inf

k��
Ek � E� e �� lim

k��
uk � u� allora u �e una

sottosoluzione per E di 	��

�

Dimostrazione�
Sia� come sopra� 
 � C��A� e $y � A tali che

sup
A

�u� 	 
� � �u� 	 
��$y� �
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Ragionando come nella Proposizione ����� possiamo supporre che $y sia l�unico
punto di massimo di u� 	 
�
Poich e A �e localmente compatto e u�k � #� in A� esiste B� intorno compatto
di $y in A� sul quale uk �e superiormente limitata� Si pu�o quindi trovare una
successione fykg � B �k � N� tale che

max
A

�u�k 	 
� � �u�k 	 
��yk� �

Poich e �� lim
k��

uk � u� grazie al Teorema ���� si ha che yk � $y� Inoltre� da

�� lim inf
k��

Ek � E�� applicando la Proposizione ���� segue

E�
�
$y� u��$y��r
�$y��r�
�$y�

� � �� lim inf
k��

Ek

�
$y� u��$y��r
�$y��r�
�$y�

�
� �� lim inf

k��
�Ek��

�
$y� u��$y��r
�$y��r�
�$y�

�
� lim inf

k��
�Ek��

�
yk� u

��yk��r
�yk��r�
�yk�
�
�

da cui� osservando che uk �e una sottosoluzione di Ek�y� uk�ruk�r�uk� � � e
che max

B
�u�k 	 
� � �u�k 	 
��yk�� si ottiene� per k ���

E�
�
$y� u��$y��r
�$y��r�
�$y�

� � � �

cio�e u �e una sottosoluzione di ���
��

�

��� Confronto nel caso parabolico

Consideriamo ora una forma speciale dell�equazione ���
�� di tipo parabolico�

ut # F �t� x� u�ru�r�u� � � � ������

dove r rappresenta le derivate spaziali di u�
Lo scopo principale di questo paragrafo �e stabilire un teorema di confronto
per l�equazione ������ in ipotesi piuttosto generali su F � Nell�esposizione si
seguiremo principalmente �GGIS��
Per semplicit�a� supporremo F dipendente solo da ru e r�u� cio�e studieremo
l�equazione

ut # F �ru�r�u� � � in Q � ��� T �� � � ����
�

dove � � R
n �e un aperto di Rn non necessariamente limitato�

Elenchiamo dapprima le ipotesi su F � F �p�X��
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�F�� F � �Rnnf�g�� Sn�n � R �e continua "

�F�� F �e ellittica degenere� cio�e F �p�X # Y � � F �p�X� �Y � � "

�F
� 	� � F���� �� � F ���� �� � #� "

�F�� F �e limitata sui limitati� cio�e per ogni R � �

cR � sup
� j F �p�X� j � dove j p j� R� j X j� R� p �� �

�
� #� �

Se vale l�ipotesi �F��� l�equazione ����
� si dice parabolica degenere�
Come sopra� una funzione u� Q� R si dice sottosoluzione viscosa di ����
�
in Q �la de�nizione di soprasoluzione si d�a in maniera analoga�� se u� � #�
e vale


 # F��p�X� � � ��
� p�X� � P���
Q u��t� x�� con �t� x� � Q �

Qui P���
Q indica il super�jet parabolico di u in Q� cio�e� analogamente alla

de�nizione precedente� �e l�insieme dei �
� p�X� � R � R
n � Sn�n tali che

u�s� y� � u�t� x�#
�s	t�#hp� y	xi#�

�
hX�y	x�� y	xi#o�j s	t j # j y	x j�� �

con �s� y�� �t� x� in Q� Ugualmente si de�nisce P���
Q u � 	P���

Q �	u��
Osservazione �	�
	 Anche in questo caso si pu�o dare una de�nizione al�
ternativa di sottosoluzione e soprasoluzione viscosa utilizzando funzioni test

 che siano C� nel tempo e C� nello spazio e tali che� per qualche �t� x� � Q�

max
Q

�u� 	 
� � �u� 	 
��t� x� �risp� min
Q

�u� 	 
� � �u� 	 
��t� x� �

Si osservi inoltre che se si prendono funzioni test C�� poich�e come si veri�ca
facilmente per approssimazione l�insieme�


t�x���

�r
�t� x��r�
�t� x�
�

�e denso in
�


t�x��Q

P���
Q u��t� x� �

si ottiene la stessa de�nizione di sottosoluzione viscosa 	analogamente per la
soprasoluzione
�

Una funzione continua m� ������ ����� sar�a detta un modulo di conti�
nuit�a se m��� � � e m �e non decrescente� Dato� in�ne� U � ��� T ��D� dove
D �e un generico dominio di Rn � chiamiamo bordo parabolico di U l�insieme

�pU �
h
f�g �D

i
�
h
��� T �� �D

i
�
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Teorema �	�� 
Confronto�	 Supponiamo che F soddis� �F��	 �F��� sia�
no u e v rispettivamente una sottosoluzione e una soprasoluzione di 	���


in Q tali che valgano

	A�
 � K � � tale che u�t� x� � K�j x j #�� e v�t� x� � 	K�j x j #��
��t� x� � Q "

	A�
 � un modulo di continuit�a mT tale che

u��t� x�	 v��t� y� � mT �j x	 y j� ��t� x� y� � �pU �

dove U � ��� T ��D e D � �� � "

	A�
 � K � � tale che u��t� x�	 v��t� y� � K�j x	 y j #��
per ogni �t� x� y� � �pU �

Allora esiste un modulo m tale che

u��t� x�	 v��t� y� � m�j x	 y j� in U � ������

In particolare u� � v� in Q�

La dimostrazione del Teorema verr�a suddivisa in diverse Proposizioni�

Proposizione �	��	 Supponiamo che F soddis� �F�� 	 �F��� siano u� v�
come sopra� una sottosoluzione e una soprasoluzione di 	���

 in Q� tali che
siano soddisfatte �A��	 �A
� e u� 	v siano superiormente semicontinue in
Q� Allora per ogni K � � K esiste una costante M � M�K �� F � � � tale che

u�t� x�	 v�t� y� � K � j x	 y j #M�� # t� in U � ������

Dimostrazione�
Siano

w�s� t� x� y� � u�t� x�	 v�s� y�

e
��t� x� y� � K ��j x	 y j� #��

�

� #M ��� # t� "

la tesi �e equivalente a mostrare

w�t� t� x� y� � ��t� x� y� ��t� x� y� � U � ������

scegliendo M � su�cientemente grande�
Sia fgRgR�� una famiglia di funzioni di classe C� da Rn in R tale che
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�a� gR�x� � � per j x j� R "

�b�
gR�x�

j x j � � quando j x j� � "

�c� G � supfj rgR�x� j # j r�gR�x� j� x � R
n � R � �g �� �

Cio�e le gR sono funzioni barriera all�in�nito�
Sia ora 
�t� x� y� � ��t� x� y� #K �

�
gR�x� # gR�y�

�
� in virt�u di �A�� e �b�� si

ha� per R� su�cientemente grande e � � s� t � T �

w�s� t� x� y�	 
�t� x� y� � � ��x� y� t� c� j x j # j y j� R� � ������

Grazie a �A
�� se M � � K e �t� x� y� � �pU � si ha

w�t� t� x� y�	 
�t� x� y� � � ������

e� poich e w �e superiormente semicontinua� da ������ e ������ si ricava� per
�s� x� y� o �t� x� y� � �pU e � su�cientemente piccolo�

w�s� t� x� y�	 �t	 s��

�
	 
�t� x� y� � � � ����
�

Supponiamo ora� per assurdo� che ������ sia falsa� allora da �a� seguirebbe�

posto V � ��� T �� U e &�s� t� x� y� � 
�t� x� y� #
�t	 s��

�
�

sup
V

�w 	&� � � �

se R �e su�cientemente grande� Per ����
�� w 	 & ha massimo su V e sia
�s� t� x� y� � V un punto di massimo� questo implica

��t&�rx&�r�
x&��s� t� x� y� � P���

Q u�t� x� �

�	�s&�	ry&�	r�
y&��s� t� x� y� � P���

Q v�s� y� �

Poich e u e v sono rispettivamente una sottosoluzione e una soprasoluzione di
����
�� ne segue

�t&# F��rx
�r�
x
� � � � ������

	 �s&# F ��	ry
�	r�
y
� � � � ������

dove le funzioni si intendono calcolate in �s� t� x� y��
Per �c� e per de�nizione di �� esisteN � N�K �� G� tale che j r
 j� j r�
 j� N �
Sottraendo ������ da ������� si ottiene� per �F���

�t&# �s& � �cN �



���� CONFRONTO NEL CASO PARABOLICO ��

Pertanto� dato che �t& # �s& � �t
 # �s
 � M �� se M � � max fK� �cNg� si
ha una contraddizione� Per una tale M �� quindi� vale ������� mentre la stima
������ segue per M � M � #K ��

�

Fissati �� �� � � � de�niamo

'�t� x� y� � w�t� x� y�	&�t� x� y� �

w�t� x� y� � u�t� x�	 v�t� y� �

&�t� x� y� �
j x	 y j�

��
#B�t� x� y� �

B�t� x� y� � ��j x j� # j y j�� # �

T 	 t
�

������

dove B funge da funzione barriera� Notiamo che� se u e v sono come nel	
la Proposizione precedente� allora possiamo estendere w ad una funzione
superiormente semicontinua su tutto U nel seguente modo

w�t� x� y� � lim sup

s�p�q��
t�x�y�

fw�s� p� q� � �s� p� q� � Ug ��t� x� y� � �U �

Da �A��� si ha

j w�t� x� y� j� K�j x j # j y j #�� ��t� x� y� � U �

Proposizione �	��	 Supponiamo che per u e v valga 	����
 e che

� � lim
�	�

sup fw�t� x� y� � j x	 y j� �� �t� x� y� � Ug � � � ����
�

Allora si possono trovare �� e �� tali che

sup
U

'�t� x� y� �
�

�
������

per ogni � � � � ��� � � � � �� ed � � ��

Dimostrazione�
In virt�u di ������� � � #�� Per ����
� si pu�o trovare un punto �t�� x�� y�� tale

che w�t�� x�� y�� �



�
� e

j x� 	 y� j�
��

�
�

�
�� A questo punto basta osservare

che� se � e � sono su�cientemente piccoli� '�t�� x�� y�� �
�

�
��

�
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Proposizione �	��	 Siano u� v� �� e �� come nella Proposizione ����� Se w
�e superiormente semicontinua in U � si ha

�� ' ha massimo su U in �t� x� y� con t � T "

�� j x	y j� come funzione di ��� �� ��� �e limitata per � � � � �� � � � � ���
� � � � �� "

�� �x e �y tendono a �� per � � �� uniformemente in � � � � � e
� � � � �� "

�� j x	 y j� �� per �� �� uniformemente in � � � � �� e � � � � �� �

Dimostrazione�

�� Per ������ e per de�nizione di B� ' �e negativa fuori da un compatto
W � ��� T ��D� Poich e� per ������� ' �e positiva in qualche punto ed �e
superiormente semicontinua� assume massimo in un punto di W �

�� Da ������ segue che '�t� x� y� � � per � � � � ��� � � � � �� e � � ��
ci�o implica

w�t� x� y� � j x	 y j�
��

#B�t� x� y� � j x	 y j�
��

� ������

Da cui si conclude osservando che� posto � � �� da ������ segue

j x	 y j�
�

� K � j x	 y j #M�� # T � � ���
��


� Da ������ segue

��j x j� # j y j�� � u�t� x�	 v�t� y� �

Detta c la limitazione su j x 	 y j data da ���� si ottiene� applicando
������

�� j x j�� # �� j y j�� � �C �

con C � K �c#M�� # T ��
Mandando � a zero� poich e C non dipende da �� �� �� si ottiene la tesi�

�� Si ricava� come sopra�
j x	 y j�

��
� C �

che d�a la tesi per �� ��

�
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Proposizione �	��	 Nelle stesse ipotesi della Proposizione precedente� sia�
no u e v tali che valga �A��� allora esiste �� � � tale che ' assume massimo
su U in un punto interno di U � Cio�e� se �t� x� y� �e un tale punto� si ha
�t� x� y� � ��� T ��D per ogni � � � � ��� � � � � ��� � � � � ���

Dimostrazione�
Procediamo per assurdo� Grazie alla Proposizione ����� si ottiene t � T �
si pu�o quindi trovare una successione f�jg� con �j � �� f�jg � ��� ��� e
f�jg � ��� ��� tali che� per � � �j� � � �j� � � �j� ' ha massimo in
�tj� xj� yj� � �pU �
Da ������ e �A�� segue

�

�
� '�tj� xj� yj� � w�tj� xj� yj� � mT �j xj 	 yj j� �

Poich e �j � �� applicando la Proposizione ���� ���� si ottiene j xj 	 yj j� ��

che porta alla contraddizione � �
�

�
� ��

�

Lemma �	��	 Siano ui funzioni superiormente semicontinue con ui � �
in ��� T �� R

Ni � per i � �� �� � � � k� Sia poi w in ��� T �� R
N con

w�t� x� �
kX
i	�

ui�t� xi� �

dove N � N� # � � � Nk� x � x� # � � � xk�
Supponiamo s � ��� T �� z � �z�� � � � zk� � R

N � p � �p�� � � � pk� � R
N tali che

�
� p� A� � P���w�s� z� � R � R
N � SN�N �

Supponiamo inoltre che esista � � � tale che � M � � si abbia
�



��i� qi� Yi� � P���u�t� xi�
j xi 	 zi j # j s	 t j� � � �i � C�M� �
j ui�t� xi� j # j qi j # j Yi j�M

���
��

Allora � 	 � � � �
i� Xi� � R � SNi�Ni tale che

�
i� pi� Xi� � P���
ui�s� zi� �

	
�
�

	
# j A j

�
I �

�
B� X� � � � �

���
� � �

���
� � � � Xk

�
CA � A# 	A�
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e

� # � � �# 
k � 
 �

dove I indica la matrice identit�a�

Osservazione �	��	 Questo Lemma� pur costituendo un passo importan�
te nella dimostrazione del Teorema ���
� ha una dimostrazione piuttosto
elaborata� Per una trattazione esauriente si veda �CI��

Osservazione �	��	 Si vede facilmente che il Lemma precedente �e locale�
cio�e la tesi continua a valere se si sostituisce a RNi un intorno aperto di zi�

Dimostrazione 	Teorema ���

�
Possiamo supporre u e 	v superiormente semicontinue� in modo che lo sia
anche

w�t� x� y� � u�t� x�	 v�t� y� �

Procedendo per assurdo� si avrebbe

� � lim
�	�

supfw�t� x� y� � j x	 y j� �� �t� x� y� � Ug � � �

Per la Proposizione ���� e per ����
�� per ' de�nita come in ������ valgono
tutte le tesi delle precedenti Proposizioni� In particolare� per la Proposizione
���� e per �� �� � su�cientemente piccoli� ' assume massimo su U in un punto
�t� x� y� interno ad U � da cui� in U

w�t� x� y� � w�t� x� y� # &�t� x� y�	 &�t� x� y� �

che� passando ai super	jets� diventa

�&t�rx�y&� A� � P���w�t� x� y� � A � r�&�t� x� y� � ���
��

dove & � &�t� x� y��
Poich e F soddisfa �F��� l�ipotesi ���
�� del Lemma ���� �e soddisfatta� inoltre
�t� x� y� �e un punto interno di U � Tenuto conto dell�Osservazione ����� si pu�o
applicare il Lemma ����� pertanto per ogni 	 � � esistono �
�� X� e �
�� Y �
in R � Sn�n tali che

�
��&x� X� � P���
u�t� x� �

�	
��	&y�	Y � � P���
v�t� y� �


� # 
� � &t

���

�

e

	
�
�

	
# j A j

�
I �

�
X O
� Y

�
� A # 	A� � ���
��
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Poich e u e v sono rispettivamente una sottosoluzione e una soprasoluzione di
����
�� da ���

� segue


� # F��&x� X� � � � 	
� # F ��	&y�	Y � � � �

da cui

&t # F��&x� X�	 F ��	&y�	Y � � � � ���
��

Di�erenziando & in ������� si ottiene� posto � � x	 y�

&x �
j � j� �

�
# ��x � &y � 	j � j

� �

�
# ��y �

�
&xx &xy

&yx &yy

�
� 


�
j � j�

�
I 	I
	I I

�
# ��

�
I �
� I

�
� A �

���
��

Con una tale A� ���
�� diventa

	�
�
I �
� I

�
�
�
X �
� Y

�
� �

�
I 	I
	I I

�
# �

�
I �
� I

�
� ���

�

dove

� �
�

	
#

� j � j�
�

# �� �

� � ��� j � j� 	# 
� # ����	�
j � j�
��

�

� � ���	# �� �

Prendendo 	 � � in ���

� e per � � � � ��� � � � � ��� consideriamo ���
��
per � � �� A seconda del comportamento di � si presentano due possibili
casi �ricordiamo che � � x	 y��

�I� � � � quando � � �� Da ���

� si ricava� posto � � �� # ���
X �
� Y

�
� �

�
I 	I
	I I

�
# �

�
I �
� I

�
� �

�
I �
� I

�
�

Questo implica X � �I e 	Y � 	�I� Da �F��� segue inoltre

F��&x� X� � F��&x� �I� �

F ��	&y�	Y � � F ��	&y�	�I� �
���
��
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Per la Proposizione ���� �x � � e �y � � e �quindi� anche &x e &y

tendono a zero� Ci�o premesso� da ���
�� si ottiene

lim inf
���

F��&x� X� � F���� �� �

lim sup
���

F ��	�y�	Y � � F ���� �� �

poich e � � �� Applicando questo risultato all�equazione ���
�� e no	
tando che

&t � ��T 	 t��� � �T�� �

si ricava
�T�� # F���� ��	 F ���� �� � � �

che� per �F
�� porta a �T�� � �� che contraddice � � ��

�II� Poich e� per la Proposizione ���� ���� j � j �e limitata� per � � �� possia	
mo supporre � � a �� � per qualche sottosuccessione �j � �� Da ���

�
si ottiene

hXp� pi# hY q� qi � ��j p j� # j q j��	 ��hp� qi# ��j p j� # j q j�� �
che� per p � q� d�a

X # Y � ��I �

Per �F�� otteniamo

F ��	&y�	Y � � F ��	&y� X 	 ��I� � ���
��

Poich e� per � � �� X e Y sono limitate grazie a ���

�� esiste una
sottosuccessione Xj � X��j� e X tali che Xj � X quando �j � �� Ap	
plicando� come sopra� il risultato ���
�� all�equazione ���
��� otteniamo

�T�� # F�

� j a j� a
�

�X

�
	 F �

� j a j� a
�

�X

�
� � �

Poich e a �� �� F �e continua in

� j a j� a
�

�X

�
e questo contraddice nuo	

vamente � � ��

�

Osservazione �	��	 Si noti che se si suppone che u e v soddis�no la stima
	����
� in particolare se u e v sono limitate� l�ipotesi F ��� nel Teorema ���

non �e pi�u necessaria�
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Poich e siamo interessati a problemi di evoluzione geometrica di insiemi�
considereremo nel seguito una forma particolare dell�equazione ������� dove
F �e tale che

F �	p� 	X # �p
 p� � 	F �p�X� �	 � �� � � R � ������

Diremo che una F si�atta �e geometrica� Facile conseguenza della de�nizione
�e il seguente

Teorema �	�
 
Invarianza�	 Sia � � R � R una funzione continua e non
decrescente e sia u una sottosoluzione 	risp� soprasoluzione
 viscosa di 	���


in �� ��� T �� con F che soddisfa �F��	 �F�� e 	����
� Allora ��u� �e ancora
una sottosoluzione 	risp� soprasoluzione
 viscosa di 	���

�

Diamo una traccia della dimostrazione� per i dettagli si veda �CGG�� Nel
caso in cui sia � che u siano funzioni regolari� la tesi si ottiene mediante un
calcolo formale delle derivate� Analogamente� nel caso in cui solo � sia rego	
lare� �e su�ciente calcolare come cambiano i sub	jets e i super	jets di u per
composizione con �� Quando in�ne � ed u sono generiche� la tesi si ottiene
per approssimazione� sfruttando la Proposizione �����

Quando consideriamo problemi geometrici� siamo interessati solo al com	
portamento del luogo di zeri della soluzione� Il Teorema seguente ci assicura
che tale comportamento dipende solo dal luogo di zeri del dato iniziale� Use	
remo� nel seguito� �a � b� e �a � b�� per indicare rispettivamente minfa� bg e
maxfa� bg�

Teorema �	��	 Sia �� � R
n un insieme chiuso� u� una funzione non nega�

tiva e uniformemente continua tale che �� � fx � R
n � u��x� � �g e u la

soluzione viscosa di 	���

 con dato iniziale u�� Allora gli insiemi

�t � fx � R
n � u�x� t� � �g �

sono indipendenti dalla scelta di u��

Dimostrazione�
Sia u��x� t� la soluzione viscosa uniformemente continua di ����
� tale che

u��x� �� � dist�x���� �

e sia

��t � fx � R
n � u��x� t� � �g �
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Proveremo che �t � ��t per ogni t � �� Sia

��t� � supfu��x� � dist�x���� � tg �
Poich e u� �e uniformemente continua� anche � �e uniformemente continua e
non decrescente� inoltre

� � u��x� � �
�
dist�x����

� �x � R
n � t � � �

Pertanto u�x� t� � �
�
u��x� t�

�
e quindi ��t � �t per ogni t � ��

Dimostriamo ora l�inclusione opposta� Sia ��x� t� la funzione caratteristica di
�t e sia w � �	 �� cio�e

w�x� t� �

�
� se u�x� t� � � �
� altrimenti �

Osserviamo che

w�x� t� � lim inf

y�s��
x�t�

���

h�
�
u�y� s�

� �x � R
n � t � � �

dove

h��r� �


������
�����


� se r � � �

r

�
se � � r � � �

� se r � � �

Per il Teorema ���� e la Proposizione ����� w �e una soprasoluzione viscosa di
����
�� Poich e u �e continua� otteniamo

� � u��x� t� � � � w�x� t� �

Ne segue che �t � ��t�

�

Un caso semplice ed interessante di funzione geometrica �e

F �p�X� � 	
n�kX
i	�

	i�Xp� � ������

dove 	� � � � � � 	n sono gli autovalori corrispondenti ad autovettori ortogo	
nali a p� ordinati in maniera crescente� della matrice

Xp �

�
Id	 p
 p

j p j�
�
�X �

�
Id	 p
 p

j p j�
�

�
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Si noti che p �e sempre un autovettore della matrice Xp� con autovalore
corrispondente uguale a �� Con questa funzione F � l�equazione ����
� diventa

ut 	
n�kX
i	�

	i
�r�u

�
� � in �� ��� T � � ������

con

r�u �

�
Id	 ru
ru

j ru j�
�
� r�u �

�
Id	 ru
ru

j ru j�
�

�

Vedremo nel terzo capitolo che tale equazione regola il moto per curvatura
media di una variet�a di codimensione k� L�esempio pi�u semplice �e la soluzione
radiale� corrispondente al moto di ipersuper�ci sferiche per la somma delle
n	 k curvature principali pi�u piccole

u�x� t� �
p
j x	 x� j� #��n	 k�t �

Per una tale F vale il seguente

Teorema �	�� 
Esistenza di soluzioni geometriche�	 Data F come in
	����
 e u� � R

n � R uniformemente continua� esiste un�unica soluzione
uniformemente continua u�x� t� di 	���

� con u�x� �� � u�� de�nita in tutto
R
n � ���#���

Dimostrazione�
Poich e u� �e uniformemente continua� esiste un modulo di continuit�a m ed
una costante K � � tali che

j u��x�	 u��y� j� m
� j x	 y j � �x� y � R

n �

m��� � K�� # �� �� � � �

Fissiamo ora x� � R
n e� per ogni �x� t� � R

n � ���#��� poniamo

b�x�� x� t� � u��x�� #m
�pj x	 x� j� #��n	 k�t

�
�

b��x�� x� t� � u��x��	m
�pj x	 x� j� #��n	 k�t

�
�

Per il Teorema ����� b e b� sono soluzioni viscose di ������ ed inoltre sono
entrambe uniformemente continue in tutto R

n � ���#��� Siano� per ogni
�x� t� � R

n � ���#���

f�x� t� � inf
x��Rn

b�x�� x� t� � g�x� t� � sup
x��Rn

b��x�� x� t� �
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Si ha f�x� t� � g�x� t�� f�x� �� � g�x� �� � u��x�� inoltre� poich e le funzioni b
e b� sono equicontinue al variare di x�� f e g sono entrambe uniformemente
continue� Per la Proposizione ���
� esiste una soluzione viscosa u�x� t� di
������ tale che

g�x� t� � u�x� t� � f�x� t� ��x� t� � R
n � ���#�� �

Poich e f e g sono continue� si ha

u��x� �� � u��x� �� � u��x� �x � R
n

e� quindi� per il Teorema ���
� u� � u� ovunque� cio�e u �e continua� Il fatto
che u sia unica discende sempre dal Teorema ���
�
Dimostriamo ora che u �e uniformemente continua� Poich e l�equazione �e inva	
riante per traslazioni spaziali� dall�uguaglianza

j u��x�	 u��y� j� m
� j x	 y j � �x� y � R

n �

segue subito� applicando il Teorema ���
�

j u�x� t�	 u�y� t� j� m
� j x	 y j � �x� y � R

n � t � � �

Fissiamo x� � R
n � applicando sempre il Teorema ���
 a u�x� t� e a b�x�� x� t��

otteniamo u�x� t� � b�x�� x� t� per ogni �x� t� � R
n � ���#��� In particolare�

per x � x� si ha

u�x�� t�	 u�x�� �� �
�
��n	 k�t

� �t � � �

In maniera simile� considerando b��x�� x� t�� otteniamo la disuguaglianza op	
posta� Pertanto si ha

j u�x�� t�	 u�x�� �� j�
�
��n	 k�t

� �t � � �

A questo punto� applicando nuovamente il Teorema ���
� poich e l�equazione
�e invariante per traslazioni temporali� si ottiene

j u�x�� t�	 u�x�� s� j� m
�
��n	 k� j t	 s j � �t� s � � �

cio�e u �e uniformemente continua in tutto Rn � ���#���

�



Capitolo �

Teoria delle barriere

In questo capitolo illustreremo la nozione di barriera secondo De Giorgi�
applicata a problemi di evoluzione di insiemi secondo le curvature�

��� Propriet�a generali

Cominciamo con alcune de�nizioni�

De�nizione 
�usso liscio�	 Siano a� b � R� con a � b� e sia P�Rn� l�in�
sieme delle parti di Rn � Una funzione f � �a� b� � P�Rn� appartiene alla
famiglia F dei �ussi lisci se valgono le seguenti condizioni�

�� l�insieme f�t� � R
n �e chiuso con frontiera compatta per ogni t � �a� b� "

�� se d�x� t� � dist
�
x� f�t�

�	dist�x�Rnnf�t�� indica la distanza con segno
dall�insieme �f�t� �che in seguito verr�a anche indicata con dist	f
t��x�
o con df
t��x��� allora esiste un aperto A � R

n � �a� b� per la topologia
indotta� tale che d � C��A� e �f�t�� ftg � A per ogni t � �a� b� �

Nel seguito� indicheremo con I l�intervallo �t��#���

De�nizione 
Barriera�	 Sia F� una sottofamiglia di F � diciamo che una
generica funzione 
 � I � P�Rn� �e una barriera per F� e scriveremo 
 �
B�F��� se per ogni f � F� tale che

f�a� � 
�a� si ha f�b� � 
�b�

Osservazione �	�	 In particolare si noti che� secondo questa de�nizione�

�t� � R

n �e barriera per ogni famiglia F��

��
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De�nizione 
Minima Barriera�	 Sia E � R
n arbitrario� F� una sottofa�

miglia dei �ussi lisci� chiamiamo minima barriera per F�� contenente E al
tempo t�� la funzione da I nelle parti di Rn cos�� de�nita�

M�E�F�� t���t� �
�
f
�t�j 
 � I � P�Rn�� 
 � B�F��� E � 
�t��g �����

per ogni I�

Notiamo che la minima barriera esiste sempre ed �e unica� Si potrebbe
anche modi�care la scelta della famiglia F dei �ussi lisci �richiedendo� ad
esempio� che siano solo di classe Ck o che siano convessi�� ottenendo� a priori�
una di�erente minima barriera�
Supporremo� d�ora in poi� che la famiglia F� sia invariante per restrizioni
temporali� cio�e� dato f � �a� b�� P�Rn�� f � F� e t � �a� b�� si ha che f j�a�t�
e f j�t�b� appartengono a F��
Diamo ora alcune propriet�a elementari della minima barriera�

Lemma �	�	 Sia E � R
n � allora

�� M�E�F�� t�� � B�F�� "

�� M�E�F�� t���t�� � E "

�� se E�� E� � P�Rn�� allora
E� � E� �M�E��F�� t���t� �M�E��F�� t���t� per ogni t � I "

�� se E �e tale che



E � � allora M�E�F�� t���t� � � per ogni t � t� "

�� M�E�F�� t�� veri�ca la propriet�a di semigruppo� cio�e�

M�E�F�� t���t�� �M�M�E�F�� t���t���F�� t�
�
�t�� se t� � t� � t� "

�� F� � G� � M�E�F�� t�� �M�E�G�� t�� �
Dimostrazione�

I punti ���	��� sono una diretta conseguenza delle de�nizioni�
Dimostriamo ���� Sia 
 � I � P�Rn� cos�% de�nita�


�t� �


�


M�E�F�� t���t� se t� � t � t� �

M�M�E�F�� t���t���F�� t�
�
�t� se t � t� �

Allora� grazie al punto �
�� 
�t�� � E ed inoltre 
 � B�F��� infatti� dato
f � �a� b� � P�Rn�� f � F�� f�a� � 
�a�� si ha� quando �a� b� � �t�� t���
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f�b� � 
�b� grazie a ���" quando a � t�� si conclude� sempre per ���� notando
che 
�t�� �M�E�F�� t���t��� Se a � t� � b� grazie all�invarianza per restri	
zioni di F�� il ragionamento �e simile� Dunque 
 �e una barriera su �t��#�� e
pertanto M�E�F�� t���t�� � 
�t��� Viceversa� sia A � M�E�F�� t���t��� poi	
ch e M�E�F�� t���t� �e una barriera su �t��#�� che coincide con A per t � t��
possiamo concludere M�A�F�� t���t�� � M�E�F�� t���t�� e la propriet�a ���
�e cos�% provata�
In�ne� la propriet�a ��� segue dal fatto che� se F� � G�� allora B�F�� � B�G���

�

Analizzeremo ora in maggior dettaglio alcune propriet�a topologiche ele	
mentari della minima barriera� Dato E � R

n � de�niamo

Er � E �



E �

Lemma �	�	 Sia 
 � I � P�Rn�� 
 � B�F�� e sia 
r l�applicazione de�nita
da 
r�t� � 
�t�r per ogni t � I� Allora 
r � B�F���

Dimostrazione�
Sia f � �a� b� � P�Rn�� f � F�� f�a� � 
r�a� � 
�a�� Poich e 
 � B�F��� si

ha f�b� � 
�b� e quindi



f�b� � f�b� �




�b�� da cui segue f�b� � 
r�b��

�

Proposizione �	�	 Valgono le seguenti propriet�a�

�� sia E � R
n � allora vale

M�E�F�� t���t� �M�E�F�� t���t�
r �M�Er�F�� t���t� �t � t� "

�����

�� possiamo restringerci� nella de�nizione di minima barriera data in pre�
cedenza� alle funzioni 
 � B�F�� tali che 
�t� � 
�t�r per ogni t � t��
senza che cambi la minima barriera risultante�

Dimostrazione�
Dimostriamo ���� L�inclusione M�E�F�� t��

r � M�E�F�� t�� �e immediata�
Viceversa� sia 
 � I � P�Rn� cos�% de�nita�


�t� �


�



E se t � t� �

M�E�F�� t��
r�t� se t � t� �
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Sia ora f � �a� b� � I � P�Rn�� f � F�� f�a� � 
�a�� Se a � t�� allora

f�b� � 
�b� per il Lemma ��
� Se a � t�� allora f�a� �



f�a� �



E � da cui
f�a� � Er � M�E�F�� t���t��

r e quindi f�b� � 
�b�� Abbiamo cos�% ottenuto

 � B�F��� Poich e E � 
�t��� si ha M�E�F�� t�� � M�E�F�� t��

r ed �e cos�%
dimostrata la prima uguaglianza in ������
Per quanto riguarda la seconda uguaglianza� dal Lemma ��
 si ottiene subito
M�Er�F�� t�� �M�E�F�� t��

r� mentre l�inclusione opposta segue facilmente�
osservando che l�applicazione � � I � P�Rn� de�nita da

��t� �


�



E se t � t� �

M�Er�F�� t���t� se t � t�

appartiene a B�F���
Dimostriamo ���� Imponendo la condizione aggiuntiva 
�t� � 
r�t� per ogni
t � t�� otteniamo necessariamente un insieme pi�u grande di M�E�F�� t���t��
L�inclusione opposta segue dalla prima uguaglianza in ������

�

Introdurremo ora le nozioni di minima barriera regolarizzata inferiore e
superiore� la cui de�nizione �e motivata dal fatto che la minima barriera �e
sensibile anche a piccolissime modi�che dell�insieme iniziale E� Questi con	
cetti sono inoltre importanti per impostare un confronto tra la nozione di
minima barriera e quella di soluzione viscosa�
Sia E � R

n " per ogni � � � poniamo

E�

 � fx � R

n � dist�x�RnnE� � �g � ���
�

E�

 � fx � R

n � dist�x� E� � �g � �����

De�nizione 
Minima Barriera Regolarizzata�	 Sia t � I� de�niamo mi	
nima barriera regolarizzata inferiore e superiore� che indicheremo rispettiva�
mente con M��E�F�� t���t� e M��E�F�� t���t�� i seguenti insiemi�

M��E�F�� t���t� �
�

��

M�E�

 �F�� t���t� �

M��E�F�� t���t� �
�

��

M�E�

 �F�� t���t� �

�����
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�E chiaro dalla de�nizione che si ha� per ogni E � R
n �

M��E�F�� t�� �M�E�F�� t�� �M��E�F�� t��

e
M��E�F�� t�� � B�F�� �

Inoltre le seguenti propriet�a sono diretta conseguenza delle de�nizioni�

M��E�F�� t�� �M�

� 

E�F�� t�

�
�

M��E�F�� t�� �M�
�
E�F�� t�

�
�

�����

Osservazione �	�	 L�equivalente della propriet�a 	�
� nella Proposizione ����
non vale per M��E�F�� t��� neppure nell�ipotesi che E sia compatto�

Dimostrazione�
Consideriamo n � �� H � tr�r�d� e F� � FH de�nito dalla disuguaglianza
������� Come vedremo nei Teoremi 
��� e 
��� del terzo capitolo� stiamo
considerando l�evoluzione di curve nel piano secondo la curvarura media� �E
facile veri�care che� posto

E � f�x� �� � R
� � x � Rg �

si ha
M��E�F�� t���t� � E �t � t� �

cio�e�

E �M��E�F�� t���t� ��
�M��E�F�� t���t�

�r
� � �t � t� �

Nel caso in cui si consideri E compatto� proponiamo il seguente esempio� Sia
sempre n � �� poniamo F� � FH con H � arctan

�
tr�r�d�

�
� Se scegliamo

E �
n
�x� �� � R

� � j x j� �

�

o
�

ci apettiamo che si abbia

M��E�F�� t���t� �


���
��

�
�x� �� � R

� � j x j� ��t� # �	 t�

�

�
�t � �t�� t� # �� �

� �t � t� # � �

cio�e�

M��E�F�� t���t� ��
�M��E�F�� t���t�

�r �t � �t�� t� # �� �

�
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��� Invarianza per traslazioni

Consideriamo ora una famiglia G di �ussi lisci� diremo che G �e invariante per
traslazioni spaziali se

f�t� � G �� f�t� # y � G �y � R
n �

dove con f�t� # y intendiamo l�insieme fx # yj x � f�t�g�

Proposizione �	
	 Sia G una sottofamiglia dei �ussi lisci invariante per
traslazioni spaziali� allora valgono le seguenti propriet�a�

�� sia y � R
n � allora 
 � B�G� se e solo se 
# y � B�G� "

�� sia y � R
n � allora

M�E # y�G� t���t� �M�E�G� t�� # y "

�� per ogni � � � si ha�M�E�G� t���t�
��


�M�E�


 �G� t���t� �t � I �

Dimostrazione�
Dimostriamo ���� Siano y � R

n � 
 � B�G�� f � �a� b� � P�Rn�� f � G�
f�a� � 
�a� # y� Dall�inclusione f�a�	 y � 
�a�� segue� per l�invarianza per
traslazioni di G� f�b�	 y � 
�b�� cio�e f�b� � 
�b� # y�
Dimostriamo ���� Sia ��t� � 
�t� # y� allora si ha

M�E�G� t���t� �
�
f
�t�j 
 � I � P�Rn�� 
 � B�G�� 
�t�� � Eg

�
�
f��t�	 yj � � I � P�Rn�� � � B�G�� ��t�� � E # yg

�
�
f��t�j � � I � P�Rn�� � � B�G�� ��t�� � E # yg

�M�E # y�G� t���t� �
Dimostriamo �
�� Da quanto detto segue�
y�B�
��

M�E # y�G� t���t� �M�E�G� t���t� #B
��� �
�M�E�G� t���t�

��


�

���
�
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�

Notiamo ora che� per ogni y � B
���� abbiamo E # y � E # B
���� da
cui segue M�E # y�G� t�� �M�E #B
����G� t��� Pertanto� grazie a ���
�� si
ottiene�M�E�G� t���t�

��


�M�E #B
����G� t���t� �M�E�


 �G� t���t� �

�

Proposizione �	�	 Sia G una famiglia di �ussi lisci invariante per trasla�
zioni spaziali� allora


 � B�G� ��




 � B�G� � �����

Dimostrazione�

Sia f � �a� b� � P�Rn�� f � G� f�a� �




�a�� allora� poich e �f�a� �e compatto�
esiste � � � tale che f�a� # B
��� � 
�a�� quindi� grazie all�invarianza per

traslazioni di G� f�b� #B
��� � 
�b�� cio�e f�b� �




�b��

�

Proposizione �	�	 Sia G una famiglia di �ussi lisci invariante per trasla�
zioni spaziali� 
 � B�G�� E � R

n � allora

d�t� � dist
�M�E�G� t���t��Rnn
�t�

�
�e non decrescente � �����

dove poniamo convenzionalmente dist�A�B� � #� se A � � o B � ��
Dimostrazione�

Supponiamo che� per un certo t � I� si abbia d�t� � � � ��
Questo implica

M�E�G� t���t� #B
��� � 
�t� �

da cui segue� per l�invarianza per traslazioni di G�

M�E�G� t���t� #B
��� � 
�t� �t � t �

cio�e� in generale�
d�t� � d�s� �t � s �

�




� CAPITOLO �� TEORIA DELLE BARRIERE

Proposizione �	�	 Sia G una famiglia di �ussi lisci invariante per trasla�
zioni spaziali e sia E � R

n � allora� per ogni � � �� si ha�M�E�G� t��
��


� B�G� �

Dimostrazione�
Fissiamo � � � e sia 
�t� �

�M�E�G� t��
��


�t�� Sia inoltre f � �a� b�� P�Rn��

f � G tale che f�a� � 
�a�� vogliamo dimostrare che f�b� � 
�b�� Ra	
gionando come nella dimostrazione della Proposizione precedente� si ottie	
ne che d�t� � dist

�
f�t��RnnM�E�G� t���t�

�
�e non decrescente in t e� poich e

d�a� � �� si ha d�b� � �� cio�e f�b� � 
�b��

�

Proposizione �	��	 Sia G� come sopra� una sottofamiglia dei �ussi lisci
invariante per traslazioni spaziali e sia A�Rn� la famiglia degli aperti di Rn

e C�Rn� quella dei chiusi� allora valgono le seguenti propriet�a�

�� per ogni E � R
n e per ogni t � I� si ha

M��E�G� t���t� � A�Rn� �

M��E�G� t���t� � C�Rn� �

M��E�G� t�� � B�G� "

������

�� se A � A�Rn�� allora

M��A�G� t���t� �M�A�G� t���t� � A�Rn� � ������

Dimostrazione�
Dimostriamo ������� Per la propriet�a �
� della Proposizione ���� con E�

��
 al
posto di E e � � �� sfruttando il fatto che E�

� � �E�
��
�

�

 � otteniamo

M�E�
� �G� t���t� �

�

��

�M�E�
��
�G� t���t�

��


� ������

cosicch e� poich e il membro destro di ������ �e aperto� abbiamo


z �� ��M�E�
� �G� t��

� � �

��

�M�E�
��
�G� t��

��


�
�

��

M�E�
��
�G� t�� �
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Ne segue che

�
���


z �� ��M�E�
� �G� t��

� � �
��
��

M�E�
��
�G� t�� �M��E�G� t�� �

che porta a

M��E�G� t���t� �
�

��


z �� ��M�E�

 �G� t���t�

� � A�Rn� ����
�

per ogni t � I�
Sempre per la propriet�a �
� della Proposizione ���� abbiamo

M�E�
�
�G� t���t� �

�M�E�

 �G� t���t�

��
�
�

�M�E�

 �G� t���t� �

da cui segue

M��E�G� t���t� �
�

��

M�E�
�
�G� t���t� �

�

��

M�E�

 �G� t���t� �

in modo da ottenere M��E�G� t���t� �
�

��

M�E�

 �G� t���t� � C�Rn� per ogni

t � I�
Dimostriamo ora che M��E�G� t�� � B�G�� Sia f � �a� b� � P�Rn�� f � G�
f�a� �M��E�G� t���a�� Grazie a ����
�� abbiamo

f�a� �
�

��


z �� ��M�E�

 �G� t���a�

�
�

da cui segue� poich e �f�a� �e compatto�

f�a� �

z �� ��M�E�


�
�G� t���a�

� �M�E�

�
�G� t���a�

per qualche �� � ��
Pertanto f�b� � M�E�


�
�G� t���b� � M��E�G� t���b�� e ������ �e cos�% comple	

tamente dimostrata�
Resta da dimostrare ������� Sia A � R

n un sottoinsieme aperto� allora

A �
�

��

A�
 e quindi A �M��A�G� t���t��� Pertanto� essendo M� barriera� si

ha M��A�G� t�� �M�A�G� t���
�
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��� Soprasoluzioni geometriche

Indicheremo con H�p�X� una funzione de�nita da Rn � Sn�n in R che sup	
porremo limitata sui limitati� Come in precedenza diremo che H �e ellittica
degenere se vale

H�p�X� � H�p�X # Y � �p � R
n � �Y � Sn�n e Y � � � ������

La funzione H descriver�a certe evoluzioni geometriche di insiemi� dipendenti
dalle curvature X e dal vettore normale p�

De�nizione	 Diremo che H �e compatibile dall�alto 	risp� dal basso
 se esi�
ste una funzione H� limitata sui limitati� ellittica degenere� dispari e continua
su Sn�� � Sn�n tale che

H� � H �risp� H� � H� �

Osservazione �	��	 Se H �e compatibile dall�alto allora

H�	p�	X� � H��	p�	X� � 	H��p�X� � 	H�p�X� �

De�nizione	 Diremo che un �usso liscio f � F appartiene alla sottofami�
glia FH se e solo se� detta� come sopra� d�x� t� la distanza con segno da �f�t��
si ha�

�d

�t
#H�rd�r�d� � � �t � �a� b�� �x � �f�t� � ������

Proposizione �	��	 Per ogni funzione H limitata sui limitati� la famiglia
FH �e non vuota� invariante per traslazioni spaziali e temporali e per restri�
zioni temporali�

Dimostrazione
L�idea �e quella di far evolvere una sferetta BR linearmente nel tempo� sce	
gliendo la velocit�a di contrazione in modo che� grazie al fatto che H �e limitata
sui limitati� l�evoluzione appartenga a FH � Per quanto riguarda l�invarianza
per traslazioni di FH � essa segue dal fatto che H non dipende n e da x n e da
t�

�

Si noti che� ragionando come nella dimostrazione precedente� se A � R
n

�e un insieme con parte interna non vuota� allora esiste 
 � � tale che

M�A�FH � t���t� �� � �t � �t�� t� # 
 � �
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�

Ricordiamo che� se� al contrario�



A � �� dal Lemma ��� ��� segue

M�A�FH� t���t� � � �t � t� �

La propriet�a seguente �e un�immediata conseguenza del Lemma ��� ����
Siano H� � H� limitate sui limitati ed E � R

n � allora

M�E�FH�
� t�� �M�E�FH�

� t�� �

Mostreremo ora come una barriera 
 � FH non possa perdere istantaneamen	
te insiemi aperti� cio�e� in un certo senso� non possa �saltare� verso il basso
�al contrario� non vi �e alcun controllo verso l�alto� in quanto se si sostituisce
una qualunque barriera� da un qualunque momento in poi� con Rn � essa resta
barriera��

De�nizione	 Sia C � �a� b� � P�Rn� una qualunque funzione� per ogni
t � �a� b� de�niamo

C��t� ��
�
�	�

�
s��t�t�����a�b�

C�s� � C��t� ��
�
�	�

�
s��t���t���a�b�

C�s� �

C��t� ��
�
�	�


z �� �� �
s��t�t�����a�b�

C�s�

�
� C��t� ��

�
�	�


z �� �� �
s��t���t���a�b�

C�s�

�
�

������

Si noti che C� e C� sono sempre chiusi� mentre C� e C� sono sempre
aperti� Inoltre si ha sempre

C��t� � C�t� � C��t� � C��t� � C�t� � C��t� �

Osservazione �	��	 Sfruttando la Proposizione ��
 e l�invarianza per tra�
slazioni temporali della famiglia FH� non �e di�cile dimostrare che


 � B�FH� �� 
�� 
� � B�FH� �

Vale� inoltre� la seguente

Proposizione �	��	 Sia 
 � B�FH� per qualche H limitata sui limitati�
allora





�t� � 
��t� �


z �� ��

��t�n
�t�� � � �
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Dimostrazione�
Dimostriamo che





�t� � 
��t� �t � t� �

Sia t � t� e x �




�t�� allora esiste �� � � tale che B�x� ��� �




�t�� per	
tanto� ragionando come nella Proposizione ����� possiamo trovare 
 � � e

� � �t� t# 
 � � R
� tale che ��t� � �� e B

�
x� ��s�

� � FH � Da questo segue

x � B
�
x� ��s�

� � 



�s� �s � �t� t# 
 � �

Cio�e x � 
��t�� L�altra inclusione �e ovvia�
La seconda uguaglianza si dimostra in maniera simile�

�

Passando al complementare si ha un enunciato analogo

Proposizione �	��	 Sia Rnn
 � B�FH� per qualche H limitata sui limitati�
allora


�t� � 
��t� �


z �� �� 



�t�n
��t�
	
� � �

Corollario �	�
	 Dalle Proposizioni precedenti e dall�Osservazione ����� se�
gue subito che� per ogni E � R

n � E aperto� si ha

M�E�FH� t�� �
�M�E�FH� t��

�
�
�
�M�E�FH� t��

�
�
�

Osservazione �	��	 Un elemento della famiglia FH � f � �a� b� � P�Rn��
non �e in generale una barriera su �a� b�� neppure se si ha l�uguaglianza in
	����
� Questo perch�e l�equazione

�d

�t
#H�rd�r�d� � �

non gode del confronto tra le soluzioni� se H non �e ellittica degenere�

Quando parleremo� nel seguito� di principio del confronto per H� o per
l�equazione

ut #H�ru�r�u� � � �

intenderemo la seguente propriet�a geometrica�
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per ogni f� g � �a� b� � P�Rn�� f� g � F tali che

�df
�t

�x� t� #H
�rdf�x� t��r�df�x� t�

� � � �t � �a� b�� �x � �f�t� �

�dg
�t

�x� t� #H
�rdg�x� t��r�dg�x� t�

� � � �t � �a� b�� �x � �g�t� �

si ha

f�a� � g�a� �� f�b� � g�b� � ����
�

Proposizione �	��	 Sia H una funzione ellittica degenere e continua su
Sn�� � Sn�n� allora l�equazione

ut #H�ru�r�u� � �

gode del principio del confronto�

Dimostrazione�
Per il Teorema ����� esiste un�unica soluzione viscosa uniformemente continua
uf�x� t� � R

n � �a�#�� del problema
�



ut #H��ru�r�u� � � �

u�x� a� � df
a��x� �

con

H��p�X� �j p j H
�

p

j p j �
Pp �X � Pp

j p j
�

�

dove con Pp indichiamo la matrice di proiezione sull�iperpiano ortogonale a
p� Sia ug�x� t� la soluzione della stessa equazione con ug�x� a� � dg
a��x�� Ap	
plicando il Teorema ���
 alle funzioni uf e ug� si ottiene ����
��

�

De�nizione	 Diremo che un �usso liscio f � F appartiene alla sottofa�
miglia F	

H se e solo se� detta d�x� t� la distanza con segno da �f�t�� si
ha�

�d

�t
#H�rd�r�d� � � �t � �a� b�� �x � �f�t� � ������

Ci�o premesso� vale la seguente
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Proposizione �	��	 Sia H una funzione ellittica degenere e continua su
Sn�� � Sn�n tale che� per ogni �� ipersuper�cie compatta di classe C��
esiste f � �a� b� � P�Rn�� f � F	

H tale che f�a� � � e che �b 	 a� dipenda
con continuit�a da �� in un intorno di quest�ultima in norma C�� allora� per
ogni E � R

n � si ha

M�E�F	
H � t���t� �M�E�FH � t���t� �t � I � ������

Inoltre� per ogni f � �a� b�� P�Rn�� f � F	
H � si ha

M�
f�a��FH� t�

�
�t� � f�t� �t � �a� b� � ������

Dimostrazione�
Dimostriamo ������� Per il Lemma ��� ���� �e su�ciente provare

M�E�FH� t�� �M�E�F	
H � t�� �

Sia f � �a� b� � P�Rn�� f � FH � f�a� �M�E�F	
H � t���a�� dimostreremo che

f�b� �M�E�F	
H � t���b�� L�insieme �f�s� �e un�ipersuper�cie compatta e re	

golare per ogni s � �a� b�� pertanto� per ipotesi� possiamo trovare 
�s� � � tale
che esiste un�evoluzione regolare secondo la ������ di �f�s� in �s� s# 
�s���

Possiamo trovare a � t� � � � � � tm�� � b tali che �a� b� �
mS
i	�

�ti� ti��� e

�ti�� 	 ti� � 
�ti� per ogni i � ��� � � � � m�� Indichiamo con f i�t� l�evoluzione
di f�ti� secondo la ������" allora� usando il principio di confronto per H �vedi
Proposizione ������ abbiamo che f�ti��� � f i�ti��� per ogni i � ��� � � �m��
Ragionando per induzione su i� otteniamo f i�ti� �M�E�F	

H � t���ti�� da cui
segue f�ti��� � M�E�F	

H � t���ti���� per ogni i� In particolare� per i � m si
ottiene f�b� �M�E�F	

H � t���b��
Resta da dimostrare ������� Grazie a ������ ed al Lemma ���� �e su�ciente mo	
strare che� dato f � �a� b�� P�Rn�� f � F	

H � si ha f�t� �M�f�a��F	
H � a��t�

per ogni t � �a� b�� la qual cosa segue ancora dal principio di confronto tra
soluzioni regolari�

�

Osservazione �	��	 La Proposizione precedente �e applicabile ad ogni fun�
zione H strettamente ellittica degenere e C� su Sn�� � Sn�n�

Dimostrazione�
�E su�ciente osservare che� per una tale H e per ogni �� ipersuper�cie com	
patta di classe C�� esiste f � �a� b�� P�Rn�� f � F	

H tale che f�a� � �� Sia
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�

infatti V un intorno aperto di �� tale che d�� distanza con segno da ��� sia
regolare in V e sia u�x� t� l�unica soluzione regolare� in V � �a� a # 
 �� di
�



ut #H�

�ru� �Id	 ur�u���r�u
�
� � �

u�x� a� � d��x� �
������

con

H��p�X� �j p j H
�

p

j p j �
Pp �X � Pp

j p j
�

�

dove con Pp indichiamo la matrice di proiezione sull�iperpiano ortogonale a
p� Sia in�ne f�t� � fx � u�x� t� � �g� In �GG� viene dimostrato che esiste
sempre un�unica soluzione di classe C� di ������ e che tale soluzione coincide
con df � distanza con segno da f�t�� Si ha quindi

�df
�t

#H�rd�r�d� �
�df
�t

#H��rd�r�d�

� ut #H��ru�r�u� � � �t � �a� a# 
 �� �x � �f�t� �

dove la prima uguaglianza discende dai Teoremi 
�� e 
��� del prossimo ca	
pitolo� In�ne� 
 dipende con continuit�a dal dato iniziale in un opportuno
intorno in norma C���� come �e mostrato ad esempio in �Lu��

�

Sia ora ��x� �j x j� de�niamo la funzione h � ���#�� � ���#�� come
segue�

h��� � sup
jxj	�

j H�r��r��� j � ������

Poich e H �e limitata sui limitati� si ha lim sup
���

h��� � #��

Scegliamo ora una qualunque funzione h� � ���#�� � ���#�� di classe
C�� tale che h� � h e lim inf

���
h���� � �� Per ogni � � �� esiste t
 � � e

f � C�
�
��� t
�

�
tale che 
�



(f�t� � 	h��f�t�� �
f��� � � �

Se t
 �e l�intervallo massimale di esistenza di f�t�� si ha

lim
t�t�

f�t� � � �
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Poich e la funzione t��� � t
� de�nita su ���#�� �e continua e strettamente
crescente� possiamo trovare una funzione inversa� continua e strettamente
crescente� �H�t� � ���#��� ���#��� Poich e

lim

��

t
 � � �

possiamo estendere �H�t� per continuit�a in zero� ponendo �H��� � ��

Lemma �	��	 Siano 
� � � I � P�Rn� tali che


 � B�FH�
� � � � B�FH�

� ����
�

e siano

T � supft � t� � 
�t� �� �� 
�t� �� R
n � ��t� �� �� ��t� �� R

ng � ������

��t� � dist
�
R
nn
�t��Rnn��t�� �t � �t�� T � � ������

Allora� posto ��t� � �H�
�t� # �H�

�t�� si ha

��s� � ��t�	 ��s	 t� �s � t� s� t � �t�� T � � ������

In particolare

lim sup
��t

���� � ��t� � lim inf
s	t

��s� �t � �t�� T � � ����
�

Se si ha� invece�

R
nn
 � B�FH�

� � R
nn� � B�FH�

� ������

ed inoltre

R
nn
 � �Rnn
�r � R

nn� � �Rnn��r �
allora

��t� � lim sup
s	t

��s� �t � �t�� T � � ������

In particolare� se valgono 	����
 e 	����
� da 	���

 e 	����
 otteniamo

��t�� � lim
s	t�

��s�� lim sup
��t

���� � ��t� � lim
s	t

��s� �t � �t�� T � � ���
��



���� SOPRASOLUZIONI GEOMETRICHE ��

Dimostrazione�
Data 
 � B�FH�

�� per ogni t � �t�� T � e per ogni s � t si ha

�
x � R

n � dist
�
x�Rnn
�t�� � �H�

�s	 t�
� � 



�s� � ���
��

Sia ora x � 
�t� tale che dist
�
x�Rnn
�t�� � � � �H�

�s	 t�� Sia inoltre B���

l�evoluzione di B�x� �� secondo l�equazione (R � 	h�� �
R
� al tempo � � �t� s��

Poich e l�applicazione � � B��� appartiene a FH�
� ne segue x � B�s� � 
�s�

e� visto che � � �H�
�s	 t�� si ha x �





�s��
Da ���
�� segue che� per ogni s � t� si ha

R
nn





�s� � �x � R
n � dist

�
x�Rnn
�t�� � �H�

�s	 t�
�
�

R
nn




��s� � �x � R
n � dist

�
x�Rnn��t�� � �H�

�s	 t�
�
�

���
��

Fissiamo ora un � positivo e siano y � R
nn





�s� e z � R
nn




��s� tali che
j y 	 z j� ��s� # �� Da ���
�� otteniamo

dist
�
y�Rnn
�t�� � �H�

�s	 t� � dist
�
z�Rnn��t�� � �H�

�s	 t� �

Usando la propriet�a triangolare della funzione distanza� si ha

��t� � ��s� # �# dist
�
y�Rnn
�t��# dist

�
z�Rnn��t�� � ��s� # ��s	 t� # � �

Mandando � a �� otteniamo ������� da cui segue ����
��
Dimostriamo ������� Siano t � �t�� T �� � � �� x� � Rnn
�t�� y� � Rnn��t�
tali che j x� 	 y� j� ��t� # ��
Possiamo supporre x� � �

�
R
nn
�t��� y� � �

�
R
nn��t��� da cui� ricordando che

R
nn
 � �Rnn
�r e Rnn� � �Rnn��r� si ottiene x� � Rnn
�t�� y� � Rnn��t��

Per ogni � � �� l�insieme B�x�� �� �
�
R
nn
�t�� �risp� B�y�� �� �

�
R
nn��t���

contiene quindi una palla B� �risp� B���
Poich e R

nn
 e R
nn� sono barriere� possiamo trovare s � s��� x�� y�� � t

tale che esista un�opportuna evoluzione B���� �risp� B����� di B� �risp� B���

appartenente a FH�
�risp� a FH�

�� contenuta in Rnn
��� �risp� Rnn������ per
ogni t � � � s� Una tale evoluzione pu�o essere ottenuta ragionando come in
precedenza� Siano ora z� � B����� w� � B����� Per la propriet�a triangolare
di � si ha che� per ogni t � � � s

���� �j z� 	 w� j�j z� 	 x� j #��t� # �# j y� 	 w� j �
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Mandando � � t� �� � e �� �� si ottiene �������

�

In particolare� il Lemma precedente si applica alla distanza tra minime
barriere� vale infatti il seguente

Lemma �	��	 Sia H compatibile dall�alto e siano f� g � �a� b�� P�Rn�� tali
che f� g � FH� allora

f�a� � R
nng�a� �� f�b� � R

nng�b� � ���

�

Dimostrazione�
Sia H� � H con H� ellittica degenere� dispari e continua su Sn�� � Sn�n�
allora ���

� vale per H�� Infatti� sia ��x� � 	dist	f
t��x�� su �f�t�� si ha

��

�t
#H��r��r��� � 	�dist	f

�t
	H��rdist	f �r�dist	f � � � �

Pertanto� grazie al principio del confronto applicato a ��x� e a dist	g
t��x�� si
ottiene la tesi� Sia ora f��t� �M�

f�a��FH�
� t�
�
�t�� allora si ha

f�b� �M�
f�a��FH � t�

�
�b� � f��b� � R

nnM�
g�a��FH�

� t�
�
�b�

� R
nnM�

g�a��FH� t�
�
�b� � R

nng�b� �
�

Teorema �	��	 Sia H compatibile dall�alto e sia E � R
n � allora

R
nnM�E�FH� t�� � B�FH� � ���
��

o� equivalentemente�

M�RnnE�FH� t�� � R
nnM�E�FH� t�� �

Dimostrazione�
Dimostriamo che RnnM�E�FH� t�� � B�FH�� Procediamo per assurdo� Sup	
poniamo che esista una funzione f � �a� b� � I � P�Rn�� f � FH e
f�a� � R

nnM�E�FH� t���a� tale che f�b� �M�E�FH� t���b� �� ��
De�niamo


�t� �


�


M�E�FH� t���t� �

�
R
nnf�t�� se t � �a� b� �

M�E�FH� t���t� se t � In�a� b� �
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Mostreremo che 
 � B�FH�� Sia h � �c� d� � P�Rn�� h � FH e h�c� � 
�c��
allora� in particolare� h�d� � M�E�FH� t���d�� Spezzando l�intervallo di de	
�nizione di h� possiamo supporre �c� d� � �a� b�� si ha quindi h�c� � R

nnf�c��
Osservando che Rnnf�t� � B�FH�� come �e garantito dal Lemma ����� per la
minimalit�a di M�E�FH� t�� si ha la tesi�

�

Corollario �	��	 Sia H compatibile dall�alto� siano E� F � P�Rn�� T come
in 	����
 e sia

��t� � dist
�M�E�FH� t���t��M�F�FH� t���t�

� �t � �t�� T � �

Allora si ha

��t�� � lim
s	t�

��s� � lim sup
s�t

��s� � ��t� � lim
s	t

��s� �t � �t�� T � � ���
��

Inoltre

��s� � ��t� �s � t � ���
��

Dimostrazione�
Poich e� per il Teorema precedente� il complementare di una minima barriera
�e barriera� la ���
�� segue dal Lemma ���� e dalla Proposizione ��� ���� Per
quanto riguarda ���
��� segue dal Teorema precedente e dalla Proposizione
��� ����

�

Abbiamo quindi ottenuto che� per H compatibile dall�alto� la distanza tra
minime barriere �e crescente e continua a destra per ogni t � �t�� T ��
Il seguente risultato generalizza il Teorema ���
�

Proposizione �	��	 Data una generica funzione H limitata sui limitati�
supponiamo che esista una funzione H� � H limitata sui limitati� ellitti�
ca degenere e continua su Sn�� � Sn�n�
Allora� per ogni funzione H� tale che

H��p�X� � 	H��	p�	X� ��p�X� � Sn�� � Sn�n ���

�

e per ogni E � R
n � si ha

R
nnM�E�FH� t�� � B�FH�

� �

R
nnM��E�FH � t�� � B�FH�

� �

R
nnM��E�FH � t�� � B�FH�

� �

���
��
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Dimostrazione�
�E su�ciente dimostrare il Teorema quando H� � 	H�� Per far questo si
ragiona come nella dimostrazione del Lemma ���� e la tesi si riduce a mostrare
che� dati f� h � �a� b�� P�Rn�� f � FH�

� h � FH � si ha

h�a� � R
nnf�a� �� h�b� � R

nnf�b� �
Sia g�t� � R

nnf�t�" poich e f � FH�
� abbiamo

�dg
�t

#H��rdg�r�dg� � � �

Dal fatto che h � FH e FH � FH�
� ricaviamo invece

�dh
�t

#H��rdh�r�dh� � � �

Poich e H� �e ellittica degenere� possiamo applicare il principio del confronto
a g e h� cos�% da ottenere� essendo h�a� � g�a�� h�b� � g�b� � R

nnf�b��
�

Dalla precedente Proposizione� tenendo presente il Lemma ����� si ottiene

Corollario �	�
	 Per ogni funzione H tale che esiste H� � H limitata sui
limitati� ellittica degenere e continua su Sn�� � Sn�n e per ogni E� F � R

n �
la funzione

t� dist
�M�E�FH� t���t��M�F�FH� t���t�

�
�e continua a destra per ogni t � �t�� T �� dove T �e de�nito come in 	����
�

��� Confronto tra Barriere e Viscosit�a

Lo scopo di questo paragrafo �e stabilire un Teorema di confronto per equa	
zioni geometriche tra la soluzione viscosa e la minima barriera M� Per far
questo avremo bisogno di alcuni Lemmi preliminari�

Lemma �	�� 
Esistenza di sottoevoluzioni regolari�	 Sia H inferior�
mente semicontinua e siano x � R

n � p � Sn��� X � Sn�n� � � R tali che
� #H�p�X� � �� Allora per ogni R � � esistono 
 � �� f � �a� a# 
 � � P�Rn��
tali che

x � �f�a�� p � rdf�x� a�� X � r�df�x� a�� � �
�df
�t

�x� a� ���
��

e

f � FH� f�t� � BR�x� �t � �a� a # 
 � � ������
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Dimostrazione�
FissiamoR � � ed un�ipersuper�cie regolare e compatta� che indicheremo con
�f�a�� tale che f�a� � BR�x�� x � �f�a�� rdf
a��x� � p� r�df
a��x� � X e
tale che x sia un punto di minimo stretto per r�df
a��x� su �f�a� rispetto
all�ordinamento usuale delle matrici simmetriche �potremmo �ssare una volta
per tutte la scelta di �f�a�� considerando� ad esempio� un�opportuna famiglia
di ellissoidi��
Scegliamo ora � � R

n aperto tale che �f�a� � � e df
a� � C����� Sia quindi
H � Sn���Sn�n � R una funzione regolare e strettamente ellittica degenere
tale che

� #H�p�X� � � �

H�p�X� � H�p�X� ��p�X� � Sn�� � Sn�n� X � X �
������

Diamo una traccia di come �e possibile costruire la funzione H� almeno nel
caso in cui H dipenda dalle sole curvature� De�niamo

K � fY � Sn�n � Y � Xg �
H � fH� ellittica degenere � H� � H su Kg �

Sia quindi

$H�Y � �

�
sup
H��H

H��Y � se Y � K �

H�X� altrimenti �

Consideriamo la funzione )H�Y � � $H�Y �	H�X�	 �� Si ha

� # )H�X� � � �

)H�Y � � H�Y � �Y � Sn�n� Y � X �

Inoltre )H �e ellittica degenere" pertanto prendendone un�opportuna funzione
regolarizzata� costruiamo H� La dipendenza di H dalla prima variabile non
introduce sostanziali modi�che in questo ragionamento�
Sia ora u l�unica soluzione regolare� in �� �a� a # 
 �� di
�



ut #H�

�ru� �Id	 ur�u���r�u
�
� � �

u�x� a� � df
a��x� �
������

con

H��p�X� �j p j H
�

p

j p j �
Pp �X � Pp

j p j
�

�
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dove Pp �e� come nell�Osservazione ����� la matrice di proiezione sull�iperpiano
ortogonale a p� Sia f�t� � fx � u�x� t� � �g� Come gi�a osservato esiste
sempre un�unica soluzione di classe C� di ������ e tale soluzione coincide con
df distanza con segno da f�t�� Con questa de�nizione di f � le propriet�a in
���
�� sono soddisfatte per costruzione� inoltre� al pi�u riducendo 
 � possiamo
supporre f�t� � BR�x� per ogni t � �a� a # 
 ��
Resta da dimostrare f � FH � Sia U la componente connessa dell�insieme
f�q� Y � � Sn�� � Sn�n � H�q� Y � � H�q� Y �g contenente �p�X�� Poich e H �e
inferiormente semicontinua� U �e aperto ed inoltre� da ������ e dal fatto che
x �e un punto di minimo stretto per r�df
a�� si ottiene�rdf�x� a��r�df�x� a�

� � U � ����
�

per ogni x � �f�a�� Poich e u � df �e regolare ed U �e aperto� al pi�u riducendo

 � otteniamo

�rdf�x� t��r�df�x� t�
� � U per ogni t � �a� a # 
 � e per ogni

x � �f�t�� Pertanto� da ������ abbiamo che su �f�t� vale

� �
�df
�t

#H�rdf �r�df� �
�df
�t

#H�rdf �r�df� �

�

Si noti che si pu�o prendere l�insieme f�a� strettamente convesso� cos�% da
avere f�t� strettamente convesso per un piccolo intervallo di tempo�

Osservazione �	��	 Il fatto che x sia un punto di minimo stretto per r�df
a��x�
ci �e servito soltanto per avere la condizione 	����
� In e�etti� senza modi�care
la dimostrazione� potremmo sostituire �f�a� con un�ipersuper�cie �f ��a� che
le sia su�cientemente vicina in norma C�� in modo che� poich�e U �e aperto�
	����
 resti veri�cata� Invece di 	����
 potremmo richiedere� ad esempio� che
assegnata un�ipersuper�cie �� tale che

x � �� � p � rd	��x� � X � r�d	��x� �

f�a� sia contenuto in � e �f�a� coincida con �� in un opportuno intorno di
x�

Osservazione �	��	 Dalla dimostrazione in �GG� segue che 
 dipende con
continuit�a da df in un opportuno intorno C��� di df
a��x�� per ogni � � � � ��

Nel seguito sar�a utile il seguente Lemma� che permette di confrontare tra
loro due �ussi lisci tangenti in un punto�
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Figura ���� posizione dei �ussi lisci per t � a �

x

B  ( x )

f ( a )

g ( a ) 

v vgf

ρ

Lemma �	��	 Siano f� g � �a� b� � P�Rn�� f� g � F � x � R
n e � � ��

Supponiamo che valgano 	si veda la �gura ���


�� x � �f�a� � �g�a� � B
�x� �

�� �g�a�nfxg� � B
�x� �



f�a� �

��
�df
�t

�x� a� �
�dg
�t

�x� a� �

Allora esiste � � 
 � b	 a tale che

g�t� �B
�x� �



f�t� �t � �a� a# 
 � � ������

Dimostrazione�

Sia c �
�

�

�
�dg
�t

�x� a�	 �df
�t

�x� a�

�
e sia

D�t� � inffj x	 y j� x � �g�t� �B
�x�� y � �f�t� � B
�x�g �

Grazie alla continuit�a di
�dg
�t

e di
�df
�t

� possiamo trovare � � � � � e 
 � �

tali che si abbia

�dg
�t

�x� t�	 �df
�t

�y� t� � c ������
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�t � �a� a# 
 �� �x � �g�t� � B��x�� �y � �f�t� � B��x� �

Inoltre� essendo f e g �ussi lisci compatti� inizialmente ben separati fuo	
ri da un intorno di x� essi restano ben separati per un piccolo intervallo
di tempo� Pertanto� al pi�u riducendo 
 � possiamo supporre che per ogni
x � �g�t� � B
�x�� y � �f�t� � B
�x� si abbia anche

D�t� �j x	 y j �� x� y � B��x� � ������

Combinando ������ con ������� si ottiene

D�t� � c�t	 a� �t � �a� a# 
 � � ����
�

cio�e i due �ussi lisci sono ben separati in B
�x� per t � �a� a # 
 �� come
volevasi dimostrare�

�

Osservazione �	��	 Dalla precedente dimostrazione segue che 
 dipende
con continuit�a da f e g� per piccole perturbazioni in norma C� di questi
ultimi� in modo che continuino a soddisfare 	�
�	�
�

Ricordiamo che una funzione H � R
n � Sn�n � R si dice geometrica� se

vale

H�	p� 	X # �p
 p� � 	H�p�X� �	 � �� � � R �

D�ora in poi supporremo H�p�X� limitata sui limitati� geometrica� ellittica
degenere� continua su R

nnf�g � Sn�n e tale che H���� �� � H���� �� � ��
Con queste ipotesi� come viene mostrato in �GGIS�� per ogni E � R

n esiste
un�unica soluzione viscosa uniformemente continua u�x� t� � Rn��t��#���
R del problema 
�



ut #H�ru�r�u� � � �

u�x� t�� � u��x� �
������

con u��x� � dE�x�� De�niamo

V �E��t� � fx � R
n � u�x� t� � �g �

V �E��t� � fx � R
n � u�x� t� � �g �

Data S�t� � �t��#��� P�Rn� una collezione di sottoinsiemi di Rn � porremo
nel seguito

S
�t� � S��t� � S��t� � S
�t� � S��t� � S��t� �

dove S��t�� S��t�� S
��t�� S��t� sono de�niti come in �������
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Osservazione �	��	 Sia S�t� � �t��#�� � P�Rn� una collezione di sot�
toinsiemi di Rn tali che le funzioni dS��t� e dS��t�� che indicano le distanze
con segno rispettivamente da S
�t� e S
�t�� siano de�nite per ogni t � t�
	cio�e� S
 �� � e S
 �� R

n
� Si ha

dS� � �dS��� � dS� � �dS��
� �

Dimostrazione�
Poich e entrambe le uguaglianze si dimostrano in maniera simile� dimostre	
remo qui soltanto la prima� Mostreremo preliminarmente che� data una suc	
cessione �xn� tn� � �x� t�� con xn � S
�tn�� si ha x � S
�t�� Infatti� poich e
xn � S
�tn� e �xn� tn� � �x� t�� esiste una successione �yn� sn� � �x� t� con
yn � S�sn� per ogni n � N � Sia

�k � supfj sn 	 t j� n � kg �
Si noti che

yn � S�sn� �
�

jt�sj��k
s�t�

S�s� �n � k �

da cui segue

x �
�

jt�sj��k
s�t�

S�s� �k � N �

cio�e x � S
�t��
Fissiamo ora �x� t� � R

n � �t��#�� e sia � � dS��x� t�� Supponiamo � � ��
allora esiste una successione yn �� S
�t� tale che

j x	 yn j� 	� �

Per de�nizione di S
�t�� esiste una successione �n � � tale che

yn ��
�

jt�sj��n
s�t�

S�s� �

Pertanto yn �� S
�s� per ogni s � ��t	 �n� � t�� t# �n
�
e� quindi�

dS��z� s� � 	 j z 	 yn j �z � R
n � s � ��t	 �n� � t�� t# �n

�
�

Mandando z � x� si ottiene

lim inf

z�s��
x�t�

dS��z� s� � 	 lim
n��
z�x

j z 	 yn j� � �
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Supponiamo � � �" si ha

� � lim inf

z�s��
x�t�

dS��z� s� � � �

Infatti� se cos�% non fosse� esisterebbe una sottosuccessione ��n� tn� � �x� t�
tale che �n � S
�tn�� In tal caso� come mostrato in precedenza� si avrebbe
x � S
�t�� contro l�ipotesi � � �� Scegliamo ora �zn� tn�� �x� t� tale che

� � lim
n��

dS��zn� tn� �

Scegliamo un�ulteriore successione tale che

� � lim
n��

j zn 	 yn j �

Poich e j x	 yn j�j zn	 yn j # j zn	 x j� ne segue che j yn j �e uniformemente
limitata in n e� quindi� a meno di estrarre sottosuccessioni� possiamo supporre
che esista y � limyn� Allora � �j x 	 y j e� per quanto dimostrato in
precedenza� y � S
�t�� Pertanto

� �j x	 y j� dS��x� t� � � �

�

Proposizione �	��	 Siano 
 � 

 � B�FH� e f � �a� b�� P�Rn� un �usso
liscio� Se esistono t � �a� b� e x � R

n tali che

�f�t� � �
�t� � fxg �

f�t�nfxg �




�t� �

f�t� �




�t� �t � �a� b�nftg �

������

allora

�df
�t

�x� t� #H
�rdf�x� t��r�df�x� t�

� � � � ������

Dimostrazione�
Supponiamo che valga� per assurdo�

�df
�t

�x� t� #H
�rdf�x� t��r�df�x� t�

�
� �c � � �
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Poich e f �e un �usso liscio� esiste 
 � � tale che� per ogni t � �t 	 
� t # 
 ��
�e ben de�nita una proiezione unica ���� t� � �f�t� � �f�t�� D�ora in poi
ci restringeremo a tale intervallo e indicheremo per semplicit�a con x�t� la
coppia

�
����x�� t

�
�stiamo cio�e parametrizzando �f�t� con �f�t���

Siano p�t� � rdf
�
x�t�

�
� X�t� � r�df

�
x�t�

�
� � � c 	 H

�
p�t�� X�t�

�
� Poich e

H�p�X� �e continua per p �� � e
�df
�t

�
x�t�

�
�e continua in t� al pi�u riducendo


 possiamo supporre

�df
�t

�
x�t�

�
� � e � #H

�
p�t�� X�t�

�
� � �t � �t	 
� t# 
 � �

Poich e inoltre �f�t� �e un�ipersuper�cie compatta di classeC� e� grazie all�Os	
servazione ��
�� la funzione distanza da Rnn

 �e inferiormente semicontinua�
possiamo trovare un �usso liscio f ��t� � �t	 
� t# 
 �� P�Rn�� arbitraria	
mente vicino a f in norma C�� che soddis� ancora ������ nell�intervallo di
de�nizione e tale che

f�t� � f ��t� � �f�t� � �f ��t� � �x� t� � r�df �
�
x�t�

�
� X�t� �t � �t	 
� t # 
 � �

������

Sia ora t � t� Applicando il Lemma ���
 a
�
x�t�� p�t�� X�t�� �

�
� grazie all�Os	

servazione ����� otteniamo gt�s� � �t� t # ��t��� P�Rn� e � � � �si veda la
�gura ���� tali che

gt � FH � gt�t� � f ��t� � 
�t� � gt�t� �B
�x� � f ��t� � B
�x� �

Dall�ultima uguaglianza e da ������ si ottiene

�
f�t�nfx�t�g� �B
�x� �




gt�t� �

Poich e� per t � t� possiamo scegliere �gt�t� convergente a �gt�t� in norma
C�� grazie all�Osservazione ���� abbiamo che ��t�� ��t� � ��
Scegliamo ora t� � t tale che t	 t� � ��t�� e applichiamo alla coppia f� gt�
il Lemma ��
�� Pertanto esiste �� � � tale che

f�t� �B
�x� �



gt��t� �t � �t�� t� # ��� � ������

Scegliendo t� ancor pi�u vicino a t� grazie all�Osservazione ��
� possiamo sup	
porre di nuovo t	 t� � ���
In particolare� da ������ segue� per t � t�

x �



gt��t� �




�t� �
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Figura ���� costruzione della soprasoluzione geometrica gt �

f ( t )

φ    ( t )

f’ ( t )

g  ( t )
x

t

contro l�ipotesi x � �
�t��

�

Analogamente al Lemma ����� la seguente Proposizione stabilisce un le	
game tra le soprasoluzioni geometriche regolari e le soprasoluzioni viscose di
�������

Proposizione �	��	 Sia f � FH � allora
�
df�x� t� � �

�
�e una soprasoluzione

viscosa inferiormente semicontinua del problema 	����
 in R
n � �a� b��

Per una dimostrazione dettagliata� nel caso di un �usso f di codimensio	
ne arbitraria si veda il Lemma 
��� ed il Corollario 
��� del prossimo capitolo�

Siamo ora in grado di enunciare il Teorema di confronto tra la nozione di
minima barriera e quella di soluzione viscosa�

Teorema �	��	 Nelle ipotesi sopra enunciate su H� per ogni E � R
n si ha

M��E�FH� t���t� � V �E��t� �t � �t��#�� � ����
�

M��E�FH� t���t� � V �E��t� �t � �t��#�� � ������
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Dimostrazione�
�E su�ciente dimostrare che� per ogni A � R

n � A aperto� si ha

V �A��t� �M�A�FH� t���t� �t � �t��#�� � ������

Infatti� per A �



E� si ottiene la prima uguaglianza� mentre la seconda si
ottiene per A � E�


 � mandando successivamente �� ��
Dimostriamo V �A� � M�A�FH � t��� per far questo proveremo che V �A� �e
una barriera per FH� Sia quindi f � FH � f�a� � V �A��a�� allora� grazie alla
Proposizione ��
�� df�x� t�� � �e una soprasoluzione viscosa di ������� D�altro
canto� poich e f�a� � V �A��a�� esiste una funzione ��t�� uniformemente con	
tinua e non decrescente� tale che ���� � � e �

�
df��� a� � �

� � u��� a�� dove
u�x� t� �e la soluzione viscosa di ������ tale che V �A��t� � fu�x� t� � �g �per
la costruzione di � si veda la dimostrazione del Teorema ���
�� Pertanto� dai
Teoremi ���
 e ���� e dalla uniforme continuit�a di df � � e di u� si ottiene

�
�
df��� t� � �

� � u��� t� �t � �a� b�

e� quindi�
f�t� � V �A��t� �t � �a� b� �

Dimostriamo ora V �A� �M�A�FH� t��� Siano

T � supft � t� � M�A�FH� t���t� �� � e M�A�FH� t���t� �� R
ng

e
d�x� t� � 	dist�x�RnnM�A�FH� t���t�

�
�

Poich e

V �A��t� � � �� V �A��t� � � �t � t �
M�A�FH� t���t� � � �� M�A�FH� t���t� � � �t � t �
M�A�FH� t���t� � R

n �� M�A�FH� t���t� � R
n �t � t �

�e su�ciente dimostrare l�inclusione nell�intervallo �t�� T �� Dimostreremo che
d �e una sottosoluzione viscosa di ������ in �t�� T �� Mostrato ci�o� poich e grazie
al Corollario ���� e all�Osservazione ��
�

d�x� t� � 	dist�x�RnnM
�A�FH� t���t�
�

� 	
�
dist

�
x�RnnM
�A�FH � t���t�

�	
�
� d��x� t� �

possiamo applicare il Teorema ���
 a d e a u� ottenendo

d�x� t� � u�x� t� ��x� t� � R
n � �t�� T � �
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da cui si ottiene l�inclusione cercata�
Siano quindi �x� t� � R

n � �t�� T � e �
� p�X� � P���d�x� t�� la tesi equivale a
dimostrare 
 #H��p�X� � �� Poich e la funzione H �e geometrica� possiamo
supporre X � p � ��
Notiamo che� per ogni x � R

nnM�A�FH� t���t�� possiamo trovare una succes	
sione �xn� tn� � �x� t� tale che si abbia tn � t e xn � R

nnM�A�FH� t���tn��
pertanto� ragionando come nel Lemma 
���� possiamo supporre d�x� t� � ��
cio�e x � M�A�FH� t���t�� Supponiamo inoltre t � T �per t � T si procede
in maniera analoga�� Come mostreremo nel prossimo capitolo� da d � � se	
gue j p j� �� inoltre� grazie all�Osservazione ����� �e su�ciente dimostrare la
disuguaglianza quando

�
� p�X� �
�

t�x� t��r
�x� t��r�
�x� t�

�
�

per qualche funzione 
 � C� tale che d 	 
 ha massimo globale stretto in
�x� t�� cio�e

max
Rn�
t��T �

�d	 
� � �d	 
��x� t� � � �

Siano ora y � �M�A�FH � t���t� tale che j x	 y j� 	d�x	 y� e

��x� t� � 
�x # x	 y� t�	 
�x� t� ��x� t� � R
n � �t�� T � �

Notiamo che� per la disuguaglianza triangolare della distanza� d 	 � ha un
massimo globale stretto in �y� t�� in particolare si ha

�
� p�X� �
�
�t�y� t��r��y� t��r���y� t�

� � P���d�y� t� �

Scegliamo � � � ed una funzione � � R
n � �t	 �� t# ��� R tale che


 � � C� "


 � � � e ��y� t� � ��y� t� "


 esiste M � � tale che j x j� M � ��x� t� � � "



�
� p�X� �

�
�t�y� t��r��y� t��r���y� t�

�
"


 ��# j r� j�� � �

Possiamo supporre che la funzione � soddis� l�ultima condizione� che �e la pi�u
delicata� poich e abbiamo p �� �� De�niamo quindi� per t � �t	 �� t # ���

f�t� �
�
x � R

n � ��x� t� � �
�
�
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Per la scelta di � abbiamo che f � F e

�
� p�X� �

�
�df
�t

�y� t��rdf�y� t��r�df�y� t�

�
�

Inoltre

�f�t� � �M�A�FH � t���t� � y �

f�t�nfyg � M�A�FH� t���t� �

f�s� �M�A�FH� t���s� �s � �t	 �� t # ��nftg �
Pertanto� applicando la Proposizione ��

 a f e a M�A�FH � t��� otteniamo


 #H��p�X� �
�df
�t

�y� t� #H
�rdf�y� t��r�df�y� t�

� � � �

�

��� Applicazioni al moto per curvatura media

Consideriamo la seguente funzione

H�p�X� � 	
n�kX
i	�

	i � ������

dove 	� � � � � � 	n sono gli autovalori corrispondenti ad autovettori ortogo	
nali a p� ordinati in maniera crescente� della matrice

Xp �

�
Id	 p
 p

j p j�
�
�X �

�
Id	 p
 p

j p j�
�

�

che rappresenta la proiezione di X sull�iperspazio ortogonale a p�
Come abbiamo gi�a osservato e come vedremo in maggior dettaglio nel prossi	
mo capitolo� l�equazione corrispondente a questa funzione rappresenta il moto
per curvatura media in codimensione k� Tale H �e continua su Rnnf�g�Sn�n�
ellittica degenere e geometrica� pertanto ad H si applicano tutti i risultati
dei paragra� precedenti�
Analogamente a quanto fatto all�inizio di questo capitolo� introduciamo la
nozione di �usso liscio di codimensione arbitraria�

De�nizione	 Diremo che una funzione f � �a� b� � P�Rn� appartiene alla
famiglia G dei �ussi lisci di dimensione n	k� se valgono le seguenti propriet�a�
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�� per ogni t � �a� b�� f�t� � �t �e una sottovariet�a di classe C� di Rn �
connessa� compatta� senza bordo� di dimensione n	 k �

�� esiste un�applicazione di classe C�� 
 � �a � �a� b� � R
n tale che


 per ogni t � �a� b�� 
��� t� �e biunivoca e la matrice Jacobiana
tangenziale di 
��� t� ha� su tutto �a� rango n	 k �


 
��a� t� � �t� per ogni t � �a� b� �


 
�x� �� � x� per ogni x � �a �

Accanto alla famiglia FH introdotta in precedenza
�
si veda ������

�
� de�	

niamo GH come segue�

De�nizione	 Diremo che una funzione f � �a� b� � P�Rn�� f � G appartie�
ne alla famiglia GH � se


t�x� t� � H�
�x� t�� t�� per ogni x � �a� t � �a� b� �

Dove con H�x� t� si �e indicato il vettore curvatura media di �t in x �per
una de�nizione precisa� si veda x
�
�� Come in precedenza� �e possibile de�nire
una nozione di barriera e minima barriera anche per la famiglia GH � Citiamo�
in proposito� la seguente

Congettura 
De Giorgi�	 Per ogni A � R
n aperto� si ha

M�A�GH � t�� �M�A�FH� t�� �

Ragionando come nella dimostrazione del Teorema ��
�� l�uguaglianza del	
le minime barriere sugli aperti implica l�uguaglianza delle minime barriere
regolarizzate su tutti i sottoinsiemi di Rn �

Corollario �	�
	 Se vale la Congettura precedente� si ha

M��E�GH � t���t� �M��E�FH � t���t� �t � �t��#�� �

M��E�GH � t���t� �M��E�FH � t���t� �t � �t��#�� �

per ogni E � R
n �

Osservazione �	��	 Non �e di�cile dimostrare

M�A�GH � t�� �M�A�FH� t�� �
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Dimostrazione�
Sia 
 � B�FH�� dimostreremo che 
 � B�GH��
Sia f�tgt��a�b� una funzione in GH tale che �a � 
�a�� Scegliamo � � � tale

che ��x� t� �
�

�
dist��x��t� sia di classe C� in

Q � f�x� t� � a � t � b� ���x� t� � ���g

�vedremo che questo �e sempre possibile grazie al Teorema 
��� del prossimo
capitolo��
Sia inoltre� per t � �a� b�� �t � f���� t� � ��g� Allora� grazie ai Teoremi 
��� e

��� del prossimo capitolo� f�tgt��a�b� � FH � In e�etti� in un intorno di ��t�
si ha

d�t�x� � dist�x��t�	 � �

Eventualmente riducendo �� possiamo supporre

�a �




�a� �

Poich e 
 � B�FH�� grazie alla Proposizione ��
� otteniamo

�t � �t �




�t� � 
�t� �t � �a� b� �

da cui segue 
 � B�GH��
�

Se la precedente congettura risultasse veri�cata� avremmo che� per ogni
insieme aperto A � R

n �

M�A�GH � t�� �M�A�FH� t�� � V �A� �
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Capitolo �

Propriet�a della funzione

distanza

��� Propriet�a generali

Sia E � R
n � de�niamo distanza con segno da �E

dE�x� t� � inf
y�E

j x	 y j 	 inf
y�RnnE

j x	 y j � �
���

Considereremo anche la distanza al quadrato da E� cos�% de�nita

�E�x� �
�

�
inf
y�E

j x	 y j� � �
���

Si noti che

dE�x� � dE�x� e �E�x� � �E�x� �x � R
n �

Pertanto possiamo supporre� nel seguito� E � E�

De�nizione	 Sia � � R
n un aperto e sia u � � � R� diciamo che u �e

semiconcava in � se� per ogni palla B tale che B � �� esiste c�B� � � tale
che

u	 c�B� j x j� �e concava in B �

Indicheremo con S��� lo spazio vettoriale delle funzioni semiconcave in ��
Vale il seguente

Teorema �	�	 Per ogni E � R
n � �E �e semiconcava con costante c �

�

�
�

��
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Dimostrazione�

�E�x�	 �

�
j x j�� inf

y�E

�

�

�j x	 y j� 	 j x j�� � inf
y�E

�
	hx� yi# j y j�

�

�
�

�

Osservazione �	�	 Allo stesso modo si pu�o dimostrare che dE �e semicon�

cava in � � fx � dE�x� � �g� con costante c�B� � sup
x�B

�
dE�x�

���
�

Per ogni u � S��� e x � �� de�niamo

��u�x� �
�
p � R

n � u�y�	 u�x�	 hp� y 	 xi � o
� j y 	 x j �� �

��u�x� �
�
p � R

n � u�y�	 u�x�	 hp� y 	 xi � o
� j y 	 x j �� �

Questi non sono altro che i super	jets e sub	jets del primo ordine di u in
x �si veda x��� ������� Inoltre� ��u�x� �e sempre compatto� convesso e non
vuoto�
Se u �e di�erenziabile in x� ��u�x� �

�ru�x��" in generale� posto

��u�x� �
�
p � R

n � p � lim
xh�x

ru�xh�
�
�

si ha

�� ��u�x� �� � "

�� ��u�x� � fpg se e solo se u �e di�erenziabile in x e ru�x� � p "


�

��u�x� � Co
�
��u�x�

�
�

��
V

V � V convesso� V � ��u�x�

�
"

�� ��u�x� �� � se e solo se u �e di�erenziabile in x e ru�x� � p "

come �e mostrato� ad esempio� in �PLL�� Come facile conseguenze delle pro	
priet�a sopra elencate� data un�equazione del tipo

E�u�ru� � � � �
�
�

con E continua e convessa nella seconda variabile� si ha



���� PROPRIET�A GENERALI ��

Proposizione �	�	 Per ogni u � S����

u �e sol� viscosa di 	���
 �� u �e sol� quasi ovunque di 	���
 �

Dimostrazione�
Dimostriamo ���� Segue facilmente da ��� e ���� notando che una funzione
semiconcava �e localmente lipschitziana e quindi� per il Teorema di Radema	
cher� �e di�erenziabile quasi ovunque�
Dimostriamo ���� L�unica cosa da veri�care �e che u sia soluzione viscosa
nei punti in cui non �e di�erenziabile� Per ���� in tali punti si ha ��u � ��
pertanto la tesi si riduce a mostrare

E
�
u�x�� p

� � � �p � ��u�x� � �
���

Sia quindi p � ��u�x�" distinguiamo due casi�

�a� Sia p � ��u�x�" allora possiamo trovare una successione xh � x tale
che p � lim

xh�x
ru�xh�� il ch e implica� sfruttando la continuit�a di E e di

u�

E
�
u�x�� p

�
� lim

h��
E
�
u�xh��ru�xh�

�
� � �

�b� Sia p �� ��u�x�" in tal caso� grazie a �
�� si ha p � Co
�
��u�x�

�
� La

tesi segue quindi dall�osservare che� poich e E �e convessa nella seconda
variabile� da �a� si ottiene

E
�
u�x�� q

� � � �q � Co
�
��u�x�

�
e� quindi� poich e E �e continua� E

�
u�x�� p

� � � �

�

Il seguente Teorema mostra come l�unicit�a del punto di minima distanza
sia strettamente connessa con la di�erenziabilit�a della funzione distanza�

Teorema �	�	 Sia x � R
nnE� allora

� * y � E t�c� j x	 y j� dE�x��� � rdE�x� e rdE�x� � x	 y

dE�x�
�

In particolare� essendo dE ��lipschitziana� per il Teorema di Rademacher�
j rdE j�� � quasi ovunque in R

nnE�
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Dimostrazione�
Dimostriamo ���� Sia y un punto di minimo della distanza" per ogni z � R

si ha

d�E�x# �z� � d�E�x� # ��dE�x�hrdE�x�� zi# o��� �

d�E�x# �z� �j x# �z 	 y j�� d�E�x� # ��hz� x	 yi# o��� �

Da questo segue x	y � dE�x�rdE�x�� quindi y �e univocamente determinato�
Dimostriamo ���� Se non esiste rdE�x�� possiamo trovare p�� p� � ��u�x��
con p� �� p�� tali che pi � lim

h��
rdE�xih� �i � f�� �g� per opportune successio	

ni xih convergenti a x� Allora� posto yih � xih 	 dE�x
i
h�rdE�xih�� abbiamo che

lim
h��

yih � x	 dE�x�pi e otteniamo due punti di minimo distinti�

�

Osservazione �	�	 Si noti che ��dE�x� � Sn��� pertanto ogni elemento di
��dE�x� �e un punto di frontiera di ��dE�x��

Mostreremo nei prossimi Teoremi che la norma unitaria del gradiente
caratterizza le funzioni distanza da un insieme�

Teorema �	
	 Si ha� posto sempre � � fx � dE�x� � �g�

j rdE j�� � in � � �
���

in senso viscoso�

Dimostrazione�
Dimostriamo che vale� in senso viscoso�

j rdE j� 	� � � �

utilizzando la de�nizione di sottosoluzione viscosa data in ������
Se dE 	 
 ha un massimo relativo in x�� allora� poich e dE �e �	lipschitziana�
si ha j r
�x�� j�� ��
Mostriamo ora che vale

j rdE j� 	� � � �

Se dE 	 
 ha un minimo relativo in x�� allora� per ogni p � ��dE�x��� si ha


�x�	 
�x��	 hp� x	 x�i � dE�x�	 dE�x��	 hp� x	 x�i � o
� j x	 x� j

�
�
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Da questo segue
��dE�x�� �

�r
�x��� �

che implica j 
�x�� j� ��

�

Richiamiamo ora un ben noto Teorema di Pierre	Louis Lions �cfr� �PLL���

Teorema �	�	 Sia A � R
n un aperto limitato� connesso e regolare� e sia�

per ogni x� y � A�

LA�x� y� � min

�Z �

�

j �� j dt � � � Lip�
�
��� ��� A

�
� ���� � x� ���� � y

�
�

Per ogni funzione v � C��A� tale che

j v�x�	 v�y� j� LA�x� y� �x� y � �A � �
���

esiste unica u � C�A� tale che u
��
	A

� v e

j ru j�� � in A �

nel senso della viscosit�a� Inoltre�

u�x� � inf
y�	A

�
v�y� # LA�x� y�

� �x � A � �
�
�

Osserviamo che la condizione �
��� consente facilmente di eliminare LA

nella de�nizione di u� cio�e

u�x� � inf
�
u�y�# j x	 y j � y � �A� �x� y� � A

�
� �
���

dove con �x� y� si �e indicato l�insieme
�
��	 t�x# ty � t � ��� ��

�
� Infatti� nella

�
�
�� l�estremo inferiore �e in realt�a un minimo� pertanto� per ogni x � A�
esiste un punto y � A ed una curva � tali che

u�x� � v�y� # LA�x� y� � v�y� #

Z �

�

j �� j dt �

Se �
�
��� ��

� � A� si ha evidentemente LA�x� y� �j x 	 y j� in caso contrario
sia t il minimo t � ��� �� tale che ��t� � �A� Si ha allora

u�x� � v�y� # LA�x� y�

� v�y� # LA

�
x� ��t�

�
# LA

�
��t�� y

�
� v

�
��t�

�
# LA

�
x� ��t�

�
� inf

�
u�y�# j x	 y j � y � �A� �x� y� � A

�
�
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Per la funzione �E valgono enunciati simili a quelli dei Teoremi 
��� 
�� e 
�
�
a patto di sostituire j rdE j�� � con la condizione

j r�E j� 	��E � � �

pi�u precisamente� si ha

Teorema �	�	 Sia x � R
n � allora

� * y � E t�c�
�

�
j x	 y j�� �E�x��� � r�E�x� e r�E�x� � �x	 y� �

In particolare� j r�E j�� ��E quasi ovunque in R
n �

Inoltre� analogamente ai Teoremi 
�� e 
�
� vale il seguente

Teorema �	�	 Si ha

j r�E j�� ��E in R
n in senso viscoso �

Viceversa� sia � � R
n un aperto limitato� connesso� regolare e sia u � C���

una soluzione viscosa in � di

j ru j�� �u �

tale che
j
p

�u�x�	
p

�u�y� j� L��x� y� �x� y � �� �

Allora�

u�x� �
�

�

�
inf
�
u�y�# j x	 y j � y � ��� �x� y� � �

�	�
�

��� Regolarit�a del luogo di zeri

Ci si pu�o chiedere quale sia� pi�u in generale� il legame tra la regolarit�a di un
insieme e quella della sua funzione distanza� In e�etti� tali nozioni sono stret	
tamente collegate� come mostrano i seguenti Teoremi� Per le dimostrazioni si
veda ad esempio �DZ��

Teorema �	��	 Sia x � �E� V �x� un intorno aperto connesso di x� k � �
e � � 	 � �� allora

dE � Ck��
�
V �x�

�
�� �E � V �x� �e una variet�a Ck�� � �
���



���� REGOLARIT�A DEL LUOGO DI ZERI ��

La dimostrazione di questo Teorema� cos�% come del prossimo� �e basata sul
fatto che la distanza �e �	lipschitziana e sull�applicazione del Teorema delle
funzioni implicite� Ra�orzando un poco le ipotesi� vale anche il viceversa del
Teorema 
����

Teorema �	��	 Distinguiamo due casi�

�� Sia �E un�ipersuper�cie di classe C���� allora per ogni x � �E esiste
un aperto V �x� contenente x� tale che dE � C���

�
V �x�

�
�

�� Sia k � �� � � 	 � �� �E un�ipersuper�cie di classe Ck��� allo�
ra per ogni x � �E esiste un aperto V �x� contenente x� tale che
dE � Ck��

�
V �x�

�
�

Se� invece di ipersuper�ci� si considerano sottovariet�a di Rn arbitrarie� la
funzione distanza non �e pi�u derivabile ed i risultati precedenti non sono pi�u

applicabili� Passando per�o alla funzione � �
�

�
d�E� si ha il seguente

Teorema �	��	 Sia � un sottoinsieme chiuso di Rn � x � �� V �x� un intorno
aperto connesso di x e k � �� allora

�� � Ck
�
V �x�

�
�� � � V �x� �e una variet�a Ck�� � �
����

Dati� invece� k � � e � una sottovariet�a di classe Ck di Rn � per ogni x � �
esiste un aperto V �x� contenente x� tale che �� � Ck��

�
V �x�

�
�

Dimostrazione�
Dimostramo �
����� Grazie al Teorema 
��� al pi�u restringendo l�aperto V �x��
possiamo supporre che ogni punto di V �x� abbia un unico punto in ��V �x�
di minima distanza� Sia K � � � V �x�� mostriamo che K �e connesso� Siano
K�� K� due componenti connesse di K� scegliamo x� � K�� x� � K� e sia
� un cammino in V �x� che congiunge x� a x�� Su � esister�a un punto y
che ha due punti di minima distanza da K� contro quanto a�ermato� Poich e
j r�� j� 	��� � �� si ha

K � fy � V �x� � ���y� � �g � fy � V �x� � r���y� � �g �
Mostriamo ora che la matrice r����y� ha� su K� solo autovalori � o �� Per
ogni y � K de�niamo cono tangente su y il seguente insieme

CT �y� �

�
�� � � � R

� � f�g� � � Sn�� e � � lim
z�y
z�K

�z 	 y�

j z 	 y j

�
�

Sia inoltre T �y� il pi�u piccolo sottospazio vettoriale di Rn contenente CT �y�
e sia N�y� � T �y��� Osserviamo che� per ogni y � K valgono
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�� r����y� jT 
y�� � "

�� r����y� jN
y�� Id �

Infatti� sia � � Sn��� poich e r���y� � �� abbiamo

���y # t�� �
�

�
	���t� # o�t�� � �

�
t� � �
����

con 	��� � h��r����y� � �i� Da questo segue

	��� � � �� � Sn�� �� r����y� � Id �y � K �

Sia ora � � CT �y� � Sn��� e sia yt il punto di minima distanza di y # t� da
K� Da �
���� otteniamo

�

t�
���y # t�� �

����y 	 yt
t

# �

����� 	�t��
	��� �

In particolare� scegliendo yn � K�
yn 	 y

j yn 	 y j 	�n��
� e tn �j yn 	 y j si ha

� � 	��� � lim
n��

����y 	 ytn
tn

# �

����� �
����y 	 yn

tn
# �

����� � � �

cio�e 	��� � � per ogni � � CT �y�� da cui segue 	��� � � per ogni � � T �y��
Consideriamo ora il caso � � N�y� � Sn��� Da �
���� segue che� per ogni
� � �� esiste � � � tale che����y 	 yt

t

����� � �# j � j� #� �t � � �

Pertanto� a meno di passare a sottosuccessioni� possiamo supporre che
y 	 yt
t

converga ad un vettore w � T �y�� Quindi

� � 	��� � lim
t��

����y 	 yt
t

# �

����� �j � j� # j w j�� � �

cio�e 	��� � � per ogni � � N�y�� Notiamo ora che� dati x � V �x� e y � K

tali che ���x� �
�

�
j x	 y j� si ha

r���x� � NK�y� � �
����
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Infatti� posto yt � ��	 t�y # tx con t � ��� ��� si ha

	

� r���x�
j r���x� j

�
�

d�

dt�
�

�
j yt 	 x j�

����
t	�

�
d�

dt�
�

�
t�
����
t	�

� � �

Dal fatto che la traccia di r����y� �e continua nella variabile y e coincide con
la dimensione di N�y� per y � K� segue che le dimensioni di N�y� e di T �y�
sono costanti in K�
Sia ora q � dim

�
T �y�

�
� con y � K" dimostreremo che� per ogni y � K�

esistono � � � e M�y�� variet�a di classe Ck�� di dimensione q� tali che
K � B��y� � M�y� � V �x�� Siano quindi y � K e ��� � � � � �n�q una base di
N�y�� scegliamo inoltre � � � tale che la funzione di classe Ck��

F �y� �
�
F ��y�� � � � � F n�q�y�� � B��y

� 	� R
n�q �

con F i�y� � hr���y� � �ii� abbia Jacobiano di rango massimo in ogni punto
di B��y�� Ci�o �e possibile� per � su�cientemente piccolo� poich e� grazie a
quanto detto in precedenza� rank

�rF �y�
�
� n	 q� In tali ipotesi su F si pu�o

applicare il Teorema delle funzioni implicite� cos�% da ottenere che l�insieme
B��y� � fF �y� � �g �e una sottovariet�a di classe Ck�� di dimensione q�
Posto d��y� �

p
���� si ha d��y� � Ck

�
V �x�nK� e� grazie al Teorema 
���

j rd��y� j� �� Consideriamo ora gli insiemi

K� � fy � V �x� � ���y� �
�

�
��g � V �x�nK �

Poich e� su K�� d� � � e j rd� j� �� si ha� sempre per il Teorema delle funzioni
implicite�

K� �� � �� K� �e una variet�a di classe Ck �

Inoltre �e de�nita una proiezione �� � K� � K con

���z� � z 	r���z� � Ck���K�� �

Dato y � K� scegliamo � � dist
�
y� �V �x�

�
� cosicch e esiste z � K� tale che

���z� � y� Siano poi ��� � � � � �q una base di T �y� e L � h��� � � � � �q�rd��z�i
lo spazio generato da T �y� e dalla normale a K� in z� Da �
���� segue che
T �y� � TK��z� e� quindi� K � � K� � �L # z� �e una variet�a di classe Ck di
dimensione q in un intorno di z� In tale intorno� consideriamo l�applicazione

�� � ��jK� � K � � K �M�y� �

vista come applicazione tra le variet�a regolari K � e M�y�� entrambe di di	
mensione q�
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Poich e k � � e il determinante Jacobiano di �� in z tende a � per � � ��
possiamo supporre

det J�����z� �� �

e possiamo� quindi� applicare il Teorema della funzione inversa su variet�a�
che garantisce che �� �e un omeomor�smo locale tra K � e M�y�� Poich e �� �e
a valori in K� ci�o implica che K �e relativamente aperto in M�y�� e quindi�
essendo K chiuso in V �x�� K �M�y�� cio�e K �e una variet�a di classe Ck���
Dimostriamo il viceversa� Sia q la dimensione di �� poich e � �e una variet�a
di classe C�� esiste un intorno A�x� di x e un campo continuo di vettori
ortonormali

���� � � � � �q� � � � A�x�� R
qn �

che forma una base dello spazio normale a � in x�
Sia ora

'�z� �� � z #

qX
j	�

�j�
j�z� �z � � � A�x�� �j � R �

con ' � Ck���� � A�x� � R
q �� Usando coordinate locali �e facile veri�care

che� se k � �� la matrice Jacobiana di ' in �x� �� �e l�identit�a� pertanto si
pu�o applicare il teorema delle funzioni implicite� In un intorno W � R

n di x
esiste quindi un�inversa di ' di classe Ck���

&�y� �
�
z�y�� ��y�

� �y � W �

Scegliamo � � � tale che� per ogni z � V �x� � B��x� � A�x� �W � il punto
di � che minimizza la distanza da z� che denoteremo con x�z�� appartenga a
W � �� Allora� da j x�z�	 z j�j ��z� j segue

���z� �
�

�
j ��z� j�� �

�

qX
j	�

��
j�z� �z � V �x� �

Pertanto �� � Ck��
�
V �x�

�
�

�

Possiamo ora dimostrare il seguente

Teorema �	��	 Sia � � R
n un aperto limitato� connesso� con frontiera

regolare e sia u � Ck��� 	k � 

 strettamente positiva su �� e tale che

j ru�x� j� 	�u�x� � � �x � � � �
��
�

Allora� detto K � fx � � � u�x� � �g� si ha
K �� � �� u

��
�
� �K � �
����
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Inoltre K �e una sottovariet�a di classe Ck�� di Rn � compatta e senza bordo�
di dimensione dimfKg � dim

�
ker
�r��K�x�

��
� per x � K�

Dimostrazione�
Sia �h una successione in�nitesima di livelli non critici di u e siano

Ah � fx � � � u�x� � �hg �

Applicheremo il Teorema 
�
 alla funzione d �
p
�u negli aperti Ah� Sia B

una componente connessa di Ah� la condizione �
��� �e soddisfatta su B �con
L � LB�� poich e d � C��B� e j rd j� �� Per ogni componente connessa B�
abbiamo quindi

d�x� � inf
y�	B

�x�y��B

�
d�y�# j x	 y j � �x � B �

cio�e

d�x� � inf
y�	Ah

�x�y��Ah

�
d�y�# j x	 y j � �x � Ah �

Essendo �Ah � �� � fu � �hg� un semplice passaggio al limite mostra che

d�x� � inf
y�	��K
�x�y���nK

�
d�y�# j x	 y j � �x � �nK � �
����

In�ne� la formula �e banalmente vera per x � K�
Dall�uguaglianza �
���� segue che esiste un aperto massimale A � � tale
che u

��
A

� �K � Poich e inoltre u �e di classe C�� dal Teorema 
�� segue che
A � �� infatti� se cos�% non fosse� per ogni x � �An�� esisterebbero almeno
due minimizzatori distinti di �
���� ed u non sarebbe di�erenziabile in x� A
questo punto� per la prima parte del Teorema 
���� si ha che K �e una variet�a
di classe Ck�� e

dimfKg � dim
�
TK�x�

� �x � K �

D�altro canto� come �e mostrato sempre nel Teorema 
����

dimfTK�x�g � �
�
	 � � � 	 autovalore di r��K�x�

�
� dim

�
ker
�r��K�x�

��
�

�
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��� Curvature principali e funzione distanza

Per poter esprimere le propriet�a geometriche di una variet�a mediante la sua
funzione distanza� o distanza al quadrato� �e necessario trovare una relazione
tra la prima e la seconda forma fondamentale della variet�a e le derivate della
funzione distanza�
Sia � � R

n una variet�a regolare di dimensione n 	 k� Fissiamo x � � e
scegliamo ��� � � � � �k una base ortonormale di N��x�� Si dice seconda forma
fondamentale di � in x l�applicazione bilineare B � T��x�� T��x� � N��x�
cos�% de�nita�

B��� �� � 	
kX
i	�

�
� �D��

i
�
�i ��� � � T��x� �

dove con D�� indichiamo la derivata covariante di � lungo �� cio�e

D�� � +T� � r� � � �
dove +T� �e la matrice di proiezione sullo spazio tangente a ��
Sia ora e�� � � � � en�k una base di T��x�� de�niamo il vettore curvatura media
di � in x� che indicheremo con H�x�� come segue

H�x� �
n�kX
i	�

B�ei� ei� �

Si noti che si ha sempre H�x� � N��x�� Dato in�ne � � N��x�� � �� ��
chiameremo nel seguito curvature principali di � in x lungo la direzione ��
gli autovalori ��� � � � � �n�k della forma bilineare A � T��x� � T��x� � R

de�nita da�

A��� �� � 	hB��� ���
�

j � ji ��� � � T��x� �

Nel caso di ipersuper�ci vale il seguente

Teorema �	��	 Sia � � R
n � con �� ipersuper�cie di classe C�� per ogni

x � ��� esiste un intorno V �x� di x dove �e ben de�nita la proiezione
� � V �x�� �� e� ponendo d � d�� si ha

��y� � y 	 drd�y� �

rd�y� � rd���y�� � N	�

�
��y�

�
�

r�d
�
��y�

�
�
�
Id	 dr�d�y�

��� � r�d�y�

�
����
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�

per ogni y � V �x��
Inoltre� detti 	� � � � � � 	n gli autovalori di r�d�y�� ordinati in maniera
crescente� �� � � � � � �n�� le curvature principali di �� in ��y�� da 	����
 si
ottiene

	i �

�
� se i � � �

�i
� # d�i

se i � � � �
��
�

In particolare� il nucleo dell�applicazione r�d�x� �e lo spazio normale N	��x�
per ogni x � ���

Dimostrazione�
L�uguaglianza ��y� � y	 drd�y�� cos�% come rd���y�� � rd�y�� segue facil	
mente dal Teorema 
���
Dimostriamo le restanti uguaglianze� Sia dij�y� l�elemento �i� j�o della matri	
ce r�d�y�� per y � V �x�� Sia inoltre y� � ��y� e p � rd���y�� � rd�y��
Posto dij�t� � dij�y� # tp�� per t � �	
� 
� abbiamo

d

dt
dij�t� � dijk�y� # tp�pk � 	dij�t�dik�t� � �
����

dove l�ultima uguaglianza si ottiene derivando due volte j rd j� �� Sia ora
z�� � � � � zn una base di Rn tale che r�d�y�� sia in forma diagonale e� per ogni
i � f�� � � � � ng� sia �i�t� l�unica soluzione di

d

dt
�i�t� � 	��i �t� �t � �	
� 
� �

�i��� � dzizi��� � 	i��� �

dove i 	i�t� sono gli autovalori della matrice r�d�y� # tp��
La matrice

A�t� �
nX
i	�

�i�t�zi 
 zi �

risolve l�equazione di�erenziale �
���� e quindi� poich e la soluzione �e unica�
A�t� � r�d�y�# tp�� Da questo segue che gli autovettori di r�d�y�# tp� sono
uguali a zi per ogni t� mentre gli autovalori 	i�t� risolvono l�equazione

d

dt
	i�t� � 		�i �t� �t � �	
� 
� �

cio�e� poich e d � d�y� # tp� � t�

	i�t� �
	i���

� # d	i���
�
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Si conclude notando che� per d � ���r�d jT�
�
ij
�
�
DT
i �

j
�
�

cio�e la restrizione di �	r�d� allo spazio tangente a � in y� coincide con la
matrice della seconda forma fondamentale di � in y�� i cui autovalori sono�
per de�nizione� le curvature principali di � cambiate si segno� pertanto

	i �
�i

� # d�i
per i � � �

Il fatto che 	� � � segue dalla seconda uguaglianza in �
�����

�

Consideremo nel seguito una variet�a �� di classe almeno C�� di codimen	
sione k�

Teorema �	��	 Per ogni x � � esiste un intorno V �x� di x dove �e ben de�

�nita la proiezione � � V �x�� � e� ponendo � �
�

�
d� con d�x� � dist�x����

si ha

��y� � y 	r��y� �

r��y� � N�

�
��y�

�
�

�
����

per ogni y � V �x��
Inoltre� detti 	� � � � � � 	n gli autovalori di r���y�� ordinati in maniera
crescente� e dette �� � � � � � �n�k le curvature principali di � in ��y� lungo
la direzione r��y�� da 	����
 si ottiene

	i �


�



d�i
� # d�i

se i � n	 k �

� se i � n	 k �
�
����

In particolare� r���x� rappresenta� per x � �� la proiezione sullo spazio nor�
male N��x��

Dimostrazione�
La dimostrazione �e molto simile a quella del Teorema 
���� Notiamo prelimi	
narmente che si ha

r� � drd � r�� � dr�d#rd
rd � �
����
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La prima uguaglianza in �
���� segue facilmente dal Teorema 
��� mentre la
seconda inclusione �e la �
���� del Teorema 
����
Dimostriamo quindi �
����� Procedendo come nella dimostrazione del Teore	
ma 
���� sia y � V �x� e �ij�y� l�elemento �i� j�o della matrice r���y�� Mettia	
moci ora nella base z�� � � � � zn che diagonalizza r�d�y� e� detti 	� � � � � � 	n
gli autovalori di tale matrice� da �
���� si ottiene

�ij � �ijd	i # didj � �
����

Ragionando sempre come nel Teorema 
���� posto yt � ��y� # t
�
y 	 ��y�

�
�

si ha
d

dt
	i�yt� � 		�i �yt�

e quindi� osservando che

lim
t���

	i�yt� �


�



� se i � � �
	hB�zi� zi��rd�y�i se � � i � n	 k # � �
#� se i � n	 k �

�
��
�

ponendo �i � 	hB�zi� zi��rd�y�i� si ha

	i �


���
��


� se i � � �
�i

� # d�i
se � � i � n	 k # � �

�

d
se i � n	 k �

�
����

Mettendo insieme �
���� e �
���� otteniamo la tesi�

�

Utilizzando questo Teorema� �e possibile trovare una relazione tra il vettore
curvatura media di � e la funzione ���

Proposizione �	�
	 Sia � una variet�a regolare di dimensione n 	 k� per
ogni x � � e per ogni y � V �x�� si ha

�
H
�
��y�

�
�r��y�� � 	

n�kX
i	�

	i
�	 	i

� tr
��
Id#r��

�
��y�

�	r���y�
���	 � r���y� �

�
����

dove� come sopra� 	� � � � � � 	n sono gli autovalori della matrice r���y��
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Dimostrazione�
Da r��y� � d�y�rd�y� segue

�
H
�
��y�

�
�r��y�� � d�y�

�
H
�
��y�

�
�rd�y�� � d�y�

n�kX
i	�

	�i �

dove i �i sono� come nel Teorema 
���� le curvature principali di � in ��y�
lungo la direzione rd�y��
Grazie sempre al Teorema 
���� otteniamo

n�kX
i	�

d�y��i �
n�kX
i	�

	i
�	 	i

�

�

A patto di considerare le derivate terze della funzione ��� �e possibile
esprimere direttamente il vettore curvatura media di � in x�

Teorema �	��	 Sia � una sottovariet�a compatta di Rn � Allora� detto H�x�
il vettore curvatura media di � in x� si ha

H�x� � 	r!��x� �x � � � �
����

Dimostrazione�
Grazie al Teorema 
���� esiste � � � tale che � �e regolare in I����" sia inoltre
y � I���� tale che ��y� � x� Osserviamo che

hr!��x��r��y�i �
n�kX
i	�

	i
�	 	i

�

Infatti� posto d�y� �
p

���y� e yt � x # trd�y�� si ha

hr!��x��r��y�i � d�y�
d

dt
!��yt�

����
t	�

� d�y�
d

dt

n�kX
i	�

t�i
� # t�i

����
t	�

�
n�kX
i	�

d�y��i �
n�kX
i	�

	i
�	 	i

�

Dalla Proposizione 
��� segue quindi

hH�x� #r!��x��r��y�i � � �y � I���� t�c� ��y� � x �
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�

Pertanto� detto ��x� � H�x�#r!��x�� per il Teorema 
��� ��x� � T��x� per
ogni x � �� Poich e il vettore curvatura media �e sempre ortogonale alla variet�a�
�e su�ciente mostrare r!��x� � N��x�� ovvero� sempre per il Teorema 
�����
Id	 r���x�

� � r!��x� � �� Si ha� infatti� derivando tre volte la relazione
j r� j�� ���

�kj�iij � �iik # ��ij�ijk � �iik #
�

�
���ij�k � �iik #

�

�

�
nX
i	�

	�i

�
k

� �iik �

poich e la somma dei quadrati degli autovalori di r�� �e uguale� vicino a �� a
k # o�d� ed ha� quindi� derivate nulle su �� Pertanto

r!��x� � N��x� �� H�x� � 	r!��x� �x � � �

�

��� Equazioni di evoluzione nella distanza al

quadrato

La Proposizione 
���� insieme al Teorema 
��
� ci permette di caratterizzare
il moto per curvatura media in codimensione arbitraria mediante la funzione
�� Vale infatti� in generale� il seguente Teorema�

Teorema �	��	 Sia f�tgt����T � � G un �usso liscio di dimensione n 	 k�
allora esiste � � � tale che la funzione

��x� t� �
�

�
dist��x��t�

�e di classe C� in I���t� � f�x� t� � R
n � ��� T � � ��x� t� � �g� Inoltre� si ha


t�x� t� � 	r�t�
�x� t�� t� �t � ��� T �� x � �� � �
��
�

In particolare f�tgt����T � �e un�evoluzione per curvatura media di �� se e solo
se

r�t�x� t� � r!�
�
x	r��x� t�� t� �t � ��� T �� x � I���t� � �
����

o� equivalentemente�

�t�x� t� �
n�kX
i	�

	i
�	 	i

�t � ��� T �� x � I���t� � �
����

dove i 	i sono come nel Teorema �����
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Dimostrazione�
Poich e la matrice Jacobiana di 
��� t� ha rango n 	 k su ��� la regolarit�a di
� pu�o essere provata come nel Teorema 
����
Fissiamo ora y� � �t e sia x� l�unico punto di �� tale che y� � 
�x�� t�� Poich e

�x�� t# h� � �t�h� si ha

�
�

�x�� t# h�� t# h

�
� � �

Di�erenziando la precedente uguaglianza due volte rispetto a h e ponendo
h � �� da 
�x�� t� � y� e r��y�� t� � �� otteniamo

�tt�y�� t� # hr���y�� t� � 
t�x�� t�� 
t�x�� t�i# �hr�t�y�� t�� 
t�x�� t�i � � �
�
�
��

Per de�nizione di �usso liscio� 
t�x�� t� �e ortogonale a �t in y�� pertanto

�
�

�x�� t# h�	 h
t�x�� t# h�� t# h

�
�

�

�
h� j 
t�x�� t# h� j� �

per h su�cientemente piccolo� Si noti che

j 
�x�� t# h�	 h
t�x�� t# h�	 y� j� Ch� �

per qualche costante C � �� Poich e r��y�� t� � �� si ha

��y�� t # h� �
�

�
h� j 
t�x�� t� j� #o�h�� �

da cui si ricava
�tt�y�� t� �j 
t�x�� t� j� �

Combinando questa equazione con la �
�
��� otteniamo

j 
t�x�� t� j� #hr���y�� t� � 
t�x�� t�� 
t�x�� t�i# �hr�t�y�� t�� 
t�x�� t�i � � �

Ricordando che 
t�x�� t� �e ortogonale a �t in y� e che r���y�� t� �e la proiezione
ortogonale sullo spazio normale a �t in y�� si ha

hr���y�� t� � 
t�x�� t�� 
t�x�� t�i �j 
t�x�� t� j�

e
j 
t�x�� t� j� #hr�t�y�� t�� 
t�x�� t�i � � �

Pertanto� se dimostriamo che j r�t�y�� t� j�j 
t�x�� t� j� si ottiene subito


t�x�� t� � 	r�t�y�� t� �
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che� grazie al Teorema 
��
 e al fatto che le variet�a �t si evolvono per
curvatura media� porta a

r�t�y�� t� � r!��y�� t� �

come era stato congetturato da De Giorgi gi�a in �DG��
Sia quindi y � R

n e � � �� allora� se 
�z� t� � �t �e il punto di minima distanza
di y� # y da �t � possiamo trovare � � � su�cientemente piccolo a�nch e
j y j� � implichi j z	x� j� �� Per ogni y � B
���� posto d�x� t� � dist�x��t��
si ha

d�y� # y� t# 
� �j y� # y 	 
�z� t� j #
 j 
t�z� t� j #o�
� �
da cui segue

d�y� # y� t# 
� � d�y� # y� t� # 
 j 
t�z� t� j #o�
�
e

��y� # y� t# 
� � ��y� # y� t� # 
d�y� # y� t� j 
t�z� t� j #o�
� �
Mandando 
 � �� grazie alla scelta di �� otteniamo

�t�y� # y� t� �j y j sup
z�B�
x��

j 
t�z� t� j

e
j r�t�y�� t� j� sup

z�B�
x��

j 
t�z� t� j �

Mandando � � � si ottiene la disuguaglianza cercata� che implica �
��
��
Dimostriamo �
����� Fissiamo y � I���t� e sia y� � y 	 r��y� � 
�x�� t��

Notiamo che� poich e ��y� t� �
�

�
dist��y��t�� si ha

d

dt
�
�

�x�� t� # �� t

�
� � �t � ��� T �� � � N��y��� j � j�� �� �

cio�e� posto � � y 	 y��

�t�y� t� � 	h
t�x�� t��r��y�i �t � ��� T �� y � I���t� � �
�
��

Applicando la Proposizione 
���� si ottiene �
�����
Resta da dimostrare �
����� Di�erenziando �
�
��� per ogni y � I���t� otte	
niamo

r�t�y� t� � 	rhH�y�� t��r��y� t�i � r�r!�
�
y 	r��y� t�� t��r��y� t��

� r�!��y�� t� �
�
Id	r���y� t�

� � r�y� t� #r!�
�
y 	r��y� t�� t� � r���y� t�

� r!�
�
y 	r��y� t�� t� �
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poich e� per il Teorema 
��
� si ha

H�y�� t� � 	r!��y�� t� � N�t�y�� �y� � �t �

�

Da questo Teorema segue� piuttosto inaspettatamente� che il moto per
curvatura media in codimensione arbitraria �e descritto da un�unica equazio	
ne di�erenziale del secondo ordine in ��
Come �e gi�a stato osservato in �AS�� tale evoluzione si pu�o equivalentemente
descrivere con una disequazione di�erenziale nella funzione distanza� Premet	
tiamo il seguente Lemma�

Lemma �	��	 Siano F una funzione geometrica che soddisfa �F�� 	 �F��
e w � R

n � ��� T � � ���#�� una funzione inferiormente semicontinua tale
che

�� per ogni �x� t� � R
n � ��� T � con w�x� t� � �� esiste una successione

�xn� tn�� �x� t� tale che w�xn� tn� � � e tn � t per ogni n � N �

�� w �e una soprasoluzione viscosa di 	���

 in

f�x� t� � w�x� t� � �� �x� t� � R
n � ��� T �g "

�� j w�x� t�	 w�y� t� j� L j x	 y j per qualche costante L � � �

Allora w �e una soprasoluzione viscosa di 	���

 in tutto Rn � ��� T ��

Dimostrazione�
Fissiamo � � � e sia h��r� � �r	 ����� Vogliamo dimostrare che h��w� �e una
soprasoluzione di ����
� in Rn � ��� T �� Supponiamo quindi che� per qualche
funzione test &� h��w� 	 & abbia un minimo in �x�� t�� � R

n � ��� T �� A
meno di aggiungere a & una perturbazione del quarto ordine� come gi�a fatto
in precedenza� possiamo supporre che il minimo sia stretto�
Consideriamo il caso w�x�� t�� � �� Sia ffng una successione di funzioni
strettamente crescenti che convergono a h� su R� Poich e �x�� t�� �e un punto
di minimo stretto� si pu�o trovare una successione �xn� tn� di minimi locali per
fn�w�	&� che converge a �x�� t��� Grazie alla inferiore semicontinuit�a di w�
w�xn� tn� �e de�nitivamente maggiore di �� Inoltre� per il Teorema ����� fn�w�
�e una soprasoluzione in fw � �g e� quindi�

&t�xn� tn� # F �
�r&�xn� tn��r�&�xn� tn�

� � � �
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�

Mandando n� #�� si ottiene la precedente disuguaglianza in �x�� t���
Supponiamo ora w�x�� t�� � �� Grazie a ���� possiamo trovare una successione
�xn� tn�� �x�� t�� con w�xn� tn� � � e tn � t�� Per n su�cientemente grande�
da �
� si ottiene h�

�
w�x�� tn�

�
� � e� dal fatto che tn � t�� possiamo concludere

&t�x�� t�� � �� Inoltre� h�
�
w�x� t��

� � � per x in un intorno di x�� Pertanto
r&�x�� t�� � �� r�&�x�� t�� � � e quindi

&t�x�� t�� # F �
�r&�x�� t���r�&�x�� t��

� � � �

Mandando � � � ed utilizzando la Proposizione ����� si ha che w �e una so	
prasoluzione viscosa di ����
� in tutto Rn � ��� T ��

�

Teorema �	��	 Sia� come sopra� f�tgt����T � � G un �usso liscio di dimen�
sione n 	 k e sia � � R

n � ��� T � il pi�u grande aperto su cui � �e di classe
C�� Allora� le variet�a �t si evolvono per curvatura media se e solo se

dt�x� t� � 	F �rd�x� t��r�d�x� t�
�
�

n�kX
i	�

	i ��x� t� � �� x �� �t � �
�
��

dove d�x� t� � dist�x��t� e F �p�X� �e de�nita come in 	����
�

Dimostrazione�
Supponiamo che le �t si evolvano per curvatura media e poniamo

�� � f�x� t� � � � x �� �tg �
In �� si ha

�it � �ddi�t � dtdi # ddit � di�it � dt # ddidit � dt #
�

�
d�didi�t � dt �

�
�

�

In maniera simile si ottiene

!�i � di!d# �djdij # d!di � di!d# d!di

e

di!�i � !d# ddi!di in �� � �
�
��

Poniamo �i � �it 	!�i�
Allora da �
�

� e �
�
�� si ricava

�idi � d	!d# d k r�d k� �
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dove k � k indica la norma usuale in Sn�n� Poich e r�d �e una matrice sim	
metrica� la sua norma �e uguale alla somma dei quadrati degli autovalori�
pertanto

�idi � dt 	
nX
i	�

�i # d
nX
i	�

��
i in �� �

dove �� � � � � � �n sono gli autovalori di r�d� Grazie al Teorema 
���� gli

ultimi k 	 � autovalori sono uguali a
�

d
� uno �e nullo e i restanti n 	 k sono

limitati in un intorno

I� � f�x� t� � R
n � ��� T � � d�x� t� � �g �

Pertanto otteniamo

�idi � dt 	
n�k��X
i	�

�i # d

n�k��X
i	�

��
i # d

nX
i	n�k��

�i�d�i 	 �� �
�
��

� dt # F �rd�r�d� # dC�x� t� in I� � �� � �
�
��

per qualche funzione limitata C�x� t��
Poich e f�tg rappresenta un �usso liscio che si evolve per curvatura media�
�i � � per ogni i� quindi abbiamo

lim
x�x�

dt�x� t� # F
�rd�x� t��r�d�x� t�

�
� � �x� � �t� t � ��� T � � �
�

�

Fissiamo ora x � �� e t � ��� T �� Indicheremo con x� l�unico punto di �t tale

che d�x� t� �j x� 	 x j� Allora� posto p �
x� 	 x

j x� 	 x j � si ha

d

ds
dt�x� # sp� t� � hrdt�x� # sp� t�� pi � hrdt�x� # sp� t��rd�x� # sp� t�i

�
�

�

d

dt
j rd�x� # sp� t� j�� � � �
�
��

per ogni s � ��� d�x� t���
Sempre dal Teorema 
��� segue che l�applicazione

s� dt�x� # sp� t� # F
�rd�x� # sp� t��r�d�x� # sp� t�

�
�e non decrescente in ��� d�x� t��� Otteniamo quindi �
�
�� da �
�

�� mandando
s � ��
Supponiamo viceversa che �
�
�� sia veri�cata su tutto ��� Sia

��x� t� � r�t 	!r��x� t� � �
���x� t�� � � � � �n�x� t�

�
� �
�
��
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Per continuit�a �e su�ciente dimostrare che ��y� t� � � per ogni y � �t e per
ogni t � ��� T �� Grazie al Teorema 
���� r�t�y� t� �e ortogonale a �t in y�
pertanto �e su�ciente dimostrare che per ogni vettore unitario p� ortogonale
a �t in y� si ha

hp� ��y� t�i � � �

Sia � � � tale che � �e regolare in I���t� e� per s � ��� ��� sia xs � y # sp�
Moltiplicando �
�
�� per p e procedendo come in precedenza� otteniamo

hp� ��xs� t�i � dt�xs� t�	!d�xs� t� k r�d�xs� t� k�
� dt�xs� t� # F

�rd�xs� t��r�d�xs� t�
�
#O

�
d�xs� t�

�
�

Poich e� per ipotesi� d �e una soprasoluzione classica di ����
� in ��� mandando
s � �� otteniamo

hp� ��y� t�i � � �

�

Osserviamo ora che� anche in codimensione maggiore di �� le evoluzio	
ni generalizzate� de�nite per mezzo di soluzioni viscose� coincidono con le
evoluzioni regolari quando queste ultime esistono�

Corollario �	��	 Sia f�tgt����T � � G come nel Teorema ���� e sia u�x� t�
l�unica soluzione viscosa di 	���

� con F come in 	����
 e con dato iniziale
u�x� �� � dist�x����� Allora

�t � fx � R
n � u�x� t� � �g

per ogni t � ��� T �� Inoltre d�x� t� � dist�x��t� �e una soprasoluzione viscosa
di 	���

 in tutto Rn � ��� T ��

Dimostrazione�
Scegliamo � � � tale che � sia regolare su

Q� � f�x� t� � � � t � T� d�x� t� � �g �
Fissiamo �x� t� � Q�� x �� �t� Sia y � �t tale che d�x� t� �j y 	 x j" per ogni
s � ��� d�x� t��� poniamo

xs � y # s
x	 y

j x	 y j �

Se indichiamo con ���s� � � � � � �n�s� gli autovalori di r�d�xs� t�� dal
Teorema 
��� segue� per s � ��� ���

�i�s� �


��
�


�i
� # s�i

i � n	 k # � �

�

s
i � n	 k # � �

�
����
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Dove �� � � e le altre costanti �i sono� a meno del segno� le curvature di
�t lungo la direzione rd�x� t�� Pertanto esiste una costante reale C � ��
indipendente da �x� t� � Q�� tale che

j �i j�� C �i � n	 k # �� �s � ��� �� �

Come �e mostrato nel Teorema 
���� dt�xs� t� �e costante in s e� per �
�

��

lim
s	�

dt�xs� t� # F
�rd�xs� t��r�d�xs� t�

�
� � �

Al pi�u riducendo �� possiamo supporre �C �
�

�
� Per � � s� � s � �� si ha

dt�xs� t� # F
�rd�xs� t��r�d�xs� t�

�
�

n�k��X
i	�

�
�i

� # s��i
	 �i

� # s�i

�
#O�s�� �

Mandando s� � �� otteniamo

dt�xs� t� # F
�rd�xs� t��r�d�xs� t�

� � �n	 k # ��
sC�

�	 sC

� �C��n	 k # ��d�xs� t� �

Poniamo C� � �C��n	 k # ��� Abbiamo quindi dimostrato che

dt # F �rd�r�d� � C�d � �
����

in
Q�
� � f�x� t� � R

n � ��� T � � � � d�x� t� � �g �
Sia W �x� t� � e�C

�t
�
d�x� t� � �

�

�
� Vogliamo dimostrare che W �x� t� �e una

sottosoluzione viscosa di ����
� in R
n � ��� T �� Infatti� sia

H��r� � r � �

�
� w�x� t� � H�

�
d�x� t�

�
�

�E su�ciente dimostrare che w�x� t� �e una sottosoluzione viscosa di �
���� in
R
n � ��� T �� Supponiamo che� per qualche funzione test �� w 	 � assuma

massimo in �x�� t�� � R
n � ��� T �� Poich e f�tg �e regolare� si ha x� �� �t� �

Supponiamo che d�x�� t�� �
�

�
� allora� poich e d �e continua� H � �

�
in un

intorno di �x�� t��� Pertanto

�t�x�� t�� � � � r��x�� t�� � � � r���x�� t�� � � �
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Da cui segue

� � �t�x�� t�� # F �
�r��x�� t���r���x�� t��

� � C�d�x�� t�� � �
����

Supponiamo ora che d�x�� t�� � �

�
� poich e x� �� �t� � si ha �x�� t�� � Q�

� e�

quindi� da �
���� segue

dt�x�� t�� # F
�rd�x�� t���r�d�x�� t��

� � C�d�x�� t�� �

e� grazie al fatto che d �e regolare in un intorno di �x�� t��� si ottiene nuova	
mente �
�����
Per il Teorema di confronto ���
� si ha � � W � u in R

n � ��� T �� pertanto
il luogo di zeri di u �e contenuto nel luogo di zeri di W per ogni t � ��� T �� Si
noti che il luogo di zeri di W �e uguale a �t�
Per dimostrare l�inclusione opposta� poniamo V �x� t� � H�

�
d�x� t�

�
� Grazie

ai Teoremi 
��� e ����� �e facile vedere che V �e una soprasoluzione viscosa di
����
� in f�x� t� � R

n � ��� T � � V �x� t� � �g� Pertanto� per il Lemma 
����
V �e una soprasoluzione viscosa in tutto Rn � ��� T �� Per il Teorema ���
� si
ha

� � u � �

�
� V � d � �

�
�

da cui segue che �t �e contenuta nel luogo di zeri di u�
Mostreremo ora che d �e una soprasoluzione viscosa di ����
� in R

n � ��� T ��
Sia� come sopra� � una funzione test regolare e �x�� t�� � R

n � ��� T � sia un
punto di minimo per d	 �� Scegliamo y� � �t� tale che d�x�� t�� �j x� 	 y� j
e poniamo


�y� t� � ��y # x� 	 y�� t� �

Allora� dalla subadditivit�a di d� segue facilmente che �y�� t�� �e un punto di
minimo per d 	 
� Sia ora V de�nita come in precedenza� poich e y� � �t� �
�y�� t�� �e un punto di minimo anche per V 	
� Poich e V �e una soprasoluzione
viscosa di ����
�� si ha


t�y�� t�� # F�
�r
�y�� t���r�
�y�� t��

� � � �

da cui segue

�t�x�� t�� # F�
�r��x�� t���r���x�� t��

� � � �

e� quindi� d �e una soprasoluzione viscosa di ����
� in tutto Rn � ��� T ��

�
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Analogamente a quanto fatto nel Teorema 
���� sempre sfruttando il Teo	
rema 
���� �e possibile caratterizzare� mediante un� equazione nella distanza
al quadrato� evoluzioni geometriche pi�u generali della curvatura media�
Consideriamo infatti f�tgt����T � � G un �usso liscio di dimensione n 	 k
e siano t � ��� T �� x� � ��� Supponiamo che� per ogni vettore unitario
� � N�t

�

�x�� t�

�
� si abbia

h
t�x�� t�� �i �
n�kX
i	�

fi��i� �

dove le �i sono� come in precedenza� le curvature principali di �t in 
�x�� t�
lungo la direzione �� mentre le fi � R � R sono assegnate funzioni regolari
di classe C��
Se questa condizione �e veri�cata per ogni �x�� t� come sopra� diremo che le
�t si evolvono secondo �f�� � � � � fn�k�� Notiamo che� nel caso in cui fi�x� � x
per ogni � � i � n	 k� si ha evoluzione per curvatura media�
Scegliamo ora � � � tale che ��t sia regolare in un intorno di �t di ampiezza
� per ogni t � ��� T �� Applicando il Teorema 
���� si ottiene

�i�x� � 	 	i�x # s���
�	 	i�x # s��

�p
���t

�t � ��� T �� x � �t� � � N�t�x�� s � � �

dove i 	i sono� come sempre� gli autovalori della matrice r���t�x# s���
Procedendo allo stesso modo� si ha una generalizzazione dell�ultima equazione
del Teorema 
����

Teorema �	��	 Sia f�tgt����T � � G un �usso liscio di dimensione n 	 k�
allora esiste � � � tale che la funzione

��x� t� �
�

�
dist��x��t�

�e di classe C� in I���t� � f�x� t� � R
n � ��� T � � ��x� t� � �g�

Inoltre� f�tgt����T � �e un�evoluzione secondo �f�� � � � � fn�k� di �� se e solo se

�t�x� t� �
n�kX
i	�

p
���x� t�fi

�
	i

��	 	i�
p

���x� t�

�
�t � ��� T �� x � I���t� �

�
��
�

Poich e un �usso liscio di dimensione n 	 k si pu�o vedere come un�iper	
super�cie limite con le k 	 � curvature pi�u grandi uguali a #�� si ha la
seguente
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Osservazione �	��	 Sia f�tgt����T � un �usso liscio di dimensione n	 k che
si evolve secondo �f�� � � � � fn�k� e sia� come sopra�

��x� t� �
�

�
dist��x��t�

e � � � tale che � � C�
�
I���t�

�
� Allora� date g�� � � � � gn � R � R� gi � C�

per ogni i� vale

�t�x� t� �
nX
i	�

p
���x� t�gi

�
	i

��	 	i�
p

���x� t�

�
�t � ��� T �� x � I���t� �

�
����

se e solo se
gi�x� � fi�x� �i � n	 k �

lim
jxj��

gi�x� � � �i � n	 k �

In particolare� si ha evoluzione per curvatura media se e solo se

gi�x� � x �i � n	 k �

lim
jxj��

gi�x� � � �i � n	 k �

Osservazione �	��	 In e�etti non �e necessario richiedere che le gi siano
regolari su tutta la retta reale� in quanto �e rilevante solo il loro comportamento
in un intorno dell�in�nito� Potremmo addirittura considerare le funzioni gi
de�nite fuori da un compatto� Un esempio del genere� che utilizzeremo in
seguito� �e

gi�x� �
�

x
�x � Rnf�g �
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Capitolo �

Esistenza per tempi piccoli

Quando si cercano soluzioni deboli di qualche problema� si vorrebbe che ta	
li soluzioni coincidessero con quelle regolari quando queste ultime esistono�
Abbiamo visto che per le minime barriere e per la viscosit�a questo si veri�ca
sotto opportune ipotesi sull�equazione �sostanzialmente la degenere ellitticit�a
della funzione H�� comunque il problema di cercare de�nizioni pi�u generali di
soluzione perderebbe signi�cato in assenza di soluzioni regolari� �E inoltre im	
portante poter disporre di soluzioni regolari� ad esempio per dimostrare �per
densit�a� alcune propriet�a qualitative delle soluzioni� In quest�ottica �e interes	
sante cercare teoremi di esistenza e regolarit�a� almeno per tempi piccoli� Per
quanto riguarda l�evoluzione secondo la curvatura media in codimensione ��
questo �e stato fatto da diversi autori� utilizzando principalmente due metodi
piuttosto diversi�


 l�approccio parametrico� che consiste nello studiare l�evoluzione della
variet�a �t al tempo t� parametrizzata da una funzione 
 � �� � R

n �
Pi�u precisamente� scrivendo l�equazione di evoluzione in coordinate lo	
cali� si ottiene un sistema parabolico non lineare� In generale� per avere
l�uniforme parabolicit�a� �e necessario aggiungere al sistema opportune
componenti tangenziali� che in�uiscono solo sulla parametrizzazione di
�t� lasciandola invariata come sottoinsieme di Rn � A questo punto si
linearizza il sistema al tempo t � � e si applica la teoria dei siste	
mi parabolici lineari su variet�a� Questo metodo� per quanto comporti
calcoli laboriosi ed equazioni alle derivate parziali su variet�a� ha il van	
taggio di essere apparentemente estendibile senza troppe modi�che alla
codimensione maggiore di � "


 l�approccio cosiddetto della distanza� pi�u nello spirito di questo lavo	
ro� che consiste nel carcare un�equazione parabolica soddisfatta dalla

�
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funzione distanza con segno dagli insiemi �t e nell�usare tale equazio	
ne per dimostrare l�esistenza del moto� Questo metodo �e pi�u elegante
e rapido del precedente� anche se sembra pi�u di�cilmente estendibile
alla codimensione maggiore di �� poich e la distanza non �e pi�u regolare
ed �e necessario passare alla distanza al quadrato� Come vedremo� que	
sto porta� per�o� ad equazioni paraboliche degeneri� la cui teoria non �e
altrettanto ben sviluppata �

��� Codimensione �

Forniremo qui una dimostrazione� secondo l�approccio della distanza� data
da Evans e Spruck in �ES��� e ne valuteremo la possibile estensione a codi	
mensione maggiore�
Come prima cosa� ci proponiamo di ricavare euristicamente quale equazione
di�erenziale soddis� la distanza con segno da una ipersuper�cie di classe C�

che si evolve per curvatura media�
Sia �t l�ipersuper�cie al tempo t� con t � ��� t��� e sia Ut l�aperto di Rn con
bordo �t� di�eomorfo a U�� De�niamo

d�x� t� �

�
dist�x��t� se x � R

nnUt �
	dist�x��t� se x � Ut

�����

per ogni x � R
n � t � ��� t���

Per ipotesi � �
�

��t�t�

�t � ftg �e una variet�a regolare e quindi� con un ragio	

namento analogo a quello del Teorema 
���� si dimostra che d �e di classe C�

in
Q � f�x� t� � � � t � t��	�� � d�x� t� � ��g

per qualche �� positivo su�cientemente piccolo�
In Q �e ben de�nita una proiezione � su � con ��x� t� � �y� t�� dove y �e l�unico
punto di minima distanza di x da �t� Come mostrato nel Teorema 
���� vale
la seguente uguaglianza�

r�d�y� t� � r�d�x� t� � �Id	 d r�d�x� t�
���

� �����

da cui segue� notando che gli autovalori di r�d�y� t� sono le curvature princi	
pali �i di �t �tranne uno che �e nullo� e indicando con f	i�x� t�g �i � � � � � n�
gli autovalori di r�d�x� t��

�d

�t
�x� t� �

�d

�t
�y� t� �

n��X
i	�

�i �
nX
i	�

	i�y� t� �
nX
i	�

	i�x� t�

�	 d	i�x� t�
� ���
�
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dove la prima uguaglianza si dimostra come nel Teorema 
��� �
�
��� In
questa forma il problema parabolico �e del tipo

dt � F �d�r�d� �����

e� poich e F � scritta nelle variabili 	�� � � � 	n� �e simmetrica� F �e di classe C�

quando d �e di classe C��
L�idea �e ora quella di studiare direttamente l�equazione ���
�� Per far questo
supponiamo che �� sia un�ipersuper�cie in Rn regolare� connessa e compatta�
e sia d� la sua distanza con segno� Sia inoltre �� tale che d� � C���� con

� � fx � R
n j d��x� � �	��� ���g �

e sia
Q � �� ��� t�� � , � ��� ��� t�� �

Si cerca una soluzione regolare per tempi piccoli di
�����
����


vt � F �v�r�v� in Q �

j rv j�� � su , �

v � d� su �� f�g �

�����

Sia ora M � max
�

k r�d� k e �� abbastanza piccolo da avere M�� � �

�
� Sia

inoltre
G � f�z� R� � R � Sn�n � z � �	��� ���� j R j� �Mg �

La scelta di �� implica che� per ogni indice i�

j z	i�R� j�j z j � k R k� �

�
�����

e� se �z� R� � G� allora

F �z� R� �
nX
i	�

	i�R�

�	 z	i�R�
���
�

�e de�nita e regolare su G� Estendiamo F in modo che sia di classe C� fuori
da G� cosicch e j F j� j rF j� k r�F k restino limitate� Poich e� in G�

�F

�	i
�z� R� �

�

��	 z	i��
� � �i � ��� � � � � n� � �����

ci si pu�o aspettare che l�equazione ����� sia uniformemente parabolica" in
e�etti vale il seguente
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Lemma �	�	 Esiste una costante � � � tale che� per ogni �z� R� � G�X
i�j

�F

�rij
�z� R� �i�j � � j � j� � � � R

n � �����

dove con rij indichiamo la matrice simmetrica

rij �
�p
�
�ei 
 ej # ej 
 ei� �

Dimostrazione�

Qui
�F

�rij
indicano le derivate di Frech et di F rispetto alla base h� � � � rij� � � � i

di Sn�n� Fissiamo � � R
n e t � � tale che �z� R# t �
 �� � G� Per la formula

di Courant possiamo ordinare gli autovalori di R in modo tale che� posto
Rt � R # t � 
 �� si abbia

	i�Rt� � 	i�R� �i � �� � � � n� �

Da questo segue� grazie a ����� ed a ������

F �z� Rt�	 F �z� R�

�
nX
i	�

Z �

�

�F

�	i

�
z� � � � s	i�Rt� # ��	 s�	i�R�� � � �

��
	i�Rt�	 	i�R�

�
ds

� � tr�Rt 	 R� � �

�
tr�Rt 	R� �

������

Dividendo per t e mandando t a �� si ottiene ������

�

A questo punto �e su�ciente applicare i risultati di �Lu�� per ottenere una
soluzione regolare per tempi piccoli di ������
Vale infatti il seguente risultato generale�
Sia � un aperto limitato di Rn " consideriamo il problema
�����
����


vt�t� x� � f
�
t� x� v�t� x��rv�t� x��r�v�t� x�

�
t � �� x � � �

v��� x� � v��x� x � � �

g
�
t� x� v�t� x��rv�t� x�� � � t � �� x � �� �

������
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dove f� v�� g sono assegnate funzioni regolari� Faremo nel seguito le seguenti
ipotesi�


 la funzione f �e uniformemente parabolica� cio�e

nX
i�j	�

�f

�qij
�t� x� v� p� q��i� �j � �� ��t� x� v� p� q� � Q� � � ���� � � � �n� � R

nnf�g �

������

dove Q � ��� T �� �� B
�
�v� p� q�� R�

�
e �v� p� q� � R � R

n � Sn�n "


 la funzione g soddisfa una condizione di trasversalit�a del tipo

nX
i	�

�g

�pi
�t� x� v� p��i�x� �� �� ��t� x� v� p� � S� x � �� � ����
�

dove S � ��� T �� � � B
�
�v� p�� R�

�
e �i indica la componente ia della

normale esterna a �� �

Richiediamo inoltre che valgano certe ipotesi di regolarit�a su f � g e ���
Introduciamo gli spazi

�
k � N � � � ��� ��

�
Ck��

�
��� T �� �

�
�
�
f � Ck

�
��� T �� �

�
� r
k�f � C�

�
��� T �� �

��
�

k f kCk���k f kCk #max
j
j	k

k r
f kC� "

�� � ��

C���
�
��� T �� �

�
�

�
f � C

�
��� T �� �

�
� f��� x� � C�

�
��� T �

� �x � � e k f kC���� #�� �

dove k f kC���� sup
x��

k f��� x� kC�
���T �� "
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C���
�
��� T �� �

�
�

�
f � C

�
��� T �� �

�
� f�t� �� � C�

�
�
� �t � ��� T � e k f kC���� #�� �

dove k f kC���� sup
t����T �

k f�t� �� k
C�
�� "

C���
�
��� T �� �

�
�

�
f � C

�
��� T �� �

�
� rtf�rijf � C

�
��� T �� �

�
� �i� j � ��� � � � � n�g �

k f kC����k f k� #

nX
i	�

k rif k� # k rtf k� #

nX
i�j	�

k rijf k� �

Inoltre� �ssato � � � � �� de�niamo gli spazi di H-older �parabolici��

C
�
�
��
�
��� T �� �

�
� C

�
�
��
�
��� T �� �

� �C���
�
��� T �� �

�
�

k f k
C

�
�
���k f k

C
�
�
�� # k f kC��� "

C���
�
����

�
��� T �� �

�
�

�
f � C���

�
��� T �� �

�
� rtf�rijf � C

�
�
��
�
��� T �� �

�
� �i� j � ��� � � � � n�

�
�

k f k
C
���

�
�����k f k� #

nX
i	�

k rif k� # k rtf kC�
�
�� #

nX
i�j	�

k rijf kC�
�
�� �

Nel seguito� supporremo che

�� esiste � � ��� �� tale che �� �e uniformemente C��� "

�� f � Q � R �e di�erenziabile rispetto a �v� p� q�� inoltre f� fpi� fqij sono
localmente lipschitziane rispetto a �v� p� q� e localmente C

�
�
�� rispetto

a �t� x�� uniformemente rispetto alle altre variabili "
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� g � S � R �e due volte di�erenziabile rispetto a �v� p� e ogni deriva	
ta �no al secondo ordine �e localmente lipschitziana rispetto a �v� p� e

localmente C
���
�

���� rispetto a �t� x�� uniformemente rispetto alle altre
variabili �

In particolare la condizione ��� �e veri�cata se f �e di classe C� rispetto a tutte
le sue variabili� mentre la condizione �
� se g �e di classe C� rispetto a tutte
le sue variabili�
Possiamo ora enunciare il Teorema di esistenza locale ed unicit�a�

Teorema �	�	 Supponiamo che f e g soddis�no 	����
 e 	����
 e che siano
veri�cate 	�
�	�
� Se inoltre v� � C������ veri�ca la condizione di compati�
bilit�a

g
�
t�� x� v��x��rv��x�

�
� � �x � �� ������

e l�immagine di �v��rv��r�v�� �e contenuta in B

�
�v� p� q��

R�

�

�
� allora esiste

� � � tale che il problema 	����
 ha un�unica soluzione v � C���
�
����

�
��� ��� �

�
in ��� ��� ��

A questo punto �e necessario dimostrare che gli insiemi

�t � fx � � � v�t� x� � �g t � ��� t�� ������

sono� in e�etti� ipersuper�ci di classeC� che si evolvono per curvatura media�
Abbiamo il seguente

Teorema �	�	

j rv j�� � in Q � ������

Dimostrazione�
Sia w �j rv j� 	� � C��Q� �C��Q�" da ����� segue

w � � su , �
w � � su �� ft � �g � ����
�

Di�erenziando ����� otteniamo

vxkt �
�F

�z
�v�r�v�vxk #

�F

�rij
�v�r�v�vxixjxk �k � �� � � � n� �
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Pertanto

wt � �vxkvxkt � �
�F

�z
�v�r�v� j rv j� # �F

�rij
�v�r�v��wxixj 	 �vxkxivxkxj � �

������

Ora� in Q� vale

�F

�z
�v�r�v� �

nX
i	�

�
	i�r�v�

���
�	 v	i�r�v�

�� �

da cui segue� grazie a ������

�F

�rij
�v�r�v�vxkxivxkxj �

nX
i	�

�F

�	i
�v�r�v�

�
	i�r�v�

��
�
�F

�z
�v�r�v� �

Di conseguenza ������ diviene

wt � �
�F

�z
�v�r�v�w #

�F

�rij
�v�r�v�wxixj in Q � ������

Per il Lemma ���� questa equazione �e uniformemente parabolica� quindi si
pu�o applicare il principio del confronto� Poich e� grazie a ����
�� si ha w � �
sul bordo parabolico di Q� possiamo concludere che w � � in Q�

�

Da questo Teorema e dai Teoremi 
�� e 
���� deduciamo che �t �e un�iper	
super�cie di classe C� per ogni � � t � t� ed inoltre v�x� t� �e la distanza con
segno da �t in � � ftg� La Proposizione seguente ci permette di concludere
che si ha evoluzione per curvatura media�

Proposizione �	�	 Le ipersuper�ci f�tg��t�t� sono evoluzioni di �� per cur�
vatura media�

Dimostrazione�
Per ogni �ssato t � ��� t��� � � rv �e un vettore unitario normale a �t�
Da ������ si ricava

vt � !v � div��� su �t �

Inoltre si ha sempre

div��� � 	H �
n��X
i	�

�i �
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dove le �i sono le curvature principali di �t e

H � 	
n��X
i	�

�i

�e la curvatura media scalare�
Fissiamo ora x � �t e poniamo nel seguito �s � �

�
x�s�� s

�
� Consideriamo

l�evoluzione del punto x secondo l�equazione
�



(x�s� � 	div��s��s per s � t �

x�t� � x �

Allora

d

ds
v
�
x�s�� s

�
� 	div��s� # vt

�
x�s�� s

�
� � �

e quindi
v
�
x�s�� s

�
� � per s � t �

cio�e f�tg��t�t� si evolve per curvatura media�

�

��� Codimensione maggiore di �

Quando si cerca di estendere questo metodo alla codimensione maggiore di ��
ci si accorge che non �e pi�u possibile utilizzare la funzione distanza con segno
�n e la funzione distanza� poich e� in generale� tale funzione non �e derivabile
sui punti della variet�a� a meno che questa non sia un�ipersuper�cie� Come

possibile soluzione si pu�o utilizzare la funzione � �
�

�
dist�� che� grazie al

Teorema 
���� �e sempre derivabile in un intorno di una variet�a regolare� Per
il Teorema 
���� l�equazione nella � corrispondente al moto per curvatura
media �e

�t � F �r��� �
n�kX
i	�

	i
�	 	i

�

Sfortunatamente non �e possibile applicare direttamente a tale equazione il
Teorema ��� o tecniche analoghe� poich e l�equazione non �e uniformemente
parabolica� infatti si ha

�F

��p
 p�
� � �p � R

nnf�g tale che r�� � p � p �
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Come si �e notato in precedenza� l�equazione �e per�o parabolica degenere� cio�e
si ha X

i�j

�F

�rij
�i�j � � �� � R

n �

Vale tuttavia il seguente

Teorema �	�	 Sia �� una sottovariet�a di classe Ck di Rn �k � ��� e sia

� � � tale che ���x� �
�

�
dist��x���� sia almeno di classe Ck�� in I������

Supponiamo inoltre che esistano t� � � e ��x� t� � Ck��
�
I������ ��� t��

�
tali

che 
��������
�������


�t�x� t� �
n�kX
i	�

	i
�	 	i

��x� t� � I������ ��� t�� "

j r��x� t� j� 	���x� t� � � ��x� t� � , "

��x� �� � ���x� �x � I����� �

������

dove i 	i sono� come in precedenza� gli autovalori di r���x� t�� ordinati in
maniera crescente e , � �

�
I�����

�� ��� t���
Allora� posto �t � fx � I����� � ��x� t� � �g� si ha che f�tgt�
��t�� �e un
�usso liscio di classe almeno Ck�� e di dimensione n 	 k� che si evolve per
curvatura media�

Dimostrazione�
Dimostriamo che

j r� j� 	�� � � in I������ ��� t�� �

Poniamo

w �j r� j� 	�� � ������

Da ������ segue

w � � in , � �I������ ft � �g� �
Procediamo come nella dimostrazione del Teorema ��
� Considereremo pi�u
in generale un�equazione del tipo

�t�x� t� � $F ���r��� �
p

��
nX
i	�

gi

�
	i

��	 	i�
p
��

�
������

��x� t� � I������ ��� t�� �



���� CODIMENSIONE MAGGIORE DI � �


dove le gi sono come nelle Osservazioni 
��
 e 
����
Di�erenziando ������� si ha

wxixj � ��xk�xkxixj # ��xkxi�xkxj 	 ��xixj � ����
�

Da ������� sempre per derivazione� ottieniamo

�xkt �
$F��xk #

� $F

�rij
�xixjxk �

da cui segue

wt � ��xk�
$F��xk #

� $F

�rij
�xixjxk�	 ��t �

che� combinata con ����
�� diventa

wt � � $F�w #
� $F

�rij
wxixj # � $F�� # �

� $F

�rij
��xixj 	 �xkxi�xkxj�	 � $F �

Si ha� inoltre�

� $F

�rij
��xixj 	 �xkxi�xkxj� �

nX
i	�

g�i

�
	i

��	 	i�
p
��

�
	i 	 	�i
��	 	i��

�
nX
i	�

g�i

�
	i

��	 	i�
p
��

�
	i

�	 	i

e

� $F�� � �
p

��
nX
i	�

gi

�
	i

��	 	i�
p
��

�
	 �

nX
i	�

g�i

�
	i

��	 	i�
p
��

�
	i

�	 	i

� � $F 	 �
� $F

�rij
��xixj 	 �xkxi�xkxj � �

Sostituendo queste due espressioni nell�equazione per w� si ottiene

wt � � $F�w #
� $F

�rij
wxixj � ������

Se g�i � � per ogni i� le equazioni ������ e ������ sono paraboliche degeneri�
Poich e� inoltre� ������ �e lineare in w� possiamo applicare il Teorema di con	
fronto ���
 e concludere che� se w � � su ,� allora w � � in tutto l�aperto
I��������� t��� Per concludere la dimostrazione del Teorema� notiamo che� al
pi�u riducendo t�� la funzione ��x� t� ha punti di minimo interni a I������ftg
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per ogni t � ��� t��� In tali punti abbiamo r��x� t� � �� la qual cosa implica�
poich e w � �� ��x� t� � � e quindi �t �� �� Applicando i Teoremi 
��
 e 
���
si ha la tesi�

�

Grazie alle Osservazioni 
��
 e 
���� con la stessa dimostrazione del Teo	
rema precedente� si ha il seguente

Teorema �	
	 Sia �� una sottovariet�a di classe Ck di Rn �k � ��� e sia

� � � tale che ���x� �
�

�
dist��x���� sia almeno di classe Ck�� in I������

Supponiamo inoltre che esistano t� � � e ��x� t� � Ck��
�
I������ ��� t��

�
tali

che
��������
�������


�t�x� t� �

n�kX
i	�

	i
�	 	i

	 ��x� t�

nX
i	n�k��

�	 	i
	i

��x� t� � I������ ��� t�� "

j r��x� t� j� 	���x� t� � � ��x� t� � , "

��x� �� � ���x� �x � I����� �

������

dove i 	i sono� come in precedenza� gli autovalori di r���x� t�� ordinati in
maniera crescente e , � �

�
I�����

�� ��� t���
Allora� posto �t � fx � I����� � ��x� t� � �g� si ha che f�tgt�
��t�� �e un
�usso liscio� di classe almeno Ck��� di dimensione n 	 k� che si evolve per
curvatura media�

Il vantaggio che si trae dall�esprimere l�equazione nella forma ������ �e co	
stituito dal fatto che� mentre l�equazione ������ �e degenere in tutto lo spazio�
la ������ degenera solo sui punti della variet�a� Questo implica che �e possibile
risolvere l�equazione su ogni insieme del tipo I�����nI
����� con � � � � ��
Non �e ancora chiaro se un tale risultato possa portare ad una soluzione per
tempi piccoli di ������ de�nita su tutto I������ Ci aspettiamo� comunque� che
per entrambe le equazioni� pur non essendo applicabile la teoria sviluppatata
in �Lu�� valga un Teorema di esistenza regolare per tempi piccoli a partire da
un dato iniziale su�cientemente regolare�
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