Premessa
Su incarico della Procura Federale abbiamo analizzato dal punto di vista probabilistico le linee di gioco di una mano contestata in una fase avanzata del Campionato Europeo di Bridge a Tenerife nel 2005, giocata da Andrea Buratti (in coppia con Massimo Lanzarotti), squadra Lavazza.

Di seguito la nostra perizia e varie osservazioni/risposte alla perizia difensiva e alle critiche mosse alle nostre argomentazioni da parte della difesa.

La validità dei nostri calcoli teorici è stata poi confermata dall’analisi ``empirica’’ di 5 milioni di mani casuali generate automaticamente, il cui risultato statistico ha mostrato una fortissima concordanza con le nostre tabelle.
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Alcune Premesse Matematiche

La formula per la probabilità dei resti condizionati dalla divisione nota di un seme laterale 

Si vogliono distribuire N = A + B carte tra due giocatori, dandone A al primo e B al secondo. Sapendo che n = a + b carte sono rosse e le altre nere,  qual è la probabilità che vengano distribuite a carte rosse al primo e b carte rosse al secondo?

Risposta:  A!B!n!(N – n)!/a!b!N!(A – a)!(B – b)!

Questa formula è molto comoda per calcolare le distribuzioni condizionate dei resti in quanto se, ad esempio, un colore risulta diviso 5 – 3 le rimanenti 18 carte sono da ripartirsi 8 – 10 tra i due giocatori e quindi un eventuale altro colore di 5 carte sarà ripartito 4 – 1 con una probabilità data dalla formula sovrastante ponendo N = 18, A = 8, B = 10, n = 5, a = 4 e b = 1.  

La scelta ristretta
Ogni qual volta un giocatore si trova nella condizione di effettuare  una giocata o dichiarazione vi è una certa probabilità (più o meno facile da calcolare) che egli scelga una specifica tra tutte le alternative legali (o anche non). Il principio della scelta ristretta postula che ogni giocatore scelga con uguale probabilità tra carte che sono (o che lui reputa) equivalenti.

Matematicamente parlando, la strategia ottimale del dichiarante consiste nel giocare come se tutte le carte equivalenti dei difensori venissero giocate con uguale probabilità, indipendentemente dal fatto che nella realtà il difensore abbia o meno seguito tale principio. Infatti la strategia ottimale del dichiarante corrisponde a massimizzare una funzione dipendente dalle sue scelte che è lineare nelle probabilità ignote di scelta dei difensori e quindi, dato che il massimo della media è sempre minore o uguale alla media del massimo, in nessun modo una scelta sbilanciata delle probabilità di giocata da parte dei difensori può portare profitto.

Un’applicazione di questo principio è la ben nota combinazione AKTxx per xxxx dove, se sulla battuta del K cade la Q dopo AKTxx, il dichiarante deve confrontare la probabilità della Q secca con la metà di QJ secchi (perché  con tale figura il difensore ha fatto una scelta tra le sue due carte equivalenti, giocando la Q solo nella metà dei casi). Sviluppando i calcoli si conclude che la probabilità di successo è maggiore facendo l’impasse al J che battendo l’asso. 

Un altro esempio (rilevante per il seguito) è il caso in cui si possegga AKxxx per J9xx. Se sulla battuta del K cade il T dopo AKxxx, il dichiarante deve confrontare la probabilità del T secco con la totalità di QT secchi, infatti in questo caso la Q e il T non sono carte equivalenti (nessuno giocherebbe la Q con tale figura). I calcoli allora mostrano la superiorità della battuta sull’impasse.

Nella realtà la scelta ristretta si applica in tutte le situazioni al tavolo ogni qual volta un giocatore può scegliere tra carte equivalenti (per esempio, quando un giocatore segue con una piccola in un seme è consuetudine non specificare il rango esatto della carta).

La teoria dei posti liberi
Quando il dichiarante deve calcolare la probabilità di trovare una carta nelle mani di un certo difensore condizionata dalla divisione certa in uno o più semi, si applica la nota teoria dei posti liberi, secondo la quale la probabilità di trovare la carta in possesso di un certo difensore è proporzionale al numero dei posti liberi che lo stesso difensore ha per quella carta. Ad esempio se, senza altre informazioni, il dichiarante deve posizionare la Q di picche sapendo che il colore di cuori è ripartito 6 – 2 nelle mani dei difensori, la probabilità di trovarla dalla parte della sesta è 7 (posti liberi in tale mano) su 18 (posti liberi totali).

Anche la teoria dei posti liberi ha una dimostrazione matematica, che si basa semplicemente sull’applicazione della formula all’inizio della pagina (una sola carta rossa, la Q di picche nell’esempio).

Il principio di inclusione-esclusione

Questo principio (in realtà un teorema) afferma la validità della seguente formula di calcolo della probabilità:

P[A o B o ... o Z] = P[A] + P[B] + ... + ++ .o ... o Z] = P[A] + P[Bguente formula di calcolo della probabili


























































 P[Z]

     – P[A e B] – ... – P[A e Z] – ... – P[B e Z]

  


     + P[A e B e C] + ... + P[A e B e Z]




     – ... 

Cioè, espresso a parole, la probabilità che accada almeno uno di una famiglia finita di eventi è data dalla somma delle probabilità dei singoli eventi meno la somma delle probabilità di tutte le coppie di eventi concomitanti, più la somma delle probabilità tutte le terne di eventi, e cosi via...

Bibliografia:
“Théorie Mathématique du Bridge”

E. Borel, A. Cheron – Paris, 1940

Relazione sulle Probabilità di Successo delle Linee di Gioco delle Quadri
Figura delle Quadri: J9543 al morto per AK82 in mano.
Attacco: Asso di cuori, tutti rispondono.
Proseguimento: piccola fiori per il K del morto.
Dall’attacco e dal seguito abbiamo i seguenti fatti riguardo le mani dei difensori:

· l’Asso di cuori è in West,
· le cuori non sono 8 – 0,
· le fiori non sono 7 – 0,
· la dama di fiori non è secca.
Le possibili linee di gioco
Linea Standard

Battuta dell’Asso e del K di quadri.

Linea Standard Modificata

Battuta dell’Asso di quadri – se cade il T in West, impasse alla Q, altrimenti battuta del K di quadri.

Linea Buratti

J di quadri a girare – se il J viene coperto da Est, impasse al T di quadri.

Linea Buratti Modificata

J di quadri a girare – se il J viene coperto da Est, successiva battuta del K di quadri.

Sottolineiamo qui che la linea standard e la linea Buratti sono incompatibili alla prima carta giocata dal dichiarante, che nel caso della linea standard (modificata o meno) deve essere una cartina. Giocare il J con l’intento di coprirselo di A o K fa solo perdere la possibilità di vincere con la Q secca in Est.
Seguire invece la linea normale o modificata è una scelta che si può fare al secondo giro.

Le probabilità di successo senza assunzioni a priori sul seme di fiori

Le probabilità associate alle possibili distribuzioni delle quadri nelle mani dei due difensori, sono condizionate da:

· Asso di Cuori in West e almeno una cartina in Est 
(A e 7 cartine in mano ai difensori)

· Almeno una cartina di fiori in West, almeno una cartina in Est, Q di fiori non secca

(Q e 6 cartine in mano ai difensori)

Indicando con X l’evento di una possibile distribuzione delle quadri nella mano di West, siano:

Evento Y: Asso di cuori in West

Evento A: cuori 8 – 0

Evento B: fiori 7 – 0
Evento C: fiori xxxxxx – Q (Q secca in Est)

Evento D: fiori Q – xxxxxx (Q secca in West)

Il calcolo della probabilità di X, dopo l’attacco e il seguito fiori è allora dato dal rapporto
P[X e Y e (Non A) e (Non B) e (Non C) e (Non D)]

-----------------------------------------------------------------------------
P[Y e (Non A) e (Non B) e (Non C) e (Non D)]

Usando le usuali regole di calcolo delle probabilità (in particolare il principio di inclusione-esclusione) si ha 

P[X e Y e (Non A) e (Non B) e (Non C) e (Non D)] 

   = 1 – P[(Non (X e Y)) o A o B o C o D]

   = 1 – {P[Non (X e Y)] + P[A] + P[B] + P[C] + P[D]}
         + P[Non (X e Y) e A] + P[Non (X e Y) e B] 

         + P[Non (X e Y) e C] + P[Non (X e Y) e D]


+ P[A e B] + P[A e C] + P[A e D] 

· P[Non (X e Y) e A e B] – P[Non (X e Y) e A e C]

· P[Non (X e Y) e A e D]

   = 1 – P[Non (X e Y)] – P[A] – P[B] – P[C] – P[D]

         + P[Non (X e Y) e A] + P[Non (X e Y) e B] 

         + P[Non (X e Y) e C] + P[Non (X e Y) e D]

         + P[X e Y e A e B] + P[X e Y e A e C]

+ P[X e Y e A e D]

Questo perché, per definizione, gli eventi B,C,D sono incompatibili fra loro.

Continuando allora il calcolo,

P[X e Y e (Non A) e (Non B) e (Non C) e (Non D)] 

   = 1 – P[Non (X e Y)] – P[A] –P[B] – P[C] – P[D]

         + P[A] – P[X e Y e A] + P[B] – P[X e Y e B]

         + P[C] – P[X e Y e C] + P[D] – P[X e Y e D]
         + P[X e Y e A e B] + P[X e Y e A e C]


+ P[X e Y e A e D]

   = P[X e Y] – P[X e Y e A] – P[X e Y e B]

· P[X e Y e C] – P[X e Y e D] 
+ P[X e Y e A e B] + P[X e Y e A e C]

+ P[X e Y e A e D]

Allo stesso modo si ottiene,
P[Y e (Non A) e (Non B) e (Non C) e (Non D) ] 

= P[Y] – P[Y e A] – P[Y e B] – P[Y e C] – P[Y e D]

     + P[Y e A e B] + P[Y e A e C] + P[Y e A e D]
Possiamo dunque calcolare (usando ora la teoria dei posti liberi) tutte le probabilità che appaiono in queste formule ottenendo nella tabella seguente le probabilità delle possibili distribuzioni delle quadri nelle mani dei difensori.

Di conseguenza, abbiamo allora le percentuali di successo delle linee di gioco considerate.

Distribuzione
Probabilità

Std
StM
Bur
BurM

QTxx –  /

   ( 3,88%

NO
NO
NO
NO


/  – QTxx 

   ( 5,59%

NO
NO
NO
NO

Q – Txx 

   ( 6,78%

SI
SI
NO
NO

T – Qxx 

   ( 6,78%

NO
SI
SI
SI

x – QTx 

 ( 13,56%

NO
NO
SI
NO
Qx – Tx

 ( 13,60%

SI
SI
NO
NO

Tx – Qx

 ( 13,60%

SI
SI
NO
SI


QT – xx 

   ( 6,80%

SI
NO
NO
NO

xx – QT

   ( 6,80%

SI
SI
SI
SI

Txx – Q

   ( 5,65%

SI
SI
NO
NO

Qxx – T

   ( 5,65%

NO
NO
NO
NO

QTx – x

 ( 11,30%

NO
NO
NO
NO

Probabilità della linea Standard:


( 53,23%

Probabilità della linea Standard Modificata:
( 53,21%

Probabilità della linea Buratti:


( 27,14%

Probabilità della linea Buratti Modificata:
( 27,18%
In conclusione, la linea nettamente più favorevole è quella della doppia battuta, di poco superiore al 53%.


Le probabilità di successo supponendo a priori la distribuzione 6 – 1 delle fiori

Le probabilità associate alle possibili distribuzioni delle quadri nelle mani dei due difensori sono in questo caso condizionate da:

· Asso di Cuori in West e almeno una cartina in Est 
(7 cartine in mano ai difensori)

· Fiori 6 – 1 
(Q e 5 cartine in mano a West)

Indicando con X l’evento di una possibile distribuzione delle quadri nella mano di West, siano:
Evento Y: Asso di cuori in West

Il calcolo della probabilità di X, dopo l’attacco e il seguito fiori è allora dato dal rapporto
P[X e Y]

---------------
P[Y]
Il calcolo si semplifica notevolmente a causa del fatto che la distribuzione delle fiori è fissata a priori e questo esclude automaticamente anche 8 cuori in mano a West (evento A nel caso senza assunzioni a priori sulle fiori), infatti altrimenti ci sarebbero troppe carte nella sua mano.

Possiamo dunque calcolare nella tabella seguente le probabilità di distribuzione delle quadri nelle due mani e del successo delle linee di gioco considerate.

Distribuzione
Probabilità

Std
StM
Bur
BurM
QTxx –  /

    1/204

NO
NO
NO
NO
/  – QTxx 

  33/204

NO
NO
NO
NO
Q – Txx 

  22/204

SI
SI
NO
NO
T – Qxx 

  22/204

NO
SI
SI
SI
x – QTx 

  44/204

NO
NO
SI
NO
Qx – Tx

  22/204

SI
SI
NO
NO
Tx – Qx

  22/204

SI
SI
NO
SI
QT – xx 

  11/204

SI
NO
NO
NO
xx – QT

  11/204

SI
SI
SI
SI
Txx – Q

    4/204

SI
SI
NO
NO
Qxx – T

    4/204

NO
NO
NO
NO
QTx – x

    8/204

NO
NO
NO
NO
Probabilità della linea Standard:


  92/204 ( 45,10%

Probabilità della linea Standard Modificata:
103/204 ( 50,49%

Probabilità della linea Buratti:


  77/204 ( 37,74%


Probabilità della linea Buratti Modificata:
  55/204 ( 26,96%

In conclusione la linea più favorevole è quella della battuta, facendo l’impasse alla Q nel caso di caduta del T, all’incirca al 50%.
Carlo Mantegazza

Manolo Eminenti 

Extra

Considerazioni ulteriori sulle linee di gioco

Modifiche tra le cartine di quadri del dichiarante

Nel caso il dichiarante avesse posseduto anche il 6 (o il 7) di quadri la linea di Buratti avrebbe avuto successo anche con la distribuzione 0 – 4 (4 quadri in Est). Le tabelle e le relative probabilità di successo si dovrebbero modificare come segue.

Senza assunzioni sulle fiori:

Distribuzione
Probabilità

Std
StM
Bur
BurM

QTxx –  /

   ( 3,88%

NO
NO
NO
NO


/  – QTxx 

   ( 5,59%

NO
NO
SI
SI

Q – Txx 

   ( 6,78%

SI
SI
NO
NO

T – Qxx 

   ( 6,78%

NO
SI
SI
SI

x – QTx 

 ( 13,56%

NO
NO
SI
NO

Qx – Tx

 ( 13,60%

SI
SI
NO
NO

Tx – Qx

 ( 13,60%

SI
SI
NO
SI


QT – xx 

   ( 6,80%

SI
NO
NO
NO

xx – QT

   ( 6,80%

SI
SI
SI
SI

Txx – Q

   ( 5,65%

SI
SI
NO
NO

Qxx – T

   ( 5,65%

NO
NO
NO
NO

QTx – x

 ( 11,30%

NO
NO
NO
NO

Probabilità della linea Standard:


( 53,23%

Probabilità della linea Standard Modificata:
( 53,21%

Probabilità della linea Buratti:


( 32,73%

Probabilità della linea Buratti Modificata:
( 32,77%
Assumendo a priori le fiori 6 – 1:

Distribuzione
Probabilità

Std
StM
Bur
BurM

QTxx –  /

    1/204

NO
NO
NO
NO

/  – QTxx 

  33/204

NO
NO
SI
SI
Q – Txx 

  22/204

SI
SI
NO
NO

T – Qxx 

  22/204

NO
SI
SI
SI

x – QTx 

  44/204

NO
NO
SI
NO

Qx – Tx

  22/204

SI
SI
NO
NO

Tx – Qx

  22/204

SI
SI
NO
SI

QT – xx 

  11/204

SI
NO
NO
NO

xx – QT

  11/204

SI
SI
SI
SI

Txx – Q

    4/204

SI
SI
NO
NO

Qxx – T

    4/204

NO
NO
NO
NO

QTx – x

    8/204

NO
NO
NO
NO

Probabilità della linea Standard:


  92/204 ( 45,10%

Probabilità della linea Standard Modificata:
103/204 ( 50,49%

Probabilità della linea Buratti:


110/204 ( 53,92%


Probabilità della linea Buratti Modificata:
  88/204 ( 43,14%
La linea Buratti diventa la più favorevole!

Altre assunzioni oltre alle fiori 6 – 1

Assumiamo, oltre alle fiori 6 – 1, l’assenza del singolo o vuoto a quadri nella mano di Est (assunzione ingiustificata matematicamente in quanto comunque dotata di probabilità non nulla, ma forse plausibile in termini bridgistici, data la licita passiva di Est pur possedendo, nel caso contrario, una bicolore nobile di almeno 11 carte)

Distribuzione
Probabilità

Std
StM
Bur
BurM

/  – QTxx 

  33/187

NO
NO
NO
NO

Q – Txx 

  22/187

SI
SI
NO
NO

T – Qxx 

  22/187

NO
SI
SI
SI

x – QTx 

  44/187

NO
NO
SI
NO

Qx – Tx

  22/187

SI
SI
NO
NO

Tx – Qx

  22/187

SI
SI
NO
SI

QT – xx 

  11/187

SI
NO
NO
NO

xx – QT

  11/187

SI
SI
SI
SI

Probabilità della linea Standard:


88/187 ( 47,06%

Probabilità della linea Standard Modificata:
99/187 ( 52,94%

Probabilità della linea Buratti:


77/187 ( 41,18%

Probabilità della linea Buratti Modificata:
55/187 ( 29,41%

La linea Standard Modificata rimane la migliore.
Aumenti proporzionali con e senza la 6 – 1 a fiori e rapporti tra le varie linee

Assumendo la 6 –1 a fiori la probabilità di successo della linea standard diminuisce di (8% ma abbiamo visto che supponendo questa distribuzione delle fiori va seguita allora la linea modificata (che inizia nello stesso modo con la battuta dell’asso di quadri) che dunque diminuisce complessivamente la probabilità della linea standard di (3%.

La linea Buratti aumenta le sue chances di successo di (11%, per quanto rimanga comunque notevolmente inferiore alla linea standard modificata, di (13%.

Senza le considerazioni sulle fiori la differenza percentuale tra le due linee è di (26%.

Il rapporto fra le due linee, originariamente (1,96, quasi 2 a 1, supponendo le fiori divise 6 – 1, diventa (1,33, circa 4 a 3 (si veda l’affermazione a pag. 6 del documento della difesa in cui si afferma che tale rapporto è 80% a 20%, cioè circa 4 a 1, a favore della linea Buratti!!!).

Carlo Mantegazza
Manolo Eminenti

Integrazione all’Analisi delle Linee di Gioco delle Quadri

Delucidazioni sulla perizia matematica dell’accusa e critica alle conclusioni della perizia della difesa

Carlo Mantegazza

Manolo Eminenti

Le due perizie giungono a risultati diversi sulle probabilità delle distribuzioni delle quadri in mano avversaria nel momento in cui il dichiarante deve decidere come giocare il seme di quadri.

I calcoli di entrambe le perizie sono corretti (del resto sono calcoli tecnici, tediosi, ma molto facili). Quello che differenzia le due analisi e conduce a risultati diversi sono i presupposti di base dell’applicazione del calcolo della probabilità alla situazione in oggetto nel gioco del bridge.

Limiteremo qui la nostra analisi al caso con una distribuzione delle fiori non assunta a priori, sarà poi chiaro come si procede nell’altro caso, molto più semplice.

Citeremo un paio di affermazioni nelle perizie della difesa su cui si basa l’analisi ivi riportata.

Nella prima perizia della difesa si scrive (primo paragrafo),

“Viste le prime due levée, Est può avere una delle 
[image: image1.wmf](
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mani compatibili con le carte scese. Per il meccanismo casuale di distribuzione, esse sono equiprobabili, dunque le probabilità si calcolano contando i casi favorevoli.”
Questa affermazione è ERRATA.

Ciò che è vero è che le mani compatibili con  le carte giocate nei primi due giri siano effettivamente tali 705432, cioè tutte quelle contenenti in Ovest l’Asso di cuori e la cartina di fiori da lui giocata e in Est le cartine di cuori e di fiori giocate.

Supponiamo, per fissare le idee, che la cartina di cuori giocata sia stata il 2 e le cartine di fiori siano state il 2 di Ovest e il 3 di Est. Le SMAZZATE con fissate le carte di NS e con A♥ e 2♣ in Ovest e 2♥ e 3♣ in Est sono equiprobabili PRIMA DI GIOCARE LA MANO e la probabilità di ognuna di esse è appunto quella calcolata nella perizia della difesa.

Ciò che non è vero è che queste distribuzioni siano equiprobabili nel momento in cui il dichiarante gioca la prima carta alla terza levée.

Quello che è rilevante al fine di calcolare le probabilità condizionate delle distribuzioni delle quadri dopo i primi due giri, non è tanto la PRESENZA di tali carte di cuori e fiori nelle mani dei difensori, ma quanto IL FATTO CHE ESSE SIANO STATE GIOCATE.

Infatti, la probabilità del gioco di una carta non è solo la probabilità di possedere una distribuzione che la contenga, ma il prodotto di questa per la probabilità che da tale distribuzione il difensore la giochi effettivamente. E’ infatti ovvio che se tale carta è un singolo, essa DEVE essere giocata, invece se è accompagnata da (possibilmente numerose) altre carte dello stesso seme, la sua giocata è subordinata ad una scelta (sovente casuale nel caso si tratti di cartine) a cui deve essere allora assegnata una probabilità, non necessariamente uguale ad uno.

L’intuizione (senza bisogno del calcolo matematico preciso) suggerisce allora che il gioco del 2 di cuori implica una differente probabilità delle distribuzioni con molte cartine nel seme rispetto a quelle col 2 singolo. 

Nel linguaggio della probabilità quindi, un “EVENTO” relativo al gioco della carta nel Bridge, NON E’ LA PRESENZA NELLA MANO DI UN DIFENSORE DI UNA DETERMINATA CARTA (onore o cartina che sia) MA IL FATTO CHE ESSA VENGA GIOCATA.

Nel nostro caso, l’EVENTO su cui si “condiziona” la probabilità di una determinata distribuzione delle quadri è il gioco durante le prime due levée. Sottolineo: l’EVENTO sono le GIOCATE DEI DIFENSORI durante i primi due giri, NON IL POSSESSO DELLE RELATIVE CARTE NELLE LORO MANI.

Questa distinzione può apparire poco rilevante, ma è in realtà la causa della differenza nei risultati delle due perizie.

Una seconda affermazione meritevole di critica è il primo paragrafo di “Osservazioni...”, dove si scrive:

“Al fine di calcolare la probabilità delle distribuzioni delle quadri in mano avversaria dopo le prime due levée, è sufficiente constatare che sono uscite esattamente una carta di cuori ed una di fiori da ambedue gli avversari. Di fatto, soltanto il seme e non il valore delle carte uscite condiziona le suddette probabilità.”

Questo principio che guida l’analisi della perizia della difesa è quasi giusto, l’assunzione corretta è la seguente:

“Al fine di calcolare la probabilità delle distribuzioni delle quadri in mano avversaria dopo le prime due levée, è sufficiente constatare che sono usciti esattamente: l’Asso di cuori in Ovest e una cartina di cuori in Est, poi una cartina di fiori da ambedue i difensori. Di fatto, soltanto il seme e non il valore delle cartine uscite condiziona le suddette probabilità.”

Il resto di questo documento è dedicato a mostrare la validità di questa asserzione.

Facciamo inizialmente una serie di esempi chiarificatori, anche legati alla mano in questione:

· Se in un seme possedete AJ86 di fronte a Q975 e quando battete l’Asso in testa il K cade, dove lo fate l’impasse al T? Ovviamente dalla parte opposta al K, perché l’improbabile T quarto è diventato una certezza!

Come si spiega questa conclusione se accettiamo l’assunto espresso sopra che è semplicemente uscita una carta per difensore nel seme e che il valore di tale carta non conta nel calcolare la probabilità delle distribuzioni dei resti nel seme? La spiegazione è facile: non è la presenza del K nella mano del difensore che l’ha depositato che va a condizionare le probabilità delle distribuzioni delle restanti carte, ma il fatto che il K venga giocato in tale situazione. In questo caso il K viene ovviamente giocato solo se secco e questo è allora l’evento condizionante.

· Se, nella mano che stiamo discutendo, sul secondo giro di fiori, dopo che il dichiarante ha messo il K dal morto Est avesse inserito la Q di fiori, la probabilità che tale dama fosse stata secca sarebbe stata molto alta (non una certezza in quanto potrebbe comunque essere stata una carta falsa o un segnale per il compagno o una svista....), cosa che avrebbe avvalorato l’ipotesi di fiori 6 – 1 molto di più che un qualunque ragionamento deduttivo. Secondo però l’assunto sopracitato, quello che Est mette non conta (nel senso di valore) al fine del calcolo delle probabilità delle distribuzioni delle quadri. Appare invece ovvio che la probabilità che la Q di fiori sia secca in Est aumenta di gran lunga se viene giocata in questa situazione, quindi quella delle fiori 6 – 1, che favorirebbe una maggior lunghezza a quadri in Est.

· (Questo è un esempio “classico” che tutti i buoni giocatori di bridge conoscono e applicano, e che ci avvicina al punto della questione, esso viene spesso citato come “scelta ristretta”)

Supponiamo di possedere 9 carte in un seme: 432 in mano e al morto AKT765, vi mancano QJ98, volete non perdere prese.

Le probabilità a priori di divisione dei resti sono le seguenti:


QJ98 – /
    

~ 4,78%


QJ9 – 8


~ 6,22%


QJ8 – 9


~ 6,22%


Q98 – J


~ 6,22%


J98 – Q


~ 6,22%


QJ – 98


~ 6,78%


Q9 – J8


~ 6,78%


Q8 – J9 


~ 6,78%


J9 – Q8


~ 6,78%


J8 – Q9


~ 6,78%


98 – QJ 


~ 6,78%


Q – J98


~ 6,22%


J – Q98


~ 6,22%


9 – QJ8


~ 6,22%


8 – QJ9


~ 6,22%

/ – QJ98
    

~ 4,78%

Quando tirate l’asso, Ovest mette l’8 ed Est mette la Q, muovete quindi una cartina verso KT76 ed Ovest segue col 9. E’ il momento di decidere cosa passare dal morto: battere anche il K o fare l’impasse al J, passando il T?

Se ancora seguissimo l’assunto sopracitato, e condizionassimo la probabilità delle distribuzioni restanti all’EVENTO “PRESENZA della Q in Est”,

resterebbero solo due casi possibili:

J98 – Q 
che aveva probabilità 

~ 6,22%

98 – QJ
che aveva probabilità

~ 6,78%

che condizionate diventano allora:

~ 47,85% in favore dell’impasse,

~ 52,15% in favore della battuta del K.

Da cui il doversi preferire battere anche il K.

Ogni buon giocatore di bridge sa bene che questa analisi è sbagliata:

In questa situazione (giustamente) si applica il cosiddetto “principio della scelta ristretta” (principio bridgistico non matematico) che postula che dalla figura QJ secchi (o da una qualunque figura di carte “equivalenti”, ritorneremo su questo punto dopo) un difensore giochi a caso una delle due carte, cioè si assume che giochi (dato che è sua possibilità scegliere e che dal suo punto di vista la sua scelta è ininfluente sul gioco ) al 50% il J e al 50% la Q.

Questo comporta che l’EVENTO su cui si condizionano le probabilità di trovare il J in Est o Ovest (da cui dipende se battere o fare l’impasse) non è la presenza della Q in Est ma LA GIOCATA della Q da parte di Est, che avviene SEMPRE se la distribuzione è J98 – Q, la META’ DELLE VOLTE se la distribuzione è 98 – QJ.

A questo punto l’universo dei casi possibili è:

J98 – Q 
quindi Est ha DOVUTO GIOCARE la Q, che allora ha probabilità 



~ 6,22%

98 – QJ
e Est ha SCELTO DI GIOCARE LA Q, che dunque ha probabilità

~ 6,78%/2 = ~ 3,39%

Condizionando queste probabilità otteniamo allora:

~ 64,72% in favore dell’impasse,

~ 35,28% in favore della battuta del K.

Da cui il doversi in realtà preferire fare l’impasse al J passando il T dal morto.

PS: Sottolineiamo qui che Est scegliendo a caso con quale dei due Onori secchi rispondere, agisce per il suo meglio, infatti, una qualsiasi altra particolare abitudine o regolarità dovesse prediligere nel giocare tale figura, una volta venuta a conoscenza dei suoi avversari, li metterebbe in condizione di fare più spesso la mossa vincente. Ad esempio, se il dichiarante sapesse con certezza che Est mette sempre il fante da QJ secchi, concluderebbe, vista la caduta della Q, che essa era secca e giocherebbe al 100% facendo l’impasse.

· Una volta compreso l’esempio precedente è facile allora stabilire quali carte sono equivalenti e quali non lo sono, e come verranno giocate da un difensore. Per esempio, se un difensore possiede KQJ, giocherà indistintamente una delle tre, appunto perché equivalenti da suo punto di vista e perché il giocarle in modo casuale è il modo migliore per evitare deduzioni al dichiarante. Questo porta chiaramente a postulare un gioco con circa 1/3 di probabilità di ognuna delle 3 carte.

Quando le carte di un difensore non sono equivalenti il difensore effettuerà una scelta precisa per il suo meglio, giocando la carta adatta alla situazione, ma NON A CASO. Se un difensore possiede in un seme KQJx e il dichiarante batte l’Asso, raramente metterà un onore, quasi certamente metterà la cartina.

Più in generale nella mano di un difensore ogni seme si dividerà in gruppi di carte equivalenti o meno, ad esempio 2 carte (o una sequenza) di valore contiguo nello stesso seme sono chiaramente equivalenti, ma sicuramente non sono equivalenti una Asso e una cartina dello stesso seme, o un Onore e una cartina.

· Arriviamo ora all’esempio più interessante, connesso con la mano che stiamo analizzando.

Se un difensore in un seme possiede solo cartine, quando il colore viene giocato, dal suo punto di vista LE SUE CARTINE SONO CARTE EQUIVALENTI, e questo vale generalmente (a parte poche eccezioni) ANCHE SE NON SONO IN SEQUENZA: cosa serve scegliere tra 86532 quando il dichiarante sta battendo AKQJ nel seme?

A meno di accordi col compagno (che il dichiarante ha diritto di conoscere!!!) sui segnali di controgioco legati a mettere una o l’altra di queste cartine, che comunque danno allora informazioni anche al dichiarante (da cui segue che un buon giocatore può anche decidere di non segnalare nulla o segnalare sbagliato), il difensore giocherà tutte le sue cartine con la stessa probabilità. Questo vi potrà essere confermato da qualunque bridgista non principiante.

Da questo segue che quando un difensore, diciamo Est, mette una cartina, supponiamo il 2, in un seme in cui è chiaro che essa non è rilevante, l’EVENTO da considerare NON E’ “Est possedeva il 2” ma è “Est possedeva il 2 e ha scelto di giocarlo dal suo insieme di cartine”. 

Poiché non abbiamo informazioni su tale insieme, l’EVENTO dal punto di vista del dichiarante è “Est aveva almeno una cartina*” (una giustificazione matematica rigorosa di quest’ultima affermazione è nel seguito).

Su quest’ultimo evento si devono allora condizionare  le probabilità alla levée seguente e non sulla presenza del 2 in mano ad Est che gli toglierebbe un intero posto libero.

· Facciamo infine un esempio di carte non equivalenti: quando attacchiamo contro un piccolo slam a colore, diciamo 6♠, di Asso di cuori con AK8653 in mano, al morto scende QJT9. Il nostro compagno mette il 2 e il dichiarante risponde. E’ allora chiaro che il nostro compagno taglierà il secondo giro battendo il contratto, in quanto se avesse avuto due carte di cuori avrebbe giocato la più alta (secondo il metodo standard di segnalare il conto dritto).
Supponiamo ora che invece del 2 il nostro compagno metta il 7 e il dichiarante risponda. Se il 7 è un singolo (quindi il dichiarante ha ancora una cuori) dobbiamo continuare cuori e il taglio del nostro compagno batterà il contratto. Se il 7 segnala il doubleton continuare K di cuori permetterà al dichiarante di tagliare e di disporre di due scarti sulle cuori franche del morto, continuare di piccola permetterà al morto di fare presa.

Questa l’analisi della situazione, la domanda è: nel caso il nostro compagno abbia 72 di cuori in mano, le sue due cartine sono equivalenti? Ovviamente no, come qualunque giocatore di bridge vi confermerà, il 2 non si può giocare perché forzerebbe un ritorno obbligato che favorirebbe il dichiarante.

In questo esempio, il 7 e il 2, sebbene siano due cartine e nel gioco delle cuori siano irrilevanti in termini di prese, sono due carte ben distinte e NON EQUIVALENTI (tanto quanto l’Asso e una cartina).

Tutti questi esempi dovrebbero allora chiarire che ogni ipotetica carta nella mano di un difensore ha una certa probabilità di essere giocata in un determinato contesto e la probabilità che essa venga giocata non è solo la probabilità che si trovi nella sua mano, ma è questa moltiplicata per la probabilità di essere scelta come carta da giocare dal difensore.

Accettare che la probabilità del gioco di una carta sia semplicemente la probabilità della presenza di tale carta nella mano di chi l’ha mostrata, o più precisamente che l’EVENTO PROBABILISTICO si riduca a questo è come imporre che il difensore giochi tale carta da qualunque figura nella sua mano che la contenga.

Questo si otterrebbe introducendo una regola extra nel bridge (che non è mai stata presente) che imponga di giocare la carta più piccola posseduta nel caso non si possa coprire un onore.

Chiunque si sia avvicinato al bridge, ricorda che da allievo, dovendo giocare da QJ sulla battuta dell’asso, inizialmente metteva sempre il J, poi ha pensato che mettere la Q poteva fuorviare il dichiarante e dunque metteva sempre la Q, infine, maturato, gioca una delle due a caso, senza esitazione, anzi si prepara “a pescare a caso” quasi senza guardare dove ha posizionato QJ tra le sue carte.

Alla stessa stregua un buon giocatore (diversamente da un giocatore debole o inesperto) scartando le sue cartine sa bene quando è fondamentale scartare in modo da dare un segnale al compagno (indipendentemente dal fatto che lo stia dando anche al dichiarante), quando scartare in modo da dare un’indicazione  sbagliata (per fuorviare il dichiarante, al prezzo minimo di ingannare anche il compagno) o quando scartare completamente a caso. Quest’ultima situazione è solitamente quella più interessante in quanto solitamente è quella in cui il dichiarante deve decidere la sua strategia e la difesa è in balia di tale scelta. 

Un’altra considerazione “sociale” corroborante il principio delle carte equivalenti: pensiamo alle prime due levée della nostra mano: tutti ricordano benissimo l’attacco di asso di cuori ma nessuno ricorda la cartina di cuori che ha fornito Est, né del resto quali erano le due cartine di fiori del secondo giro. Nessuno, nelle perizie e documentazione ha mai detto quali fossero (da qualche parte ci sarà riportata la mano completa e precisa, ma chi si è mai chiesto quali erano queste cartine?). Il motivo è che se anche la cartina di cuori era il 2 (non ne abbiamo idea...), questo 2 non è una carta specifica quanto l’asso, ma solo una tra le tante cartine, non conta affatto quale.

Vediamo un calcolo matematico basato su questa discussione che giustifica inoltre rigorosamente l’affermazione (*), fatta a pagina 8: Ovest attacca di asso di cuori ed Est segue con una cartina (diciamo il 4), tutti gli altri onori sono distribuiti tra la mano del dichiarante e quella del morto.

Per ognuna distribuzione possibile X delle cuori in Est, che contenga il 4, sia p(X) la sua probabilità a priori dopo aver visto l’Asso in Ovest, e p(X,4) la probabilità che Est decida di giocare il 4 da tale distribuzione.

Per gli esempi discussi, se denotiamo con |X| il numero di cuori in X, abbiamo che p(X,4)=p(X)/|X|.

Calcoliamo allora, per esempio, la probabilità di trovare le quadri 4 – 0 (cioè tutte il Ovest) condizionata al primo giro di cuori.

EVENTO(Est gioca il 4) = 
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che è un unione disgiunta, quindi la probabilità condizionata della distribuzione 4 – 0 delle quadri è la somma delle probabilità di 

EVENTO(Est ha X e gioca il 4, Ovest ha l’Asso e le Quadri 4-0)

diviso per la probabilità di 

EVENTO(Est gioca il 4, Ovest ha l’Asso).

Detta allora Y una possibile di TUTTE le distribuzioni non vuote delle cuori in Est (tolte le carte del dichiarante e del morto), e denotando con |Y| il numero di carte in Y, la probabilità che stiamo cercando è allora data da 

                      ∑
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p(Est ha Y e il 4, Ovest ha A♥ e Quadri 4-0)/|Y|

p(A,4;4-0) = -------------------------------------------------------------

                     ∑
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 p(Est ha Y e il 4, Ovest ha A♥)/|Y|

dove le somme sono ovviamente fatte su tutte le distribuzioni Y non vuote (Est non è vuoto a cuori).

Sottolineiamo qui immediatamente che questo valore è diverso da quello che si ottiene dal pensare semplicemente che Ovest abbia l’asso di cuori e Est il 4, dato da

p(Est ha il 4, Ovest ha A♥ e le Quadri 4-0)

---------------------------------------------------------------

p(Est ha il 4, Ovest ha A♥)

Cerchiamo ora di calcolare in altro modo p(A,4;4-0): sempre per il principio delle carte equivalenti, quello che vale per il 4 deve valere per ogni scartina, quindi p(A,4,4-0) = p(A,x;4-0) per ogni scartina “x” che può stare ipoteticamente in mano ad Est. Quindi, se S è l’insieme delle cartine possibili, composto da n elementi

p(A,4;4-0) = 1/n * ∑
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Espandendo la somma con la formula sopra e notando che il denominatore è, per lo stesso motivo già detto, indipendente dalla scelta di x in S, vediamo che la somma dei numeratori è data da

∑
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p(Est ha Y e x, Ovest ha A♥ e Quadri 4-0)/|Y|

= ∑
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p(Est ha Y, Ovest ha A♥ e Quadri 4-0)/|Y|

= ∑
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p(Est ha Y, Ovest ha A♥ e Quadri 4-0)/|Y|

Notiamo ora che la probabilità espressa da ciascun addendo è zero a meno che Y non sia un sottoinsieme non vuoto (la somma era fatta sulle Y non vuote) di S. Questo perché ogni distribuzione di cuori in Est è composta di sole cartine.

Proseguendo quindi il calcolo, la nostra somma diventa

= ∑
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p(Est ha Y, Ovest ha A♥ e Quadri 4-0)/|Y|

= ∑
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p(Est ha Y, Ovest ha A♥ e Quadri 4-0)*|Y|/|Y|

= ∑
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p(Est ha Y non vuota, Ovest ha A♥ e Quadri 4-0)

= p(Est non vuoto a cuori, Ovest ha A♥ e Quadri 4-0)

Facendo un conto analogo per i denominatori (basta seguire questo conto, tralasciando “e quadri 4-0”), si ottiene infine

                     p(Est non vuoto a cuori, Ovest ha A♥ e Quadri 4-0)

p(A,4;4-0) = -------------------------------------------------------------

                  p(Est non vuoto a cuori, Ovest ha A♥)

Conto che vale per qualunque cartina si sostituisca al 4 giocato da Est.

Analogamente, si ottiene un simile risultato, qualunque distribuzione delle quadri si consideri.

Questo prova quindi l’asserzione (*) a pagina 8.

Si noti che in questo esempio (e anche come poi vedremo nella mano che stiamo considerando) se si calcolassero effettivamente le probabilità della 4 – 0 e della 0 – 4 a quadri, queste differirebbero (in un certo senso, un Asso toglie più spazio di una cartina).

Nella nostra mano, la situazione si complica in quanto ci interessa conoscere la probabilità della distribuzione delle quadri dopo 2 levée cioè dopo anche il secondo giro a fiori. Torniamo dunque a tale mano: dopo tutte queste premesse, quali sono gli eventi delle prime due levée, su cui si deve condizionare la probabilità di ogni distribuzione delle quadri?

1) Ovest ha GIOCATO l’asso di cuori e una cartina di fiori

2) Est ha GIOCATO una cartina di cuori e una di fiori

EVENTI:

1) Ovest possedeva l’Asso di cuori che nella sua mano non era equivalente a nessun’altra cuori.

2) Est e Ovest non sono vuoti a cuori, ovvero la 8 – 0 e la 0 – 8 nel colore non sono presenti.

3) Est e Ovest non sono vuoti a fiori, ovvero la 7 – 0 e la 0 – 7 non sono presenti.

4) La Q di fiori non è secca né in Est né in Ovest. Non ci sono altre possibilità in quanto non è una carta equivalente alle scartine che la accompagnerebbero.

Per condizionare la probabilità delle distribuzioni delle quadri su questi eventi una possibilità è il calcolo formale nella relazione dell’accusa. Questo calcolo porta alle tabelle ivi riportate.

Dato che l’asso di cuori è una carta non equivalente alle altre, esso toglie effettivamente un posto al computo dei posti liberi in Ovest, mentre GIOCARE una cartina che è equivalente ad altre cartine nella mano di Est (a meno di non sapere a priori che è secca, come nel caso delle fiori 6 – 1), “in un certo senso” toglie una frazione di posto libero minore di uno.

Ciò significa che dopo le prime 2 levée euristicamente ci sono più posti liberi nella mano di Est che in quella di Ovest, da cui la maggior probabilità delle identiche figure delle quadri terze o quarte nella mano di Est rispetto alla mano di Ovest.

Carlo Mantegazza

Manolo Eminenti
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