MATEMATICA
quasi) SENZA

sempre cosl: che sia

andato a mangiare una

pizza o a farsi spenna-

re in un ristorante stel-

lato, che sia un téte-a-
téte con una compagnia nume-
rosa di amici, a cena, a pranzo o
a colazione, c'e poco da fare: il
matematico ¢, invariabilmente,
colui al quale viene chiesto di
dividere il conto. L'identificazio-
ne dell'abilita matematica con la
capacita di far di conto e tanto
diffusa da motivare la seguente
dicitura, comparsa a piu riprese
sulla Settimana Enigmistica: "Ba-
sandosi solo sul ragionamento
e cioé senza alcun ricorso alla
matematica’ (nella figura 1 un
esempio).

Facciamo lesegesi della fra-
se: devo determinare un certo
numero ma per farlo devo solo
ragionare, ovvero NON ricorrere
alla matematica. Ergo: "fare mate-
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E convinzione diffusa che fare matematica
sia attivita differente dal ragionare.
Qui dimostriamo perché non e proprio cosi

matica” e "ragionare” sono due at-
tivita mutuamente esclusive. Fare
matematica & dividere il conto al
ristorante, ragionare & dare prova
di intelligenza. E se lo dice La Set-
timana Enigmistica, che dal lonta-
no 1932 costituisce il passatempo
preferito di generazioni di lettori
di tutte le eta, e evidentemente
spia del sentire comune.

Se pero guardiamo l'etimologia,
che qualcosa vorra pur dire, la pa-
rola matematica viene dal greco
uadnua (mathema) = scienza, co-
noscenza, apprendimento, e chi
la pratica & quindi un puadnuatikog
(mathematikos), "incline a co-
noscere”. Ora, diciamocelo, che
cosa c'eé di affascinante nel saper

dividere il conto del ristorante? E
perché persone “inclini a cono-
scere” dovrebbero voler perdere il
loro tempo in operazioni di que-
sto tipo che, una volta imparate,
richiedono solo una buona abilita
di riproduzione?

Del resto, la diffusa identifica-
zione del “bravo in matematica”
come quello che risolve nel tem-
po piu breve l'espressione piu
lunga & destinata a creare fru-
strazione se non al liceo, certa-
mente all'approdo all'universita.
Quelli che ci riescono magari si
divertono, quelli che invece han-
no piu difficolta neppure quello.
Per entrambe le categorie, que-
sto tipo di attivita ha comunque



} Figura 1.l
LA SETTIMANA N. 4545 numero 4.545
—ENIGMISTICA —————————— S de La Settimana
E— Enigmistica
4587.  IL NUMERO ESATTO E
2207* PROVA D'INTELLIGENZA |
Si tratta di deter- |

minare un certo nu-
mero basandosi solo
sul ragionamento, ¢ _
cio¢ scnza alcun ni- /
corso alla matemati- # 7

ca. Tale numero ¢ formato da dieci cifre
wtte diverse fra loro, ¢ quindi da 0 a 9.
Con quelle stesse cifre sono stati formati
i seguenti altri quattro numeri, contraddi-
stinti dalle lettere A, B, C e D:

A)6 854173092
B)8 7352160094
C)5968301472
D)978523601 4

Su questi quattro numeri si hanno i se-
guenti dati, riferiti al numero esatto da wo-
vare: in A c¢i sono tre cifre in posizione
esatta ¢ in B ¢ errata la posizione di due
sole cifre; in C solo una cifra & nella po-
sizione esatta mentre in D le cifre in posi-

zione ¢satta sono quattro.

Considerando attentamente questi da-
ti, sapreste dire il numero esatto?

Vedete poi la soluzione pubblicata a pagina 46

poco di creativo. E un buon al-
lenamento della capacita ripro-
duttiva di risolvere esercizi, ma
con la matematica ha poco a che
spartire. Questo perché, come
Paul Halmos diceva in tempi non
sospetti, l'attivita chiave di chi fa
matematica € ‘risolvere proble-
mi”. Che non sono, naturalmente,
esercizi mascherati (pure male),
tipo il seguente: “Una pentola ha
la forma di un prisma retto che ha
per base un triangolo equilatero;
il lato del triangolo € uguale all'al-
tezza del prisma, che & uguale a
un metro. Calcolare...". Sorvolia-
mo. Quello che differenzia un
problema da un esercizio non &

(soltanto né soprattutto) la pre-
senza di una struttura narrativa,
possibilmente non incongrua,
ma é la natura “produttiva’ del
compito proposto che richiede
l'attivazione di un pensiero stra-
tegico e, quasi necessariamente,
lo sbattere la faccia contro lerro-
re. Vi accorgete di star risolvendo
un problema nel momento in
cui sentite, nel vostro cervello, “le
cellule grigie” — direbbe Poirot —
che fanno cri-cri, cri-cri. E questo,
va da sé, si puo ottenere tranquil-
lamente senza numeri. O, meglio,
senza conti.

Proprio come succede nelle-
sempio del problema (che tale &,
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e pure carino) proposto dalla Set-
timana Enigmistica, dove i numeri
potrebbero tranquillamente esse-
re sostituiti da simboli di qualsiasi
genere perché non serve usarli
per fare conti. Su questi quattro
numeri si hanno 1 seguenti dati,
tutti riferiti al numero esatto da
trovare: in A ci sono tre cifre in
posizione esatta e in B & errata la
posizione di due sole cifre; in C
solo una cifra € in posizione esat-
ta mentre in D le cifre in posizio-
ne esatta sono quattro. Qual ¢ il
numero esatto?

Prendete un foglio e provate
a risolverlo: sapete fin dall'ini-
zio come procedere? No. Com-
mettete errori? Puo essere. Le
celluline grigie fanno cri-cri? Si.
Vi divertite? Molto. Ecco, state fa-
cendo matematica!

Magari, pero, tutte queste cifre
vi disturbano, anche se non vi
viene richiesto di combinarle per
fare conti. Mettiamoci quindi al-
la prova con un enunciato in cui
non ne compare nemmeno una.
Guardate la figura 2 della pagina
successiva: rappresenta un caval-
lino e uno strano recinto. Sapre-
ste dire se il cavallino & dentro o
fuori dal recinto?

Mettetevi buoni e provate:
qualcuno di voi colorera, qualcu-
no cerchera cammini... poi cia-
scuno di voi dara la sua risposta.
Motivatela e poi cercate di capire
se, con la stessa tecnica, sareste
in grado di dare la risposta allo
stesso problema, nel caso in cui
il recinto fosse molto piu com-
plicato (pur restando un recinto
ovvero una staccionata ininter-
rotta, senza aperture e che non si
autointerseca). Chi ha colorato a
un certo punto si ferma e anche a
chi ha cercato un cammino... ser-
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ve un'idea. Di quelle che, quando
le trovate, vi chiedete come avete
fatto a non vederle prima. Ecco:
cercare l'insight, magari dopo a-
ver accumulato tentativi ed erro-
ri, e poi verificare che sia proprio
l'idea giusta... anche questo e fare
matematica.

Attenzione: non stiamo dicen-
do che la matematica sia tutta
qui, né che sia un gioco, né che
sia alla portata di chiunque. An-
che un problema semplice come
quello del cavallino, per esem-
pio, dipende da proprieta pro-
fonde del piano e pud decollare
in complessita anche semplice-
mente cambiando la superficie
su cui lo si propone. Immaginia-

Figura 2. Il cavallino
& dentro o fuori
dal recinto?

A

PRISMA | 46 | NOVEMBRE 2022

mo che il povero cavallino abbia
la scomodita di abitare sulla su-
perficie di un nastro di Moebius o
su un piu comodo ma altrettanto
inquietante toro (nome in codice
con cui i matematici chiamano la
ciambella).

Si potrebbe ancora applicare
lo stesso ragionamento? Per-
ché si o perché no? Rispondere
a queste domande ¢é a un livello
diverso di complessita ed €, an-
cora una volta, fare matematica.
In certi casi, problemi di questo
tipo consentono anche ai non
professionisti di intravedere la
punta dell'iceberg di interi settori
della matematica o di interi con-
cetti che si sono rivelati molto

fecondi in tutta la storia del pen-
siero matematico.

Come quello di invariante, per
esempio. Per presentarlo, utiliz-
ziamo un altro cavallo, stavolta
quello degli scacchi, che si muo-
ve a L, due caselle in orizzontale
o verticale piu un’altra ad ango-
lo retto con la prima. Partendo
quindi per esempio dalla posi-
zione che occupa nella figura 3,
il cavallo pud raggiungere con
una mossa tutte le caselle indica-
te dalla punta di una delle frecce
rosse. Ebbene: se parte dall'ango-
lo in basso a sinistra, puo arrivare
a quello in alto a destra dopo aver
toccato una e una sola volta tutte
le altre caselle?

Di fronte a un problema di que-
sto tipo, il primo approccio & rim-
boccarsi le maniche e procedere
per tentativi. Provi, provi, provi ...
e non ti riesce! Dopo un po' ini-
zia a farsi strada l'idea che non si
possa fare. Attenzione, pero: po-
tresti non avercela fatta perché
sei scarso o perché non hai pro-
vato abbastanza! Per escluderlo,
bisogna che tu trovi il modo di
“dimostrare” che quel cavallo, da
un angolo a quello opposto, non
ci pud andare.

Vediamo un po": guardando la
figura 3, che cosa accomuna tut-
te le caselle indicate dalla punta
delle frecce? Non leggere la ri-
sposta subito, aspetta almeno i
primi cri-cri!ll Ok, siamo d'accor-
do: le accomuna il colore — se il
cavallo parte da una casella aran-
cione, con una mossa arriva in
una casella bianca — e viceversa.
Immaginiamo poi di aver scelto
la prima mossa e di aver spostato
quindi il cavallo della figura 3 in
una delle caselle bianche indica-
te dalla punta di una freccia: che



cosa accomuna, a questo punto,
tutte le caselle nelle quali da i
puo arrivare con una sola mossa
— ovvero quelle su cui il cavallo
della figura 3 pud arrivare con
due mosse? Benissimo: le acco-
muna il colore, che a questo pun-
to sara bianco.

Portando avanti questo ragio-
namento, vi accorgerete che e-
merge una regolarita: le caselle su
cui si puo trovare il cavallo dopo
un numero pari di mosse hanno
lo stesso colore di quella da cui il
cavallo e partito, mentre in quelle
raggiungibili con un numero di-
spari di mosse il colore cambia. Ci
sono quindi una situazione (che
¢ dove sta il cavallo) e una tra-
sformazione di questa situazione
operata da una mossa. Il colore
non cambia (ovvero €& invarian-
te) se la mossa ammissibile la
facciamo un numero pari di vol-
te. Se quindi il cavallo parte dalla
casella in basso a sinistra, che &
arancione, sicuramente non puo
arrivare nellangolo opposto do-
PO un numero dispari di mosse,

Figura 3.
La mossa
del cavallo

perché la casella in alto a destra &
dello stesso colore (quindi rientra
tra le caselle eventualmente rag-
giungibili solo in un numero pari
di mosse).

Perché questo vi porti a risol-
vere definitivamente il problema
del cavallo lo lasciamo dire a voi
lettori. Qui ci preme sottolineare
come questo sia un esempio di
come i matematici, a partire da
un problemino apparentemente
molto specifico, ragionano, ge-
neralizzano e rendono astratto
un pacchetto di ragionamenti
che a un certo punto non ha piu
nemmeno a che fare con il singo-
lo problema di partenza. Adesso
sappiamo che, se in una situa-
zione che si trasforma nel tempo
riconosciamo un qualcosa che
rimane invariato per questa tra-
sformazione, la configurazione
iniziale e quella finale devono
averlo entrambe. Se quella finale
non ce l'ha, allora non € possibi-
le arrivarci. Il che come principio
astratto & estremamente fecondo
e potente.
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Provate, per esempio, ad af-
frontare un esempio (molto) piu
difficile, in cui pero si arriva alla
soluzione applicando lo stesso
principio. Stavolta prendiamo
un bel cubo di lato 6, e 1o vo-
gliamo riempire con mattoncini
di lego della forma 1x2x4, come
nella figura sotto. Provo e ripro-
vo, faccio il primo piano, faccio il
secondo piano ma, al massimo,
al terzo salta sempre fuori qual-
che buco cubico di lato 2... Sa-
rebbe piu facile spaccare in due
un mattoncino e metterlo i a
tappare il buco, ma non si puo.
Sara mica che anche questo pro-
blema non si puo risolvere? Cac-
cia all'invariante... Le soluzioni?
Non ve le diamo, possiamo so-
lo suggerirvi di andare a questo
link https://youtu.be/REilCajHj08
e vedere il video.

Anche perché, come diceva
Ennio De Giorgi, “un bel proble-
ma ti fa compagnia, se ci pensi
ogni tanto”. |

Figura 4. Si puo riempire il cubo 6x6
con mattoncini 1x2x4?
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